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º»�»����¢n¨ª� ���k©��ª�����Ò�"��¦|����� ��Ú�������©r�§¢��t�����n��¢>� Þ���¢�¦����>� �n���"¨����Ò¦��Ç�«���>©0���n� ����Ø���Y4¦��K�����n��¢>� ¨ª� �r���� ¡�¦��r�§�Á� ��¢>���"�>��¢n³��n�>�������Á���§��¢n��Þ�¦|�����Á�n��Þ�¢n�(�����Á�n���r��� ���û���Õ�����>¢����r�|Ý ���û���"����¢"Ý/Y4¦��Õ©�¦��"���Õ���ÊÜ>��¢T©�������¢��¨K����� �r����¢���� ��¢n�����Î�"����¢��§�r���Î�Ò�>¦«©�¢>� ¨ª� ¢��§��¢��§��~.����¨kb���¨K�����>�à���ü�"�@�r����¢>�������"�}���n���"�����à�n���r�§������"���������4¦r�§��Ý����.�"�����"��©«�>�O���Î�r����¢>�������§©���� � ������©r��¢>�Ã���ÊÜ>�§¢�©r���>��¢��n���r�§�������������"����¢o�¯���(×C¢>�"��¦��"������������n¦�©�¢>� ¨ª� ¢����>¢������n���r��� ���������^���>¢�����×C¢n���"¦������"�����"~¬�³�©«��� �§¨ª�"�4�>��¦��«©��ª�������«���>�"¢>� ÞA�t��¦��V�n���o����¨ª�&� ���������°������Ø§��¢>�����������"�V�����>���"¨ª©0�&�"����¦������"�¦«�>��� ��Ú �§����©r��¢>�^�>�"���"����� ���r��¢�¦��Ç�������"¢nØ§�����t���K×C¢>�"��¦��"����������~@º»�©�¢n�|�"�����§¨ª� �������Ò����¡�� �¯�§�H�����n���r�§�����wyÓ(��Ö U �������r����¢n�����>����¦«�>��� ��Ú �§�����Î�"��¨¬b�� �>��©�� ������©«����������� �����"�ç���>�����«���Å¦���� ��¢����"�>��¢�¨z�§����¨ª©«�����«Ý�"�^¡��"����¢>���T¦��t�r� �>¢>�O��� ¡�� �����owy�H� U ¢>������� Ú �Ã×C¦��«�������������>� ¨ª� ����¢n�����®¦«�Ò�r����¢n�ª�§�r������¡����"��wE��Ï U Ý«������¢n������ZY4¦����>��©�¦��"�����^¢>���>��� ����¢WV
}�~��Ö|�"©r��¢��§¢��������>�"�r�����"�`Y�¦«�x�r�§�Ò�n�����®�"��¨àÞ�� �r���r�����®¨K��Ú"�����§�r����~¤|~�°½����n����¦�¢>��¢��>�"�r�����"�`Y�¦«�x�r�§�Ò�n�����®��� �n�>��¢>�n�����r�§�r����~�«~�°º/Ñ���¢��§��¢����«×C��¢>¨ª����� ��������� �4�>��¢n��������¦��r�O�>�"�r���û�����t¢>���>¡������"��������� �������O©�¢>� ��¢>�E~±�~�°½���¨K�fØ���¢�¢>¦«�����O� �������n� ��Þ«����~¹|~�°�Î�¸�����"��� ���^�«���n���r�§�����"~¼«~������¨K©A�"�����§�������Ò�"�Ò×C¢n���"¦������"���«~õ|~�(ÏÎ�N����� �>���°���n©A�"�"��¢>���ð~¿«~��·^�������������O�����n���r��� ���"~
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�"��¦r���"��������� ×C�"¢>���«�����§��Y4¦��ç����Þ0���n��¢��¸Ø§����¦r�§�r��©0��¢��§��¡�¦�����¨y��Y4¦���������� ¡�� �������K©�¢>����¦��"��¢(¢>���n¦�� ����������"�ª�"���>���"¨ª©0��Ý��"�°���"��� ¢�ÝDY4¦���¦����H�Ù�"×C�"�"��br����©0��¢>����� �����"�(�n�����"��� �����»�"��¨ª��¨à¦«� ��� ©���� � ���"�����«����Ý8�>¦«¨�����V¢n�"����¢>������~(º»�¾���Å�§�"��¦������ �r���ÁÝH�"��� ����� Ø��§�����t���"������� ��¡�� ���ü�����ª�/�Û�n�s�r�§�¾�"����Ø���¢o��� ���Ç�"�¾¦�����������"¢>�r�§�>� Ø§�Ã�"��������¨ª� � �Ã���r� Ñ|��Þ�� ���n��Þ�¢n��� �����r����¢>�������r��� ��¡�� �����"~�Î�"�4�>¢>�����������z®����#����¯c�n��©«¢>���«����©������"������� ������� ��¢n���Ã�«��¡����¯��� �����>��Þ«¢>���������r����¢>���à���r�§����¡�� �������n�©�¦«�����"�&¨K�����"�����r�§¢WV
ãT�����H�$©0��¢n¨ª�������ª©A�"����� �������"����������Þr�§���r�Ã���ç��¢��§���>� �������ÁÝ4�>¦�©0��¢n����¢n�����������Õ�r� �>¢>���°���r�§����¡��|��"����~
ãT���Ã�H�â�n���V¨à¦«�°�r� Ñ«� Þ����"��Ý@���o���ü��¨K©�� ��� ��Y4¦���©«¦������"���>��¢Ã©�¢>��¡�¢���¨ª��������©r��¢>�^����×C��¢n�������"�¢n���n©�¦����o�¯�����"��×C¢n���"¦������"���«Ý.�������>������� �§¨àÞ����§¢Î�����������"�r�"���"�4�>�����>�®©�¦«�����®��Þ«�>�����"¢�����¢n�t�H�Ã~º»��¦«�&�r� �>¢>�����r��� ��¡����"�ª©���¢��®Ø��§¢>���§¢ç�n¦ü¢>���n©�¦��"�n�¯���"��×C¢>�"��¦��"�������«ÝA�"�����"�����>��¢>� ��¢>�"�����n���r�§¢>�����¢>� �§¢>¨ª��¢>� ��~
���\�/� ©�¦��"���Ò�>��¢K���t×y���>�Ò��� ��� �§�ð~Hº»�\��©���� � ���"�����«���O����¨ª��©�¢n�|�"�����§¨ª� �������Å���Ò�>���������"�ª����§¦��������Y��¢>�����>¨K���n�����\���ü�r�§�>����Ý��n��©�¢>�¸�r��¢n���Ù�r� �>¢>�����«��×y�§�>�ü��� ��� �§�ç���"Þ����«�¾�±Y4¦����"�n������¸Ø�� �¯�§�Ò�«���n�>��¢>�n�����«����©0��¢�×y���>�	j²¤|}WlE~
ãT�����/�´©�¢n�+Ø����"�&¦����K¨K�ÊÜn��¢�©�¢>�"�����n�����t���"Þ����«���O���Ã�>�����"¢����«�����à�«��� ������� ¢>�"¦�� �>������� ¡�� �������"��~
º»�Á�«���>�"¨ª©0���«�������������|Ï ���"©A�"�������������Ã��������¢>�����"���à��������������¨K©A�����������"��~
ãT�����"��¢n��¦������������ ¡�� �������"���n���^¨y����� ��¨à¦����"�����Á¢>¦«������~

ãT�����r� �>¢>�����«��¡����¯��� ���°����¨àÞ�� ����� Ñ5�«��Þ0���^����¡�¦«�r���h�,����®����#����¯c�n�DV
½��WY4¦�� ��¢n��� ���t¨à¦��������®¢n����¦«¢>�>���ª©r�§¢��ü�>¦ ©�¢>�����"����¨K���"������ÝH�n��� ��¨àÞ���¢>¡��«Ý/�����¾� ���®� Ø��§�����"��>���"��������¡����"�������¸��¦r��� �����"�n�����ç� ��������Ø������ �������"�ç�n�h�����^� ���®¢>�"��¦���� �����«��~
Ô������r��� ��¨K� �����r�5V|����¨K��¢>�"�>¦����¯���«�������;©�¢>�����"�>������¨à¦��"�n��¢n����ÝA���/�������������ÃÞr�����r�ª©r��¢��ª������n���r�§��������� �>�"¢>�"���������o���®����¨K� ���������K���à¨ª���¯�����«�����Ã×C¢>�"��¦��"�������K����¨à¦«���n�>¢>�"�«w

fs/2 U ~
ãT�����¸×C���¸���������®©�¢>�"��� �>�������4¦�¨K��¢n��� ��©�¦«�����"��§×C�"�"�¯�§¢��n¦��«���>�"¨ª©0���«�&���"Þ������Ò�t����� ����¡�����¦������� ���à����©�������Þ«¢��à�������O��¢�Y4¦�� �>���"�>¦�¢��®�����«�����>����¨K©����"¨ª�"�4�>���Á~«º»���H�Ð�>¦Ò�����n��¨K©A�"�����"�n���� ��¨K� �������à©0��¢Î���K©«¢>���"���n�����^���Ã������¢n� ��¨K�"�>�����®¦|����� ��Ú����r�«Ý��"��©r��¢o��� ��¦�����¢����@�����n��¨K©A�"�������Ã¦«��/�Û�"�ª� Ñ|�>¢>�"¨�������¨ª�"�����Ò�>���«�>��Þ«���Ò����(Ê�+Ø��"¢��r�)�Z*�Ý(�"����¦r��������¦�¢n¢>�t��¦������������ü�����«¡�� �>¦���������§��¦�¨à¦«��������¢(�"��� ���>¦«�������"������©r�§¢���¢n��©�¢n���n�����¯��¢������(Þ�� �>��¢n���>¦«� �¯�§�4�>���°���Î�n¦�¨��§���������>�"��¦«�>� Ø§����~
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²h³W²h³ ´fµW¶h·F¸�¹sºZ¶hº�¸�»¬¼ ½ ¾>¿`º�¼�¸cºZ¶h·ÁÀ�ÂÃÀ�¸c·FÂ`Ä�Å À�ÂÃÆÈÇ
É�Ê�É�Ê�É�Ê ËÍÌ�Î�Ï,ÐOÑ�Ò�Î�Ò�Ð�Ó�ÔÖÕ�×FÔ�×7ØNÎ�Ì

= {^zri�h@{4d8gûeAu®z�wyzru{Módf{�i�hû{|b@i�jCzruK{�bÙG@zrb@g@z�u�g@{^Ä;z�u�e
• �/������¢n�à©r���n�ªÞr�+Ü>���xwE�HÓÕÔ U
• �/������¢n�à©r���n�������¯���ÚwE�HÓ0Ï U
• �/������¢n�à©r���n�ªÞr�§���r�1wE�HÓÕÔC] U
• �/������¢n�à�>¦�©«¢>���n��¢�����Þr�����r�1wy�»Ö«ÔC] U

= {^zri�h@{4d8gûezÇwCz�z�Ä@d8e,JûjyÆÇzri�jCkAb Ä»e0wEjyb@k0Æjyi�z
• Ô�¦«�n����¢�����¢n���
• ������Þ������«�"Ø
• º»��³�©|�����"���
• Ô����n�>�"�

s jyb@{4zrwC{�u
• �/������¢n�����/ÉÊ½
• �/������¢n����É>ÉÊ½
• �/������¢n����(Ê���§�>�>���"��*
• �/������¢n����(Ê���§�>�>���"��� ���������"¢�*

Â jyw7c+dfeAuh0�z�d8jCzrbAc+{�uO{�bY{|w(cfjy{�ÆÇÄ»e
• �/������¢n�������r�§©«�¯��Þ«�����
• ½��"���������"¦�¢>���������"�

É�Ê�É�Ê�ÛZÊ ËÍÌ�Î�Ï,ÐOÑ�Ò�Î�Ò�Ð�Ó�ÔÖÜÝ×ÞÎ�Ò�ß�×7ØNÜ�àqÎ�Ì{ß�Ï'àR×ÞÐ�áRâ�Ì�×>á§×FÔCã'Î�Ò�Ð�Ó�ÔäÜÝ×åÌ�à�ÏKæyç
? b\{�w�gûeAÆÇjEb@jye�gû{|w(cfjy{�ÆÇÄ»eÖ����à¦«�>����� Ú ���«���T��¦r�§�������������|×C��¢>¨ª����� �������n���Î���������r� �����ç���O����×C��¢>¨ª�ç���°���ç�n���r�§�|���>���§©���� � ����"�\�n¦r� Ø|� Ú ��¨K���"������Ý»¢n��¨K�fØ���¢K×C��¢>¨ª���®���&�n���r�§�����"ÝÕ¢>���"��¢n�>�&���^�>�"�r�����"��ÝÕ¢>�"�����«�|�"��¨K�������>�����©��§��¢n�������"Ýr�"�>��~�ãû�������n©A�"��� ��� ���"�������"�����n�����Ò�r���r�����n��Þ�¢>���n���r���û�®���à¢n���n©�¦����o�¯�ª���T��¨K©�¦�� �>��~
? b\{�w�gûeAÆÇjEb@jye�gû{üwyz°Módf{�i�hû{|b@i�jCzÖ����&¦«�>��� ��Ú �§��������¦��������ª���®���«×C��¢n¨��§�������Ò�"�n���ª�����4�>����� �r�ª�"�����K��¨K©�������¦��.Ý«×C¢>�"��¦��"�������K�t×y���>��«�K����������¨ª©0�����"�4�>�����>�"����� �r�����"�����®�����>�"�r���ð~ûº»�»��Þ4Ün�"����Ø��Ò���®���o�����������>�"©r��¢>��¢�Þr�����r�§�����×C¢n���"¦������"���O�K�>��©���¢���¢��n���r��� ���"~
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= {&h;u hûz�d8jCeÖ����&¦«�>��� ��Ú �§��������¦r�§�������n�à¢>�cY�¦«����¢n�Ã���Ã¦��r�����"��� ���&�"�>©0���������@�����r����¢>������Ý�¦���� Ün��¨K©����ª�>�"¢>³��¦«�t��� ��¢n�®���������"����Ø���� ¦���� ���Á~
Ö|���r���"�Î��������¢�Y4¦��Î¦����r����¢>��©�¦��"�����"�n�¯�§¢��������>¢>�à����Ø§��¢>�����°�"�����n� �r������� �����"��Ý4©A��¢��ÊÜn�"¨ª©«����¦����r����¢>��HÓÕÔÙ�/ÉÊ½$�K¦����r����¢>�K�HÓÕÔC] É>ÉÊ½$�"���^��©�¢>� Ñ|��¨ª���"������Ô°¦«�>�>��¢��°��¢o���Á~
²h³�è_³ éê¿`ºZ¼�¸WºZ¶h·ÁÀ�ÂÃÀ�¸W·FÂ`Ä�Å À�Ât¹1µ%¾Fë�Åx·ìÀ�¸cíh¸�¾;¶^µ�Â`·îµ�¸W¼�Â`¶^µcÂ`·

º/Ñ|���n�>���VØ§��¢>�������>���"���������à©r��¢>�������«���>�"���ü������� ��¢n���à��� ¡�� �������"������"©A�"������� ���"�°��� ©A�&�����r����¢>�¢n�WY4¦���¢n�����«Ý��������>¢>���«��������¨y����¦«��� ��� Ú ���r�§��©r��¢>�à�r� �>¢>����� �����������"�����o�����7V
Ó;��¢��à�r����¢n�����/ÉÊ½

• �Î���n�����ç©A��¢@¦«�>�Î�«�(�«� ×C��¢n�������"�;Ø������¯��������~8ÏÎ©�¢n� Ñ«� ¨�������¢n���n©�¦����o�¯�Î�"��×C¢n����¦«�����"���
H(ejω)�����Á�r����¢n�ª�O¦����

HI(e
jω)

���������Á¦«�>��� ��Ú �§�����O�r��¦�¢n���"¢�~
• �Î���n�����K©0��¢�¨à¦��"�n��¢n���K���t×C¢>�"��¦��"�������«~
• �Î���n�����K©0��¢���©�¢n�+Ñ|� ¨����"��������¦«¨ª�"¢>�����«~

Ó;��¢��à�r����¢n����É>ÉÊ½
• É ����� ¢>���¸�������O��¢>�����o×C��¢>¨ª����� �����"�����#��� ��¡��m�ó����¡����¯���

◦ ¬@¢����«�n×C��¢n¨������àÞ���� ���������ð~
◦ ½����n©�¦����o�¯�ª���Á��¨K©�¦�� �>�à�K���n� ��� ���t����Ø§��¢>���������§~
◦ Ïç©�¢>� Ñ|��¨ª����� ����©0��¢�����×C��¢>�"�����������r�����¯���"~
◦ ¬@¢����«�n×C��¢n¨����"�����1���ó¨��8�������"�Á~

• �Î��¢n���¸�����
◦ �Î� �>�"���®���Ò���T����¨K���«���à���

z
~

◦ ·^� ����¨K��Ú������ �����«���T��¢n¢>��¢"~
◦ Ó@��¢�×C��¢>¨Ã¦������"~
◦ Ö|����¦��"�������4¦�¨K��¢n��� �O�������à����¦������ ���^�"�^�«� ×C��¢n�����"�����"~

²h³�ïy³ ´T¶^ë�¶hºC¾>ÂZë�ðc·7¾>¸Wº�¶x·îÀ�Âñµ�Å¬·òÆóÇ µ�¸W¼�Â`¶^µcÂ`·
�Î�ª���Ò�>����¢n³��Ò�����n���n�>��¨ª����Ýû¦��Ç�>���o���"¨��Ò�����«� ���Õ��� ��Ø��§¢>���§�4�>�®����"�°��� ��¨K©A�t��� �>�"¢>�"�>�KwðÖ|ãûÉ ¬�� U�"�n���O���§�¯��� ¨ª�"�4�>�����¸�r�����«�K�n�û�>�������«�|�"���n¦^¢n���n©�¦����o�¯�ª���Á��¨K©�¦�� �>�

h(n)
~

º»�t�r� �>¢>�����/ÉÊ½
h(n)

�"���r�«� �¯�Ã�����n���K�«�"�r��� �r�®���Ò���T�����>��¢nØ§��� �
0 ≤ n ≤ N − 1

~

í������������ ±  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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º»�t�r� �>¢>����É>ÉÊ½
h(n)

�"�ç� �«�r�����¯�Ã�����¸�r��� �r�O���Ò���T�����>��¢nØ§��� �
0 ≤ n < ∞ ~

º»�������"��¢�Ý#Y4¦����"�^¡��"����¢>���T�������H�´� �����������"���>��©�¦«�����"�&��¨K©�� ��¨K�����¯��¢°����������×C��¢n¨����cV
}�~çÓ;��¢���¦����r� �>¢>�Ã�/ÉÊ½�Ý�����¨ª�������"����Ø���� ¦���� �������Î¦��r�à�>�"�r���A���Î�"�4�>¢������

x(n)
����������¢n���>©«¦����o�¯��§�Á��¨K©�¦�� �>�

h(n)
~

¤�~ÎÖ��»���»�r� �>¢>�t����É>ÉÊ½�ÝT�>�K�"×C�"�"��b��^¦��r�Ò������Ø�����¦��"�����Å���K�������>����� �r����¢>�¸�¯��¢n�r���r�§���"���Ç� ���������"�5��"���"�4�>�������n���n¦�¨ª���&�O���à������Ø�����¦��"�����Ò�������à�"�4�>¢������K�"���^�n¦���¢>�"�>©0���"�>� Ø����ç�"�|�¸�r��� �������"��~
º»�&¢n���n¦�¨ª�"�ÁÝ����T��Þ4Ün�"����Ø��ª�����û��� �>���«�ª�����H�´�������T�/�§����¦«���®���������������"�������"�����

h(n)
©r��¢>�K¦«�Ò�r����¢n��>��©0���/ÉÊ½¾�®�����"�������"�������

b(n)
�

a(n)
©���¢���¦��KÉ>ÉÊ½ÙY4¦������§�>���o×y��¡����®���§�»���>©0���"� �r������� �����"�°���"�r�����n�����«~�Î¦«¢��������O�>�|���t�"�n���®��¢>��Þr�fÜn�t�n����¨K©�¢n�	Y4¦��_�r�§Þ����"¨ª�����«�®��� ��¢n�����/ÉÊ½`�ÒÉ>ÉÊ½X�>�K�������n�����"¢���Y4¦��K������n���n�>��¨ª�����>���^���"�Á��� ©A�KÖ«ãTÉ ¬��Ð��� ��¦«����� ����~

²h³Oô�³ õ ÂZ¾>Å	À�Åhµ�ÅxíhðW¶ ö1¶^ë�¶ ÂaµKÀ�¸W·FÂ`Ä�Å À�Âø÷�¼ ¹sµ%¾Fë�Å À�¸�íx¸%¾;¶^µ
º»��¡��"����¢>���ðÝ�©���¢���������� �>���«�Ã����¦����/��>��©�¦��"���Î©«¢>�������«��¢(�������n�����"¢����«���Ã� ���Õ�>��¡�¦����"�4�>���(©r���n���WV
}�~ ? u�Ä»{�i�jCv/i�zri�jCkAb�ù �����Á�"�>©0���"� �r������� �������û���»¦«�Ã�H�V���"©A�"�����"�����Õ������©���� � ���"������������¨kb���¨K��������"�n�����&�r�§�r���Î�"�^×C¢n����¦«�����"���«Ý0���&�>��¢n¨ª� �������������®¨���¡���� �>¦��Ò��×y�§�>�Ã�«���>�����r���«�Ã���®¢>�"�>©�¦«���n����«���A��� ��¢n��~|Ö|������¨àÞr�§¢>¡���Ý4�������"�>©0�������r� �§����������������¨àÞ�� ����©«¦������"�t���n����¢������r�����"�����0�����"¨ª©0�Ã��n��Þ�¢n���§��¡�¦����O��©���� � ���"������¨à¦«���"�>©0����³��r� �|~
¤�~ - Ä@dfe'JûjyÆÇzri�jCk0b�ù �n��¦«�>��� ��Ú �§�������«����©|������¨��8����¨y�§�>��������Y4¦��������n��¢>� ÞA�"�^¦«�Ò�r����¢n�K©���¢��O��¦«¨_�©«����¢ç�����Å���§�����n©A�"��� ��� ���"�������"�������r���"~û�Î�K����¦��"¢>���^�������Î���>©0���"� �r������� �����"���n�K�n��� �����"�������t¦«��>��©0�O������©�¢n�+Ñ|� ¨����"�������®¦«�^©�¢n�����§����©0��~
�|~ <xú wyi�h@wye>ù �n�Ã���¸���"¢>¨K���r���Ò�����ç�"�|�¸�r��� �������"�Î����¦��^�r����¢n�ª����¦����§�/�/ÉÊ½ß�ªÉ>ÉÊ½êY4¦��Ã¡������"¢>���&���������¢��§�"���"¢>³ �n��� � �����"�>©0���"� �r�����r�������t×C¢>�"��¦��"�������«~
±«~Úû jyÆÅh@wCzri�jyk0b�ù ¦��r�üØ���ÚÒ� �§����¦«���������à�����O�"�|�¸�r��� �������"��ÝÕ�>¦«�n������¦�� ¢>� ���à��� ���ü¢n���>©«¦����o�¯���"� ×C¢n����"¦����«�����

H(ejω)
�OØ���¢n� �r����¢�Y4¦��ç�>�Î�"¦�¨K©������K���§�°�"�>©0�������r� �§�����������"Ý|�������������4�>¢���¢n����Ø�����Ø���¢°���©����>�K�������"¢>� ��¢�~

¹�~ a"ÆÇÄ;wy{�ÆÇ{�bAc zri�jyk0b�ù ¦��Ò��� ��¢n�®�>��©�¦����«�����"�>�"¢>��Þ«��¢�����¨ª�®¦��r�®���"¦r���"�����Ò���^��� ×C�"¢>���«�����§��Ý�¦����×C¦«����� ����������¢>�����o×C��¢>�"�������
H(z)

�®�>¦t¢>�"�>©�¦��"�n���ª���A��¨K©�¦�� �>�
h(n)

~�Ó/��¢>�®���Ã��¨K©�� ��¨K�����¯���"������«�(¦«���r����¢>����� ¡�� �������"�;���"���"����¢n����©�¢>��¡�¢���¨ª��¢T�����"��¦r���"������������� ×C�"¢>���«�����§��Ý �����>���ç©0��¢û�>��×7�O����¢n����r��¢n�5���§¢>��~�º»�O���n�>��©�¦����>��Ý§�«������¦«��¢>�«���Î�����;¢n����¦«¢>�>���Iw��r��¢n�5����¢>�°���>��×7�O����¢n� U �"�|��� �>�"�r������¢�«����� �������ª¨K�ÊÜn��¢��"�n�>¢>¦��¸��¦�¢>��©r��¢��K���®��¨K©����"¨ª�"���¯���"�����ÁÝ|���yY4¦��Ã�����"�Î���ª¨ª� �>¨K�®©�¢>��¡�¢���¨ª��¢¦«�r�ª�"��¦r���"�����&��������×C��¢n�����"���������ü¦�������¢�Y�¦«� ���"�"�>¦�¢����"���ü��¢n� �>¨ª�¸�������O���Ã©�¦«�4�>�z�r�����������xY�¦«�¦«�r�O����©�¦������K�������"¢>��~
º»�^� ����� �§©�³ �>¦��������n��¡�¦«�������>�����>�����¸�¯��� ����¢��Ã���O¨K�"��������� ��¡�³��Ã�®�>��¡�¦���¢��"�^�"�T�����n�����K����¨K©����"¨ª�"�'�������� ���������H�Ã~

í������������ ¹  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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É�ÊLü�Ê�É�Ê ý1Ïþâx×FÒ�ÐOÑ�Ò�Î�Ò�Ð�à�Ô�×FÏóÜ�×ÞßÝÔÿæyç
º»�Ò�>����¢n³��«Ý|¦����r� �>¢>�O� ��� ���.���®����¢>������� Ú ��Þ«����Ý����{Y4¦������ ������¦��Ò¢>�"�>©�¦«���n���K� �«�r�����¯�O���.��¨K©�¦����n�Ã��"���«�K����¦��>���ð~�ãû�O� ��¦«����� ���r�����«��¦«�^�n���n�>��¨ª�O��¨K©���� � �zj¶��¤nl�V

� ¦��(���§�;����¢����¸���"¢>³��o��� � ���@��������¢n���n©�¦����o�¯���"�Ã×C¢>�"��¦��"������� |H(ejω)| �«�Î�>���Î���"¢>���"�à¦��à�"���8Ün¦����>������ �>�O����©�¦������������t×C¢>�"��¦��"�������«~
� ¦�� |H(ejω)| ���O�>����¡��®©0������� ��������� �«�r�����¯�à�������àÞ������r�®����©r���n���O���à�n¦�©�¢n��¨K���r�«~
� ¦�� |H(ejω)| ���®©�¦«�������>�"¢��"�����o�¯�����������Ò¦��Ò�������"¢nØ§��� �à�r��� �>�O����×C¢>�"��¦��"����������~

º»�������"��¢�Ý5Y�¦«���"�Ò�"�T�����n�����®����¦��t�r����¢>�O¢n� ��� ��Ú���Þ����ç���®����©A���>��Þ«���Î�>�����"¢�¢n���n©�¦����o�¯����©������r�����"����ªÞr���«�r�����à©r�§�>��ÝA���;©0���«�����"�4�>�O���«����� ���ª���ü���ªÞr�§���r�����Ã�>¢����«�>���"�����.Ý0�«�/� �§¢����¸����¢n³��o���������Î�«�Ã×y���>�� ���������ðÝr©0��¢�� �zY4¦��O���"ÞA�O� Ñ«� �n�>��¢Î¦«�ü����¨K©�¢>��¨ª� �>��©���¢���Y4¦��O�"�/��� �>���«��¢>� �§�/�>�à��©�¢>� Ñ|��¨K�Ã� ��¨K�ÊÜn��¢©0���>� Þ������®���������n©A�"�����r� ���"�����«���������������"��~ãû�à���n©A�"��� ��� ���"�������"������×C¢>�"��¦��"�������®�«��¦«�t��� ��¢n�à©�¦��"�����Ò���o�¯��¢������r�������t������×C��¢>¨ª����Ý|����¨K�à�n���Þ«�>��¢oØ§�K�"�^���Ã�r¡�¦�¢>�t}�~ }�V
}�~ ? u�Ä»{�i�jCv/i�zri�jCeAbû{�uàzNG;u�e0wEhTc+zruÓ»¢n�fØ����"�&������¢>�WY4¦��"¢>� ¨ª� �����������«�����à¨��§¡���� �>¦����������O¢n���>©«¦����o�¯�ª�"�Ò×C¢n���"¦������"���5V

|H(ejω)| ©���¢��O¦��^�HÓÕÔ
0 < ω < ωp

ÝrÞ������r�®����©r���n�
ωs < ω < π

Ý�Þr�§���r�®�>¦�©�¢n��¨K���r�
ωp < ω < ωs

ÝrÞr�����r�O�����>¢������n���"�����
δ1

Ý���������¢>�����"���Ã�K¢>� Ú��®���"��©«����Þ������"�^���àÞr�����r�®����©r���n�
1 − δ1 ≤ |H(ejω)| ≤ 1 + δ1

Ý������«���
0 < ω < ωp

δ2
Ý���������¢>�����"���Ã�K¢>� Ú��®���"��©«����Þ������"�^���àÞr�����r�®�>¦«©�¢>� ¨ª� �r�

|H(ejω)| ≤ δ2
Ý������«���

ωs < ω < π
ωc = (ωs + ωp)/2

Ý«×C¢n����¦«�����"���®��������¢o���
∆f = (ωs − ωp)/2

ÝrÞr�������®�«���>¢����«�>���"�����
�ç�������	j²¤|}WlEÝFj²Ìnl

Ap = 20log10
1 + δ1

1 − δ1
(≈ 0)

wÊ}�~ } U
�n�

δ1
����¨à¦«��©A�cY�¦«���r�«Ý��n��©«¦���������©�¢n� Ñ«� ¨��§¢

Ap ≈ 8
~
686δ1

�����O�§�>���4¦r���"�����t���Ò���OÞr�§���r�O����©r���n�
As = −20log10(δ2) > 0 (� 1)

wÊ}�~¥¤ U

í������������ ¼  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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�«���>©0�ÊÜ>�§�����O�����°Ø§������¢>���°����������¢>� Ú����"Ý|�n��©�¦��"�����t©0������¢°����×C¦����"�������������§��¡��������r���"�����
Ap

�
As

�"�^�«����� ÞA�"���"�
δ1 =

10Ap/20 − 1

10Ap/20 + 1

wo}�~²� U
δ2 = 10As/20 wo}�~¶± U�����.Ø§��� ��¢�����������¢>��Ú"�������Ò�����"��Þ0��� ���

Rp = −20log10
1 − δ1

1 + δ1

(≈ 0)
wÊ}�~ ¹ U

Rs = −20log10
δ2

1 + δ1
(>> 0)

wÊ}�~¥¼ U
¤�~ ? u�Ä»{�i�jCv/i�zri�jCeAbû{�uàdf{|wCz«cfj�0�z�uÓ»¢n�fØ����"�&������¢>�WY4¦��"¢>� ¨ª� �����������«��×C¢n���"¦������"���®���Ò���à�"�>� �§���®���������"��Þ0�����"��� ~

Rp :
½���Ú"�O���Ò���OÞr�������®�«��©����>�

20log10δ1
�"�^�«ÞÁ~

Rs :
½�� Ú��O�"�^���®Þ������r�O�>¦«©�¢>� ¨ª� �r�

20log10δ2
�"�^�«ÞÁ~

As :
Ï����"�4¦r����� ���Ò�������àÞr���«�r�K�n¦�©�¢n��¨K���r�«~

Ap : � ���r�§�������à���Ò���àÞr���«�r�K�«��©����>��~
Ó;��¢��O�"�>©0�������r� �§������������¢>�"���§�>� Ø§�����"���t¢>�WY4¦��"¢>� ¨ª� �����������"�^��Þ�V

escala(db) = −20log10
|H(ejω)|

|H(ejω)|max

≥ 0
wo}�~ õ U

º»����¨K©0��¢n���������Ã¢n���"��¢>�r�§¢ÚY�¦«�O����¨ª��¡�������¦����«�O����¢n���>©«¦����o�¯�t����×C����¦«�����"��� |H(ejw)| ���O���K�r¡�¦�¢>�}�~�}�Ý;©r��¢��ü¦��V�r����¢n�ü����¡����¯���Õ�"�K©0��¢n�����������&� �§�r�
2π

��n��¨K�"��¢n�����&¢>�"�>©0���"�>���«�
π
ÝH©0��¢à������������������ �4�>��¢oØ��§���O�������§��×C¢>�"��¦��"���������ç�«��� ������¢n�������o���®������¢n�

0 < ω < π
~

db = 10log10

(P2

P1

)

= 4
~
342945lge

(P2

P1

)

db = 20log10

(A2

A1

)

= 8
~
685890lge

(A2

A1

)

�����
	�����
�������
������������� ���!� " #%$&�'"(�*)����!��+�,�-.+&,�)!,0/213" 45476
�98;:<��8>=?� ,A@B��"C45,'#D��$9" �D��8E,'� ,�/'F�8E,G#?��+3���IH,<�J$9�<+K "ML(N!OQPR��+G"�S�"(/T#�4;�VUWF?" 4E� K "*,�/T#�4;8;=D�(,���85X��Y#�+&� K �!��"(�Z�!�!,M�["(\!,04 K "*�9,�4;8 K ,W���<�Y:B,0�!,��!��8E, K "ML(N0]^L_N`]QL(N
abL(N<N�Nc "_��"(�34E,�#D��$9" �D��8E, K "G45,�" �B$&+&, K ,�O
�d�B$9�<�!��"_�e��� K "(� 8;F?" 4f6%"(�e4E, K%g � 8;/I,�#!,�+[$&" K "G����F?" 4fO�PR��+e$h,0�B$9�D6%4;�B� c ,�4;�<+9"_�3" �K "(� 8;F?" 45"(�(i%j�k0N K Fl6
jhL(N K Fl6�N�6lL_N K Fnmnk�N K Fo6!�[85:��!8>=D�(,0�n45,T#?�0$&" �!� 85, K "AN�O N�L�6�N!O;L<6QL�6lL_N�m�L(N<N�+9"_�[#?"(��$98 c ,�/T" �B$9"<O��d��0$&+&,<�C#D,04E,0F�+h,��p� , K ,qL(N K "_��85FD"(4;"_�A�98;:<��8>=?� ,W@B��"I45,n#?�0$&" �!� 85,W)!,M�(,0/bF�85, K �n#D�<+A���YH,���$9��+ K "ML(N�OsrM8;"(�B$9+h,��p@B��"k0N K Fn�985:���8;=D� ,b���nH,���$9�<+ K "p#D��$9" �D��8E, K "TL(N�N!6%" �W,0/T#�458>$&� K "(�[$9�I�98;:<��8>=?� ,����nH,���$9��+ K "�L_Nnt U<uwv

í������������ õ  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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Rizo en la
banda suprimida

1 Rizo en la 
banda de paso

0

0
ω
ω

|H(ejw)|

1 + δ1

1 − δ1

δ2

ωp ωsωc π

Rp

db

db

As

As

Ap

Ap

∆f

�/� ¡�¦�¢>��}�~ }�VrÓ»��������� �������������n©A�"�����r� ���"�����«��������¦��Ò��� ��¢n�

²h³wx_³ yÁÂ`·>÷{z Â`¼
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N−1
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N
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N
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N
~
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Ö������«�ª¨K��¨K��¢>�����r�����¯�����K������¡�� ��¦«�

N
ÝT����Y4¦������Ò���"�����n� �����Ç������������¢>���r�����������"¢>����¢>��������>���"¨ª©0�à��� �>��¢n�"�>�

N − 1
~

Ì



åçæ�è¸é�êAëKì�éÎí/æ�îðïEñ¸ë+è�åÎæ�ò�æóïðô§îyé�è

Ó@��¢n¨ª�������ª������Þ«���"����� �����«�Î¦��r��¢>���n©�¦��"�n�¯�O�"����×y���n�Î��� ��� �§�ð~�ãû��×y���n�Î� ���������r����� ¨ª©0��¢o�¯���������"��§©���� � ���"�������"�û�������������������o����¢n�>�����Ã���"Þ����r�Î�Î����×y���>��������� ��� �§��©�¦����«������¡�¢����r�§¢/�������"�>��¨K©0������~
Ö����&��©|����¨K����©r�§¢��K����¢>����������¨à¦«�����ç����¨K�ª���K¢n����¦«����� ���&�«�Ã¢>¦«�����K¨ª� ������¢>����¨��§�4�>���"�����^���������¨àÞ�� ������Þ«¢>¦�©«�>����Ýr�"�n�>�ª�"�ç©r�§¢��O�>�"�r�����"��������� �r�����r�����"�^�"�Á��� ��¨K©A��j¶��¼mlE~
ãT������� ��¢n�����/ÉÊ½$�«�ª�n���^¨Ã¦«���¸�r� ���"���ç©r��¢��O�n��©r��¢>��¢�Þr��������������×C¢>���"¦����«�����§��~
ãT�����"¢>¢n��¢>�"�����Å������¢n� ��¨K�"�>�����ª���®©�¢n����� �>� �����r�����¯�����t�>�����������>�¸Ø���¢n��������¨K�����Å�����ç�r� �>¢>���ÉnÉÊ½§j²¤|}WlE~
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è_³�è_³ � ·7¾Fë ÷�ºC¾;÷�ë�¶x·ÁÀ�ÂÃµcÅx· ¹1µ%¾Fë�Åx·ÁÆ���y
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HI(ω)
�"���^���à¢>�"�>©�¦��"�n���ª���t×C¢>�"��¦��"�������K�«��¦«�^�n���n�>��¨ª�

H(ω)
�"��¨K�K���à���"¦r����� ���~wð¤|~�} U

H(ω) =
Y (ω)

X(ω)
=

B(ω)

A(ω)
=

∑q
k=0 bke

−jωk

1 +
∑p

k=1 ake−jωk

wð¤|~�} U
�Î�����^�"��¦r���"�����¨wð¤|~�} U ¦��Ç�r����¢>�&�/ÉÊ½ �>��� �^��� �����K�����"�������"�������

bk X hk
Ý/�"�Ã���"����¢"Ý�Y4¦���¦��Ç�r����¢>��/ÉÊ½ �����"�������O����¢����¸���"¢>³��o��� � �à�����>�"¢�¦��^�n���o����¨ª�O���K¢>���"¦�¢>�n� Ø���Ýr©A��¢����à�¯�§�4�>�ª�n���"¨ª©�¢n���������o�¯��Þ«����~

H(ω) =
Y (ω)

X(ω)
=

q
∑

k=0

hke
−jωk wð¤|~¥¤ U

Ö|¦®��� �>���«���n�������¸Ø§����� ��Þ0��¨ª�"�����§�4�>�����Î� �|������� Ú ���"�������������"¢>���Õ�"���®¢>���n©A�"�"�>�Ã���«��³�¢n��¦�� ��¦������¯��¢n����"����(©����§���
z
Ý;���sY�¦«�ª����������������©0���������n�����«��¦��"�4�>¢����V�"����(��¢n��¡��"�Á~;�ç�r�&�«���nØ������¯�+Ü>�������"�n������r����¢n�������Ã���Ò�«�����"�>� �r������K¦«�>����� Ú ��¢�¦«�Ç¨ª�+����¢���¢>���"�©r��¢>�Ò� ��¡�¢>��¢�©A�"�������"�������������"��¢n�>�ª©«¢>���4¦��'��"�����r�§��Ý/�"�n�>�Å� ¨ª©«�������^¦���¨ª� ����¢Ã�>���"¨ª©0������©�¢n�|�"���>��¨ª� ���������Ç¨�� ����¢O¢>�¸�¯��¢n���ü��������¢n���n©�¦����o�¯�«~ãû�Ã¢n���>©«¦����o�¯�®���0��¨K©�¦����n�Ã���Î���n�>�����r����¢n��������¢>¨ª����¨K���������>����×C¦������ �����"���>� ¨ª� ����¢n���(�

sen(x)/x
�"���
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� ����¡�����¦�������� ���®�"��¨K�K�n��Ø���¢��K¨y�������«�����§�4�>��~
����¨K�®���Ã×C¦����"�����t�����>¢������o×C��¢n�����"���®����¦��Ò��� ��¢n�®�/ÉÊ½�>�����«�����Ã×C��¢>¨ª�

H(z) = h0 + h1z
−1 + · · · + hN−1z

−N+1 =
N−1
∑

i=0

h(i)z−i wð¤|~²� U
�"���t¢>���n©�¦��"�n�¯�����Á��¨K©�¦�� �>�

h(n) =

{

hi 0 ≤ i ≤ N − 1
0

���>¢>�
i

wð¤|~¶± U
���"��¦r�§�������Ò�"�^�«� ×C��¢n�����"�����

y(n) = h0x(n) + h1x(1) + · · · + hN−1x(n − N + 1) =
N−1
∑

i=0

h(i)x(n − i)
wE¤|~ ¹ U

���Î��¦r�§�����Õ¦��r���"����Ø���� ¦���� ���O��� ��� ���|�������ç������¢>���r�
x(n)

�����®���ç¢>���n©�¦��"�n�¯�����«� ¨ª©«¦����n�
h(n)

�«���«�r����¢n��/ÉÊ½�Ý
N

�"�����O������¡�� ��¦«�������Á��� ��¢n�O��������¡�¦r���T���.�,b«¨ª�"¢>�®���������"�r�"���"�4�>���������Á��� ��¢n��~ãû�����n�>¢>¦��¸��¦�¢>�^���®¦����H� �>�K�����>�����«���®����¨K�t����×C��¢n¨������®� ���"Ø§��¢��t����Þ0�^������¨K©����"¨ª�"�4������� ������®��������¦������ �������Å��� ×C�"¢>���«�����§�������H�r����¢n�~wE¤|~¥¹ U ÝÁ�t����×C¦������ �������O��¢>�����n×C�"¢>�"�������~wE¤|~¥� U ÝÁ�t����¨ª���n��¸×C���"��br���������(��©A�"¢����"�����«���(¨��§�>��¨y�§��� � ���"~��Î�"©A�"�������"�����à�«�Î������¨K©�� ��¨K�����¯���"�����®���ç�����Õ�"��¦r���"�����«����Ý�n��©�¦��"�����®���"����¢HØ§��¢n�����;���n�>¢>¦��¸��¦�¢>���»��×C��¢n¨����"~�ãû��¨ª� ����¢n³��ç�«��¨ª�¸���������/©���¢���¡��"����¢>��¢H�"�n��¢n¦��"�>¦�¢��§��n�KÞ�����������������¡���¢>����¨K���Î�"�>©0����³��r������Ýû©A��¢�����������Ý.�>�K©�¦����«�ª���"��� ¢hY4¦��K�¸Ñ|� �n���"�Ç¨à¦«���r�������o��¢>¦«�"��¦,�¢>���à�WY4¦���Ø§�����"�4�>���O©r�§¢���¦��r�ü¨K���n¨��t×C¦������ ���V�����>¢������o×C��¢n�����"���«~HÏâ��������� �4¦r����� ���V�>�t�§�r����� Ú ���Ç������"�n��¢n¦��"�>¦�¢��§�ç�"��¨kb���¨K�����>��¦|����� ��Ú����r���Ýj¥¤§±mlð~
Â e�d8ÆÇzÅg;jCdf{|i�c z

º»�Õ���Î�"�n��¢n¦��"�>¦�¢���¨y���H�>�"����� �����ç�à�"��¨ª���n¦ª�«��¨àÞ�¢n������� ���������«Ý8�������"¦r���"�����swð¤�~ ¹ U �>����¨K©����"¨ª�"���¯���� ¢>�"�"�¯�§¨ª�"�4�>��¦|����� ��Ú��������K������Þ�� �'Y4¦��"�ÎÞ#���n���"���Î����¦����n���n�>��¨ª����� �>��¢n�"�>��Ý�©r��¢��ª��¦r��� Y4¦����"¢ç� ����¡�����¦��
N

�n��©«¢>���n�����¯�K¦��Ò������¡�¢���¨ª�Ã����Þ�� �'Y4¦��"���"�^���Ã�r¡�¦�¢>�K¤|~ }�~
Â e�d8ÆÇz�{|b\i�zru i�zrgûz

ãû�ç×C¦����"�����
H(z)

�����|�>� �n���"¨��ç�>��©�¦«���������"�>�"��¨ª©0�����"¢H���à×y�§�"����¢>���/�����>�"¡�¦����«����©�¢n��¨K��¢@��¢>���"����"©A�"����� �������K�>�T���à�����«¡�� �>¦��
N

����©r��¢��®��¨K©r��¢

H(z) = h0 + h1z
−1 + · · · + hN−1z

−N+1 =

N−1
∑

i=0

h(i)z−i wð¤|~²¼ U

H(z) = h0(1 +
h1

h0

z−1 + · · · + hN−1

h0

z−N+1)
wð¤|~¥õ U
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�e��e��e��e��e��e��e��e��e��e� �e�e��e�e��e�e��e�e��e�e�
�e��e��e��e��e� �e�e��e�e��e�e��e�e��e�e�

�e�e��e�e��e�e��e�e��e�e� �e��e��e��e��e�
�e��e��e��e��e� �e��e��e��e��e�

�e��e��e��e��e� �e�e��e�e��e�e��e�e��e�e�
�e�e��e�e��e�e��e�e��e�e�

x ( n )

ho h1 h2 h3
hN−1hN−2

x (n−1) x (n−3)x (n−2) x (n−N+1)n − 1 n − 1 n − 1 n − 1

y ( n )

�/� ¡�¦�¢>�®¤|~ }�Vr�r��¢>¨ª�à����¢n���¸�¯�O����¦��t�r� �>¢>�®�/ÉÊ½

H(z) = h0

K
∏

k=1

(1 + Bk,1z
−1 + Bk,2z

−2)
wð¤|~²¿ U

�Î�������
K = N−1

2

�>�
N

�"��� ¨ª©���¢�Ý|���������"��¢"Ýr�>����� �����"�
K

×y���"�>��¢>�"�������>��¡�¦������ª��¢>���"�Á~Ö|�
N

����©r��¢�Ý
K = N

2
− 1

Ýr�>����� �����"�
K

×y���"�>��¢>�"�������>��¡�¦������ª��¢>���"�Ò��¦����®����©�¢>� ¨ª�"¢���¢n�����Á~
Bk,1

�
Bk,2

�>�����þb�¨K��¢n����¢>�������"��Y4¦��O¢>�"©�¢>�"�>�"�4�����Å�����ç�����"�r�"�������>�������à�������>�"���"�������"�����à�n��¡�¦��«�����¢n�����.~
º»�n�>������©0�������"�n�>¢>¦��¸��¦�¢>��¢n����¦«������¢n¢>��¢n���O����¢>���«�������"�Å�"����������©A�"¢����"�����«���O��¢n� �>¨ª�¸���������hY�¦«�©�¦«�����"� �n��¢��"¢>³������"�����"�Ù����¡�¦��r������©���� � ���"�����«����Ý(�>� �Y��¨ÃÞr��¢>¡���Ý°���Ç��¨K©�� ��¨K�����¯���"����� ��������×C��¢n¨����� ¢>�"�"�¯�O�"��¨y�����¸�r��� �����������^��¢�Y4¦������"�"��¦«¢�������Ö«Ó j¥¤|}clð~

�2��2��2��2��2��2�

�2��2��2��2�

�2�2��2�2��2�2��2�2�
�2��2��2��2�

�2�2��2�2��2��2�

x(n) h0

n−1

n−1

n−1

n−1

B1,1

B1,2

B2,1

B2,2

y(n)

�;��¡�¦�¢>�O¤|~¥¤'V��r��¢>¨ª�Ã�����>�����r�ª�«��¦«�t��� ��¢n�K�/ÉÊ½

Â e�d8ÆÇzÅg@{sMózru�{�wyjEbû{4zrw
º»�n���O×C��¢>¨ª�Ã�¸Ñ|©�� ���¯�O�����>��¨K�"�>¢>³��Ã��������¢>���n©�¦��"�n�¯�ª���.� ¨ª©«¦����n�

h(n)
����¦����r� �>¢>�®�/ÉÊ½Ù��¢n����¦��"��"���þb�¨ª�"¢>�ü����¨Ã¦�� �>��©�� ��� �§����¢>�"�������&¨K� �¯�§�Á~/Ó;��¢��&��� ��¢n���à�n�����"�"�>� Ø����O���V×C¢>�"��¦��"�������«ÝH���®���"�>����Þ����
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�>�����"¢�¦«�r�K¢n���n©�¦����o�¯�K���t×y���>����� ��� �§�
∠H(ejω) = β − αω; −π < ω < π

wð¤|~²Ì U
Ó;��¢����r� �>¢>���(� ��¦«����� �����"����¢n���n©�¦����o�¯�Ã�r�«� �¯��������¨K©�¦�� �>���>��Þ«¢>�Î�"�A� ������¢oØ§�����

[0, N − 1]
Ý������"������� ��� �������×y�§�>����� ��� ���0���"¦r���"����� wð¤�~¥Ì U � ¨ª©0�����ç�����«�����"�������"�������>� ¨ª�¸��¢n³��Ã�"�^���à¢>���n©�¦��"�n�¯�K���Á� ¨ª©«¦����n�

h(n)

h(n) = h(N − 1 − n); β = 0; 0 ≤ n ≤ N − 1
wC�>� ¨ª�¸��¢>³�� U wE¤|~ } Í U

h(n) = −h(N − 1 − n); β = ±π/2; 0 ≤ n ≤ N − 1
wy������� �>��¨K�"�>¢>³�� U wð¤|~�}�} U

��¦r���«���
H(ω)

� ��¨ÃÞ��������(�>� ¡���������©0���>������Ø������«��¡��§�>� Ø��{wy��Ø����"�"Ø��"¢>�>� U Ý8����×y���>�(�>¦|×C¢>��¦«�Ã� �§¨àÞ������Þ«¢>¦�©«�>�à���
π

¢����«�������"��~«Ö|�.� ���(� ��¨àÞ«�����(���Î×y���n�Î����¦�¢n¢>�"��×C¦���¢>�Ã��������Þr���«�r�Ã���ç©r���>�O�«�����r� �>¢>�Ã�«��>�����«����¨K©A��¢o�¯���«�����zj²��¤)lð~º»�^¡������"¢����T©r�§¢��O���à�n����¦��"�����t�n��¨K�"��¢n�����à�����
N

��¨K©r��¢cV

y(n) =

N−1
2

∑

i=0

hi

(

x(n − i) + x(n − N + 1 + i)
) wð¤|~�}f¤ U

�n����¦��"�����t�§�4�>���n��¨K�"��¢n�����Ã�����
N

��¨K©r��¢cV

y(n) =

N−1
2

∑

i=0

hi

(

x(n − i) − x(n − N + 1 + i)
) wð¤|~�}+� U

Ó;��¢��Ã���Ã¢>�"�>©�¦«���n���®���A� ¨ª©«¦����n���"�����>� ¨ª�¸��¢>³��«Ý��>��×y�§�"����¢>��Ú������ �����"�|�¸�r��� �������"�
h(n) = h(N − 1− n)

y(n) = h0x(n)+h1x(n−1)+h2x(n−2)+ · · ·+hN−2x(n−N +2)+hN−1x(n−N +1)
wE¤|~ }�± U

y(n) = h0

(

x(n) + x(n − N + 1)
)

+ h1

(

x(n − 1) + x(n − N + 2)
)

+ · · · wð¤|~�}f¹ U����¨K�Ã�n����Þ��n��¢nØ§�Ã�«����������¦������ ���@wE¤|~ }+¹ U �K�����r¡�¦�¢>�O¤|~²�«Ý4�����"�n�¯�����n�>¢>¦��¸��¦�¢>�à�>��¢n�WY4¦�� ��¢>��¹�ÍA�¨K�������K¨Ã¦�� �>��©�� ��� �§����¢>�"�¬Y4¦��Ò��� ����×C��¢n¨������ ¢>�"�"�¯�|Ý»���K�����"��¢�ÝoY4¦��t�n�^¦«�>��� ��Ú �§�V�>��� �Å���ü¨ª���¯���V���� ���������"�r�"���"�4�>���"ÝA� �	Y4¦���©�¦��"���Ã�n��¢`b«�>���T���^���û���«��¢>¢n�ª����¨K��¨K��¢>���Ã���^���O��¨K©����"¨ª�"���¯���"�������"�&¦������¢�Y4¦�� �>���"�>¦�¢�����Ö|Ó;~(º»�¾���Å�§�"��¦������ �r���V�¸Ñ|� �n���"�\�§¢�Y4¦�� �>���¸��¦�¢>���®���&��Ö«Ó»�yY4¦��Ò��¨K©����"¨ª�"���¯����"�n�>��>��©0�O�������n�>¢>¦��¸��¦�¢>�����"�r�"�������>��¨K�����������Ò��� ������������¢>�"©A�¸�����"�����Íj ±�ÍnlE~
è_³�ïy³ Çä¸c·FÂ`Ä�Å À�Â¤¹1µ�¾Fë�Åx·ÁÆ���y

�������Ç¦��r�Ç�n���r�§�ç��� �>�"¢>�"���Ç���^������¢>���r�
x(n)

Ý������«���
x(n)

¢n��©�¢n���n�����¯�V����¨à¦��"�n�>¢�����¸��¦r�§���
x(n−i)

¦«���"���8Ün¦����������Õ¨à¦��"�n�>¢����û©r���>���r���"Ý
h(n)

�"�û¦��r���>�"��¦��"�������ç���Õ�����"�������"�������@���»����¢n���n©�¦����o�¯����A��¨K©�¦�� �>�à���"�Á�r� �>¢>�
h(0), h(1), ..., h(N − 1),

�
y(n)

�������à����� ���r�Ã�«���.�r����¢n��Ý«�"��¨ª�O�n���¸Ñ|©���� ���O�"�

í������������ }+�  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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§ §§ §§ §§ §§ §

¨¨¨¨© © © © © © © ©ª ª ª ª ª ª ª

n−1 n−1 n−1

n−1n−1n−1

h0 h1 h2 h3

x(n)

y(n)

�/� ¡�¦�¢��®¤�~¥�5V�����¢>¨ª�Ã×y���>����� ��� �§�.����¦��t�r� �>¢>�®�/ÉÊ½

���®×C��¢n¨��O��� ¢>�"�"�¯�|~A�ç�Ã���à�>����¢n³��®�����;ÓÕ��ÖAÝ0���®����� ���r�
y(n)

�«�Ã¦��Ò�r� �>¢>�ª�/ÉÊ½ �>��©�¦����«�à¢>�"©�¢>�"�>��������¢¨ª�§���"¨z�8��������¨K�������ç����¨K�®���à�����4Ø�����¦«������� � �«�����à������¢>���r�
x(n)

�
h(n)

y(n) =

N−1
∑

i=0

h(i)x(n − i)
wð¤�~ }+¼ U

������� ��Ú��������à���Ã��¢>�����n×C��¢>¨ª���r�
Z
w
TZ U Ý��>����Þ«�>���"���

Y (z)

Y (z) =

N−1
∑

i=0

h(i)TZ
(

x(n − i)
)

=

N−1
∑

i=0

h(i)X(z)z−i wð¤|~�}fõ U
�����������>�����¸�r�������Ã×C¦����"�����t�����>¢������o×C��¢n�����"���®�����Á�r����¢n�

H(z)
�"��¨K�K�"�T������� �������

Y (z)/X(z)

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

N−1
∑

i=0

h(i)z−i wð¤|~�}+¿ U
�����Ò¢>�"�>©�¦«���n���ª�"�Ò×C¢n����¦«�����"���

H(ejω) = H(z)|z=ejω

H(ejω) =
N−1
∑

n=0

h(n)e−jnω wð¤|~�}+Ì U
�"�Ò×C��¢n¨��à©0������¢

H(ejω) = |H(ejω)|ejθ(ω) wð¤|~¥¤�Í U� PR,�+&,b4E, K " /T�<�[$9+h,�� 8;X<� K "p"_��$&"p$9" �<+9"(/I, c " +«,0# g � K 85� "'¬CO
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Ó@��¢��"����Ø����«�����«������ ×y����� ��� �r�����>�ü�"�����>� ����¢>�
H(ejω) ≈ H(ω)

Ý°��¦��5Y4¦����>� �����«�V���n�>¢>� �"���������	�������¨ª�"�������§��¦�¢>�«Ýr���®¢>�"�>©�¦«���n�������Ò×C¢>���"¦����«�����
H(ω)

�"��¢>¢n���>©0�����«�à�ª¦«���>� �n���"¨��®�����4�>���4¦��K�^���K¢n�����©�¦«���n���K�"�Ò×C¢n���"¦������"���
H(ejω)

�O¦��^�n���o����¨ª�O�����n��¢n�"���«~ãû�^�"��¦r���"�����
H(ejω)

����¨àÞ�� ���Ç¢n��©�¢n���n�����¯�����Ò��¢>�����o×C��¢>¨ª���r�t�����r��¦�¢n���"¢��«�ª��� ��¨K©A�Ò��� �>��¢n�"�>����
h(n)

���à��¦r���.����©0��¢>� �|�«��� �����^¤
π
~#���r�àØ��"Ú��«�����§¢>¢>�������§�r�Ã���à¢n���n©�¦����o�¯�®����×C¢>�"��¦��"�������

H(ω)
�"��>��¢>¨K���«���������������"�|�¸�r��� �������"�

h(n)
Ýr�n�����"ÞA��¡�¢>�§�r� �§¢���Ø���¢n� �r����¢��>�û�"×C�"�"����Ø§��¨ª�"����������¢n¢>�"�>©0�������Ã����������n©A�"�����r� ���"�����«�������n����Þ�� ����� �r�����"�Ò×C¢n����¦«�����"���«~ãû��×y���>�(���û¦��r��� �§¢����¸����¢n³��o����������¨K©A��¢o�¯�����>�H����������� �>�"���ç�«�°¦����r����¢>�«Ý�©0��¢�Y4¦��°�§×C���¸�¯�������û�>���"¨ª©0�������¢>�¸�¯��¢n����������������� ×C�"¢>�"�4�>�����"��¨K©A���«�������"������×C¢n���"¦������"����Y4¦���©r�����§���K��¢>� Ø������«���û�r� �>¢>��~0Ó;��¢Î�������������Ý»©r�§¢������>©0���"� �r������� �����"�ª���t¦�� �r� �>¢>�������¾¢n���>©«¦����o�¯�Ç���t×y���n�Ò� �����������n�^¢n�WY4¦����"¢>�1Y4¦��

θ(ω)�"¦�¨ª©«���à�����^���à�������«����� ���
θ(ω) = β − αω, −π ≤ ω ≤ π���������

α
����¦��r�Ç�"�����n���������sY�¦«��¢>�"©�¢>�"�>�����������¢>�"�>¢����n����\�,b«¨ª�"¢>����^¨à¦��"�n��¢>���zY4¦��&�>¦«×C¢n�&����n����¦«�����"���Ò���H©�¢n�|�"�����§¢>���|~eç�«��� �§¨ª�"�4�>�O�����ç�r� �>¢>������� ¡�� �������"�Î�;ÉÊ½`©�¦��"�����Å�>�"¢��«���>�"�r���������"���ü×y���>�� ���������ðÝ�¨K�������>¢�����Y4¦��O� ���Î�r����¢n����É>ÉÊ½X����©�¦��"���������"����¢�×y���n�O��� ��� ����j²��¤HlEÝÁ���Å��� ¡�¦��r������©���� � ���"�����«������®�n���§��¨ª�����"�Ò�«���n�>��¢>�n�����«����©0��¢�×y���>�§Ýr�������������"�ç� �����r� �>¢>�����;ÉÊ½$�>���Ò������¨z�����§�����"¦r�������"~�Î�"ÞA�����|×y�§��� Ú ��¢n�>�ZY4¦�����¦������������ç¨���¡���� �>¦��à��������¢>���n©�¦��"�n�¯�����O×C¢n����¦«�����"���������|�r� �>¢>���>��Ø�¦��"� Ø�����"¡��§�>� Ø§�«Ý«�n������Þ0�Ã�§¡�¢>�"¡���¢

π
¢����«�������"���O���à×C¦����"�����t����¢>�"�>©�¦«���n���ª�"�Ò×y���n�

θ(ω)
j²�mlE~

Ó/�§¢��®���û���#�§�����n���°����×y���>���>�����¸�r�������o���������n�)�z�,�p®c�n�)�
τp

τp = −θ(ω)

ω���"�o���������n�)�y�,�Ý���%�)�#�
τg

τg = −dθ(ω)

dω�n�
τp

�
τg

�>���Ç�������o�¯�����>����Ý@�����>�������"�à�������r����¢n�����>�������ª×y���n�ª� ���������`j¶�mlð~;Ö|� ¡������r� ��Y4¦���� �����r� �>¢>������Ò×y���>�^��� ��� �����¸Ø�� �¯�§�\���Å�����o����¢n�>� ���\©0��¢®×y���>�§Ý(���~Y4¦��&�����r���K���§�ª�"��¨ª©0�����"���������>���«�����r�§�����K�>���¢n�"��¢>�����§�r�������Ò���à¨K���n¨��Ã��������� �r��� j¥¤|}�lð~
ÛZÊ[¯IÊ�É�Ê °ÙâÝØ5à«±`Ð�á§Î�Ò�Ð�Ó�ÔäÜ�×ÞßÝÔîæzç æ³²^´ Î§ß�ÔîÑÝÌOã,Ø5à Ð�Ü�×FÎ�Ì¶µ�·

º»�&�"�n����©�¢>�����"����¨K���"�����®���O¢>�"�>©�¦«���n�������Ò×C¢>�"��¦��"�������
H(ejω)

����¦��^�r����¢n���/ÉÊ½ß�n�Ã�§©�¢>� Ñ|��¨ª�ª�¦����Î¢>�"�>©�¦��"�n�������à×C¢>�"��¦��"�������Î���«� ���
HI(e

jω)
����¨ª�ç�>����Þ«�>��¢oØ§�Î���O�����r¡�¦«¢���¤�~²±�Ý8�����à¢>�"©�¢>�"�>����������� ���¨ª�§���"¨z�8�������

HI(e
jω) =

{

Ke−jαω n = 1, 2, 3, · · · , N − 1
0

����¢n�
n

wð¤|~¥¤|} U
� ¡�¦r�����������à���à���"¦r����� ���~wð¤|~�}+Ì U �"���t���O¢>�"�>©�¦��"�n���ª���t×C¢>�"��¦��"�������K�«��¦«�Ò�r����¢n�O���������

|H(ejω)|ejθ(ω) = Ke−jαω wð¤|~¥¤�¤ U
í������������ }f¹  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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K

|HI(ω)|

ω

ω−ωc

θ(ω)

ωc

−αω

�/��¡�¦«¢��®¤|~¶±NV
HI(ω U �«��¦«�t��� ��¢n�®©r���>�KÞr�fÜ>�§�����������

���"����¢n¢>��� �����«���O�����°����¢n¨ª� ������� Ñ«©0�����"�����������"��©A��¢�º»¦�� ��¢��"�&��¨ÃÞA�����������������>�T���à¡����r�����"���
K = 1

N−1
∑

n=0

h(n)(cos ωn − j sen ωn) = cos ωα − j sen ωα
wE¤|~ ¤§� U

� ¡�¦r�����������à©���¢n�>����¢>�������"����� ¨��§¡����r�§¢>���§�
N−1
∑

n=0

h(n) cos ωn = cos ωα
wE¤|~¥¤§± U

N−1
∑

n=0

h(n) sen ωn = sen ωα
wE¤|~ ¤�¹ U

����Ø������ �������O���à���"¦r����� ���~wð¤|~¥¤�¹ U �"����¢>�����à�"��¦r�§�������±wE¤|~ ¤8± U ���>�"©r��¢>�������®���"¢>¨K�������
N−1
∑

n=0

h(n) sen ωn cosωα =

N−1
∑

n=0

h(n) cos ωn sen ωα
wE¤|~ ¤§¼ U

�n���>���"�������O�>¦«¨��§�>��¢>���
N−1
∑

n=0

h(n)
(

cos ωn sen ωα − sen ωn cos ωα
)

= 0
wð¤|~¥¤�õ U

©0��¢����«������� �r������¢n��¡�������¨K�"��¢n�����
sen(A ± B) = sen(A)cos(B) ± cos(A)sen(B)

N−1
∑

n=0

h(n) sen(ωα − ωn) = 0
wE¤|~¥¤�¿ U

í������������ }+¼  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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�"�n�¯�_b�������¨ª�Ã�"��¦r���"�������>�����«���>��� ¦���� ���t�>�
h(n)

���§�>���n×y�§���
h(n) = h(N − 1 − n)

wC�>� ¨ª�¸��¢>³�� U wE¤|~¥¤�Ì U
α = (N − 1)/2

wC� ��¦��>����� �r��� U wE¤|~²��Í Uº»�O���"����¢"Ý Y4¦��t¦��V�r� �>¢>���"���V×y���>��� ���������(©�¢>�"�>��������¦��r��¢n���n©�¦����o�¯������� ¨ª©�¦«���>�&�>��¨K�"�>¢>� � �«Ý@¢>�����������¦����§�ð~
= {�ÆÇe0u"c+dfzri�jCk0b\gû{�wCz�u"eAwyh@i�jyk0b

Ö|¦��o������¦«���������ª�������n����¦«�������������"�^���à����¦������ ���±wE¤|~¥¤�¿ U
N−1
∑

n=0

h(n) sen
(

ω
N − 1

2
− ωn

)

= 0
wð¤|~²�«} U

�Î�"����¢n¢>��� �����«���O���à�n¦�¨��8����¢n���
h(0) sen

(

ω
N − 1

2

)

+h(1) sen
(

ω
N − 1

2
−ω

)

+· · ·+h(N−1) sen
(

ω
N − 1

2
−ω(N−1)

) wð¤|~²��¤ U
Ó@��¢����à�����������"�������«�����O�>��� ¦���� ����Y4¦��

h(n) = h(N − n − 1)
©r�§¢��à�������

0 ≤ n ≤ N − 1

h(0)
(

sen(ω
N − 1

2
) + sen(−ω

N − 1

2
)
)

+ h(1)
(

sen(ω
N − 3

2
) + sen(−ω

N − 3

2
)
)

+ · · · = 0wð¤|~²��� U����¨K������×C¦����"�����O�n�������"�»��¨K©r��¢"Ý8�"���������"���Õ���ç����¦������ ���O�������"¢>� ��¢/�"�»����¢n��Ý��"���O���ÝY�¦«���>�����"¨à¦����o��¢>�Y4¦������O�n����¦��"�������«���>�"¢>���¯�O���^�������"��¦r�§�����������¬wð¤|~¥¤�Ì U �Íwð¤|~²��Í U �"��Ø��§�������«~
ãT���Î�"�|�¸�r��� �������"�

h(n)
�>������Þ«�>����� �����Î©0��¢ç���K�>����¢n³��K���à�r��¦�¢n���"¢�Ýr�&©���¢���¦«�r�

HI(ω)
�>���&���«�5����������"Ý.�n���ü��¨ÃÞr��¢>¡���Ý.©r�§¢����>¦�¨ª����� Ün������¡�� �¯�§�;�n�{�r������¢n¦����������Ò�

N
���"¢>¨K��������Ý.� ��Y4¦��{�r���"�{Y4¦������¢>���n©�¦��"�n�¯�

H(ω)
���Å�>� ���¸Ñ«���¸�¯��¨K�����>�^� ¡�¦r���������ü���������ð~/Ó/��¢>�Í�r�§����¢®����¦����§������¢>�"�>©�¦«���n���Ç���� ¨ª©�¦«���>�

h(n)
�n�à������©�� �����K¦��&¢>�"����¢>�«�

α = (N−1)
2

ÝA�"�n����¨ª�������r� ���"�����Ò�����§×C���¸�¯�����ª��¨K©�� � ��¦«�^������à¢>���n©�¦��"�n�¯�®���"�Á�r� �>¢>�O�>� ���O���Ã×y�§�>��Ý������.�>¢>¦��«� ��¨K���"�4�>�K��Þ�¢>¦«©«���®�������à�>��¢n���������r��¦�¢n���"¢���� ���n�����r����n��� �����"�������"�����Å����Þ������r�t���®©r���n�t�����Å����Þr�������t�n¦�©�¢n��¨K���r�«~.º»�n�¯�§�����>��� �����"�����«�����n�����«��Þ�� ���&����Ã������Ø���¢>¡������"���®���������à�������à�n��¢>� �������r��¦�¢n����¢"Ý|©���¢n�>����¦«����¢n¨ª�"�4�>�Î�"��¢>�����r�K�à������©�¦��������������«���>�"���'��>���4¦��������ÁÝÁ�"�n���ª�"×C�"�"���&���������§¨����«�q®/���3¸n�z�����s�,�º¹Z�[�%���¸~@Ö|�Õ���t������¡�� ��¦«�Å�«�
N

���������"¢>��¨K���������r�«Ý���^��¨K©�� � ��¦«�Å�«�����§�����n��� �����"�������"���«����¢n���"���Å���&�§¨ª©�� � �>¦��������(¢>� Ú��&�"��¢n� ���Ò�����������n�������>���4¦�������������>�����«�����K©0��¢n¨��§�����"��¢��>� �^����¨àÞ�� ���Új¶�mlCwCØ���¢��r¡�¦«¢��ª¤|~ } Í U ~
?G» {|Æ�Ä/wCe>ù�Î����������¨K���n�>¢����"�����®�§�4�>��¢n����¢"Ý��>�

N = 11
Ý��"���������"���

α = 5
Ý��>������¨K©�¢n¦���Þr�ÚY4¦��������"��¦r���"�����swE¤|~¥��� U�n���"¦�¨K©����mV
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h(0) sen(5ω) + h(1) sen(4ω) + h(2) sen(3ω) + h(3) sen(2ω) + h(4) sen(ω) + h(5) sen(0) +
h(6) sen(−ω) + h(7) sen(−2ω) + h(8) sen(−3ω) + h(9) sen(−4ω) + h(10) sen(−5ω) = 0

�"�n�¯�à�"��¦r�§��������������¡�¦r���A�Ã���"¢>�®©A��¢������������«����� ���������n��¨K�"�>¢>³�������� �����"�|�¸�r��� �������"�
h(n)

�ª���Ã���������n�v�¨K�"�>¢>³������°����×C¦«����� ���à�>�"����~�ºÕ�;�����"��¢"Ý
h(0) = h(5)

�
sen(−5ω) = − sen(5ω)

�Ã���n³|�n¦����"�>� Ø§��¨K�����>��~
Â jywCc d8e Â a¸þ Ä;dfe0ÆÇ{�g;jCzrgûe�d

Ö|�@�>���������n�����"¢��K¦��r���n���r���@���&���û�����"¨ª©0�®�����&¢>¦�� ������¡�¢>��¡�������Ýr�"�4�>�����"����¦��r�K¨��§����¢>�ª�>� ¨ª©«���������� ��¨K���r�§¢H����¢>¦«���������n¦r� Ø���Ú �§¢������n���r���EÝ4�>��¢n³�����¢»� �§����¦«�������«���"�0©«¢>��¨K����� ���«�ç�����Õ¨à¦����o��¢>�����n��Þ�¢>�¦�����Ø������¯������������� ��¨K©A���®¢n���"��¢>¢n��¢Õ����Ø��"���¯���r�|~|º»�Õ���"����¢"ÝDY4¦��ç���
h(n)

©�¢n��©�¦��"�n�����"�
1/N

���®�����r����ÃØ����������r�K����¦�¨K©������"���t���O�����������"�������«���n��¨K�"�>¢>³��à©«¢>��©�¦«���n���K�"�^���à���"¦r����� ���~wð¤|~¥¤�Ì U ~º»�n�>�t�>��©0�������r����¢n���¯��¨àÞ«�����Ç���®�����«�|�"�������"��¨K�½¼ �n®)���,� ��®������)�,�¿¾9¼ÁÀTÂ8Ý/���@Y�¦«�Ò¢n� ��� ��Ú��&���©�¢n��¨K����� �Ã�>��Þ�¢>������¨à¦«���n�>¢��O���¸��¦r�§�A���Î������¢>���r�
x(n)

�
N − 1

¨à¦����o��¢>����©r���>���r���"~rÖ|�A�>�ÎØ�� �>¦r��� ��Ú��¦����^�>�"�r���°�^Þr�+Ü>�Ò×C¢>�"��¦��"�������^�"���¢>¦«�����^��¡�¢n��¡����«� wC��¡�¦�¢��^¤|~¥¹ U Ýû¦����^×C��¢>¨ª��×������ �»�����n¦r� Ø���Ú �§¢>���wC����� ¨ª� �r��¢O�"�ç¢n¦������ U ������¢®����¨ª�������Ç©�¢>��¨K���«�����K���������>�"�r���ç���	¦��	� �4�>��¢oØ��§���Ç�«�&��� ��¨K©A�Ùwy¦����Ø������¯���������à������¡�� �>¦��«� U ~AÏÎ©�� ��� �§������©«¢>��¨K����� ���ç��¦��r���n���r���/���à�����>¢����r�
x(n)

���ü¦�����Ø����������r������>����¨K©0�à����������¡�� ��¦«�
N

�>��©�¦��"������Þ«���"����¢����à�>����� �r�
y(n)

y(n) =

N−1
∑

i=0

1

N
x(n − i)

wð¤|~²��± U
�n�

h(n) = 1/N
�n�O�����"���à¦����r����¢>��Y4¦��®¢n� ��� ��Ú �ª©�¢>��¨K���«�������n��Þ�¢n�

N
¨Ã¦����o��¢��§��Ýû��©�� �������������>¢��������×C��¢n¨��§�r�

Z

Y (z) =
1

N

N−1
∑

i=0

X(z)z−i wð¤|~²��¹ U
º»����¢>����������� ��¢n��������¡�� �¯�§�����"Ý«� �����r� �>¢>���ç·^Ï´©�¢n�|��¦«�����^���û¨K������¢�¢n¦����«�ª©r�§¢��®ÞA��¢n������¨à¦«����¡�¦'�������Ý»������������� �r�������t¢>�"��¦����"����� ���t¢>¦«���������®� ¡�¦r�����ü����¢���³ Ú���¦r���«¢����r�����"���,b«¨ª�"¢>�����t©�¦��������©�¢n��¨K�������������"Ý�©A��¢(�ÊÜn�"¨ª©«�����>�

N = 100
Ý4¦��ª��� ��¢n�Ã�;ÉÊ½·ÒÏ$¢>�"��¦��"�Î���0¢>¦«������©A��¢°¦��K×y���"�>��¢(���Ã}+Í|~ãû�à×C¦����"�����t������¢>�����o×C��¢>�"�������K�"�

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1

N

1 − z−N

1 − z−1

wð¤|~²��¼ U
���n�

z = ejω �>¦Ò¢>���n©�¦��"�n�¯�K���Ò×C¢>���"¦����«�����O�"�

H(ω) =
sen(πωN/2)

N sen(πω/2)
e−j(N−1)ω/2 wð¤|~²��õ U

�Î�"Þ����«�O�à����¢>���n©�¦��"�n�¯�O�"�t×C¢n���"¦������"���«Ý|���o���Î�>��©0�à���Î�r����¢n�������Ã©�¦����«���>��©���¢���¢��"�r�"�������>��¨K��������¦����×C¢n����¦«�����"���®��������¢>�sj¶��¼nlE~�º»�&���O��¡�¦�¢��K¤|~¥¹O�>��¨à¦����o��¢>�K¦����K�n���r���û�n������� �r���Á�"���&¢n¦����«�ª�§¡�¢>�"¡������O��"�T¢>���n¦�� �������®����¦«�>����� Ú ��¢°¦��t�r� �>¢>�®�/ÉÊ½ß©�¢n��¨K������������¢��"���
N X ��ÍO�

N X } Í�Í«~rÓ;��¢��®��������� ��¢n�����/ÉÊ½
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Señal senoidal con ruido
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Señal filtrada con FIR promediador, N=100

Señal filtrada con FIR promediador, N=30

�/��¡�¦�¢��®¤|~¥¹'Vr½����n¦�� �������®������©�� ������¢�¦��t�r� �>¢>�®�/ÉÊ½©�¢>��¨K���«��������¢

�®���������r¡�¦«¢���¤|~ ¹��>����Þ��n��¢nØ§�¬Y4¦������§�(©«¢>��¨K��¢>���
N −1

©�¢>� ¨ª�"¢����Õ�>����� �r���Õ����¢n¢>�"�>©0�������"�����r¢>�¸�¯��¢n������"�H�r� �>¢>�t�Ò���Õ����¨K©0��¢n����¨ª� �������ª��¢��§���>������¢n����Ý.��©r��¢������ ��¨K©A���
n > N − 1

�"�ÕÞ�¦ÄÃA��¢����K������¢>���r��"�n���®����¨ª©�� �"����¨ª�"������� �����«�à�����Á�r����¢n�K��©A�"¢��O���Ò�>¦Ò���o�¯�����K���o�¯��Þ«����~
ÛZÊ[¯IÊ�ÛZÊ Åaà�Ì�ßÝÒ�Ð�à�ÔÝ×FÏKÜ�×ÞßÝÔÿÑ�Ì ã,ØNà æ³²?´ ÜÝ×ÇÆ�Î�Ï,× Ì�Ð�ÔÝ×FÎ�Ì

ÏÎ� ¡�¦��r�§�ç�§©���� � ���"�������"��©�¢����"�>��� �§���"��¨K�KØ���Ú�Ý0��¦��«����Ý«Ø�� ������Ýr�¸���§~ Ý��>���&�>�"���>� Þ����"���K���®�«���n�>��¢>�n�����©0��¢û×y���>�§Ý�©0��¢/� �ÝY4¦���©�¦«�����"�K¢n�WY4¦��"¢>��¢;�����|�����n�����Î�����r����¢>���/�����Ã×y���>�������«� ���E~f�Î�������>��� ¦���� ���Ã¡������"¢����©r�§¢��
h(n)

�����ÉÈ����%������Ý4�>�
N

����� ¨ª©���¢
α = (N − 1)/2

�ª���"�r�«�����«���
h(n) = b(n + α)

Ý������>�������"������"�T����¨K����� �Ã���
z

B(z) =
2α
∑

n=0

b(n)z−n =
α

∑

n=−α

b(n + α)z−n+α

¢n� ���"��¨ª���r���«���à���"¢>¨K�������

B(z) = z−α

2α
∑

n=0

h(n)z−n = z−αH(z)
wð¤|~²��¿ U

©0��¢�©�¢n��©����"�r�����"�������>��¨K�"�>¢>³��
h(n) = h(−i)

©r��¢>�
n = 0, 1, 2, 3, 4, · · · , α

B(z) = z−α
[

h(0) +

α
∑

n=1

h(n)(zn + z−n)
] wð¤|~²��Ì U

í������������ }+Ì  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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�¸Ø��§��¦r���«���O©r��¢>�
z = ejω

B(ω) = e−jαω
[

h(0) + 2

α
∑

i=1

h(n)cos(nω)
] wð¤|~¶±�Í U

Ö|�
h(n)

�"��¢>�����ðÝ4�"�4�>�����"���
H(ω)

�"��¦�����×C¦����"�����ª���
ω
Ý��>�

H(ω) > 0
Ý4�"�4�>�����"��������×y���n�Î���

B(ω)
���

φ(ω) = −αω
wð¤�~²±�} U�n�����«���&¦����^×C¦����"������ ���������»���

ω
~/Ö�����"¨àÞr��¢n¡���Ýû�>�

H(ω) < 0
Ýû���Ò×y���n�����

B(ω)
���

π − αω
ÝT������"��� ¢�ÝþY4¦��Î� Ñ«� �n�>�Î¦�������¨àÞ�� ���«�Î�>� ¡��������

H(ω)
©�¢>����¦��"���"�����Ã¦«������¢n¢>� ¨ª� ������������×y���>�ç���Ã}+¿�Í o ���

B(ω)
~���¦r�������

h(n)
�"�°¢n� ���EÝ������>�������"� |H(ω)| ���Õ�>� ¨ª�¸��¢n��� ���

φ(ω)
�"�������>���>� ¨ª�¸��¢n��� �|~�¬;��¨àÞ�� ���®�>�©�¦«����������¨ª©�¢n��Þr��¢aY4¦����n�

z0
�"��¦«�Ò�"��¢n�ª����¦����r����¢n�®�/ÉÊ½$����×y���n��� ���������ðÝ������>�������"�

1/z0
�¯��¨àÞ«������"��¦«�^�"��¢>�K���

H(z)
~

ãû�V�>��� ¦���� ���	¡����«��¢��§��©r��¢>�
h(n)

���#���\�����ÉÈ����%�������
N

�"�t��¨K©r��¢�©���¢��
n = 0, 1, 2, 3, · · · , α Ý���«��¨y���

h(0) = 0
~�Ö|� ¡�¦�� �������®�"�T¨ª� �>¨K�à©�¢>�����"����¨K���"�����{Y4¦���©r��¢>�K�"�Á� ���n�ª�n��¨K�"�>¢>���"�

B(z) = z−α

2α
∑

n=0

h(n)z−n = z−αH(z)
wð¤|~¶±4¤ U

B(z) = z−α
[

h(0) +
α

∑

n=1

h(n)(zn − z−n)
] wð¤|~¶±�� U

�¸Ø��§��¦r���«���O©r��¢>�
z = ejω

B(ω) = e−jαω
[

− 2j
α

∑

n=1

h(n)sen(nω)
] wð¤|~¶±�± U

�n�
h(n)

�"�O¢>� �§�ðÝû�������������"�
H(ω)

���à©�¦«¢���¨K����������¨ª��¡�������¢>�����Ç���Ò×y���n�����
B(ω)

���à¦����&×C¦������ ���� ���������r���
ω
~4º/Ñ|���o���"����¦r�§�>¢>��©A���n��Þ�� ��� �r�����"�»���Î��� �>�"���Ã���ç�����Õ�r����¢>���°����×y���>�ç��� ��� ���r�«��©0������� �����«�à�>������ ����¡�����¦��
N

�"��©r�§¢��Ã� ¨ª©���¢�Ý��n�
h(n)

�"���>� ¨ª�¸��¢n��� ���à�§�4�>���n��¨K�"��¢n�����«Ý����o������� ���n�����n�������o��¦��«����������"�^�"�n��������©�³ �>¦����«~
è_³Oô�³ Çä¸c·FÂ`Ä�ÅìÀ�ÂÞ¹sµ%¾Fë�Å¬·¨Æ���y ö@Åhë¨·>ÂZë�¸�Â`·ÙÀ�ÂfÆzÅ¬÷�ë�¸cÂZë ½ËÊkÂ`¼{¾;¶h¼1¶h·

ãT���§�>¢����¸����Ø����«�Ã���o���à¨K�"�>�|�«�ª�"���>¦��n��¨K©���� ��� �r�������r�¸Ñ|� Þ���� ���r���t©r�§¢��ª�"�;�W�����"¦����ª���Ã� ���������"�5��"�������>����Ý«�>�����"¨àÞr��¢n¡���Ý|���O©A�"¢>¨K� �>�����A�����n���r���«��¢�¦��t�����4�>¢>���.�����"��¦r���«�K�n��Þ�¢n�������°���>©0���"� �r������� �����"����"����� �>���«��~�ãû���������ÎÞ#���n�������«����¨K�"�>�|���Î�����r��¦�¢>� ��¢;���Õ�����«���>�"��������¦��O�r����¢n���/ÉÊ½óY4¦�����©«¢>� Ñ|��¨K�����¢n���>©«¦����o�¯�O����×C¢n����¦«�����"���O�Ã¦����à¢>���n©�¦��"�n�¯�O�"��×C¢>���"¦����«�����à�«���>�����r�O©0��¢��"�.�/�§����¦«���Ã�«���>¦t¢>�"�>©�¦«���n������.��¨K©�¦����n��~«Ï��«��¨y�������®�¸Ñ|���o����¦��r�®¢>�"¡����àÞ�� ���Ò���"�������r�O©r�§¢��O���T�W�����"¦����O�������®� ����¡�����¦��
N

~

í������������ ¤�Í  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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����¨K�����ç¢>���n©�¦��"�n�¯���"�à×C¢>���"¦����«�������«��¦��à�r� �>¢>���«��¡����¯�����"�»��������� �4¦r�Î�Ã©0��¢n�����������«Ý+�Ã���Î¢>�"�>©�¦«���n����"�ª×C¢>�"��¦��"��������� ��� ���
HI(e

jω)
�>��©�¦����«�Î¢>�"©�¢>�"�>�"�4����¢�©0��¢Õ�����>�"¢>�����¸Ñ|©0�����"�������������Î�r��¦«¢>���"¢Ij�}f¤HlðÝ�j¶��¿nl

H(ω) =

∞
∑

n=−∞
h(n)e−jnω wð¤|~¶±4¹ U

� ���������"�������"�������
h(n)

�>��� ��� ��¦������t���Ò¦��Ò©A�"¢>³������O����¤
π

�"��¨ª�
h(n) =

1

2π

∫ π

−π

H(ω)ejωndω
wð¤|~¶±�¼ U

Ó;��¢��O¦��r�®¢>�"�>©�¦«���n���ª� ��� ��� |H(ω)| = K = Constante = 1
�"�^�"�T�������"¢nØ§��� �

[−ωc, ωc]

h(n) =
1

2π

∫ ωc

−ωc

e−jωndω
wð¤|~¶±4õ U

hFPB−NC(n) =
ejωcn − e−jωcn

2jπn
=

sen(ωCDn)

πn

wð¤|~¶±�¿ U
���������

ωCD =
2πfca

fs

wð¤|~¶±�Ì U
ωCD

V�×C¢>���"¦����«�����®��������¢n������� ¡�� �����0���t×C¦������ ���t����×C¢>�"��¦��"�������������r��� ��¡���������~
fca

V�×C¢>�"��¦��"�������K�«���"��¢n�>�����r��� ��¡������«Ý,Y�¦«��Ø�� �������������§�����>©0���"� �r������� �����"�Î����������¡���� �§��~
fs
V�×C¢>�"��¦��"�������O����¨à¦����o��¢n����~

�Î�fV��«�ª����¦����§�ð~
hI(n)

V0�"�ç���K¢n���n©�¦����o�¯�@wC���«����� ��� U ���û��¨K©�¦�� �>�O���"�@�r����¢n��Ý«�Ò¢>�"©�¢>�"�>���������ª� ���������"�r�"�������>���Î�«����à�>�"¢>���������r��¦�¢n���"¢�~
H(ejω) :

�������à¢>�"�>©�¦«���n���ª� ��� ���.�ª�§©�¢>� Ñ|��¨ª���r�à©r�§¢��O���Á�r����¢n�ª�O��� �>�"�r��¢�~
F = f

fs

V�×C¢n����¦«�����"���®����¡����¯���0����¢n¨��§����Ú����r�«Ý −1/2 ≤ F ≤ 1/2
�

F = fT

f
V���¦r�§�\Y4¦����"¢�×C¢>�"��¦��"�������ª����������¡������Ã���^ùç�"¢n��Ú§~

����¨K�����
h(n)

�������"¦����§�r�����Õ���«����� �����à��������¦��>���ðÝ�©r�§¢���©�¢>�����"����¢(��� ¡�� ������¨K�������������r����¢>�«Ý��>�����%��"���>���¯��Y4¦������
h(n)

�>�����«��������¡�� ��¦«���r�����¯�
N

�Ã� ��¦«�����E~�º»�n�>���"�»�WY4¦���Ø��§�������>�������Î¨Ã¦�� �>��©�� ��� �§���������«�
h(n)

©A��¢°¦�����Ø������¯�����Ã¢>�"�"�¯�§��¡�¦�����¢
WR(n)

����������¡�� �>¦��O�r�����¯�
N

Ý4���(�����"��¢"Ý
h(n) = hI(n)WR(n)

Ý���������

WR(n) =

{

1 n = 1, 2, 3, · · · , N − 1
0

����¢n�
n

wð¤|~¥¹�Í U
í������������ ¤|}  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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Ó;��¢��hY�¦«�
h(n)

�n� �Ã����¦����§�A�"�������"���>��¢>� �Ã¢>�¸��¢>������¢n��������¦«���þb�¨ª�"¢>�à�«�Î¨à¦��"�n�>¢����°��¡�¦r�§���
α
~�º»�>©0���%��>¢���� ¨ª�"�4�>�ç����¢n���n©�¦����o�¯�O���ª×C¢>���"¦����«�����à�«�����r� �>¢>�

h(n)
� ��� ��¦��������Ã�"�����������4Ø�����¦«�����������

HI(ω)
�"���

WR(ω)
~@����¨ª�t�>�OØ���¢��Ò©A���n���"¢>� ��¢>¨K�������§ÝÁ���H�>��©0�t���OØ����������r�^�"���"¡��������>���"���®¦��r�t���5�r¦«�����"����¨à¦«�� ¨ª©0��¢n�����������"�^���à¢>�"�>©�¦��"�n���ª���n©A�"�"�>¢����û���"�Á�r� �>¢>��~

ÛZÊLü�Ê�É�Ê Ì ×�ã5àaÜ�à�Ì�à�ÕAÍ�Î§ÜÝ×åÜÝÐ�Ï,×�ÎÝàqÜÝ×åÑ�Ì ã,ØNà�ÏKæ³²^´ ßIã'Ð�Ì�Ð�Ï�Î�ÔÝÜ�àÑÐ�×FÔ�ã5Î�Ô�Î�Ï
�Î��¢��������"�>©0���"� �r������� ��������������� �>���«�
Ö������"���"�����r�§¢����O¢>�"�>©�¦«���n���ª�"�Ò×C¢n����¦«�����"���®�����n� ���r�

HI(e
jω)

~
���§����¦«����¢����

hI(n)
�"��¢>¢n���n©A���«�����"�4�>��¦«��� ����Ú���������×C��¢>¨à¦«�������«���«���>�"����~

����¨ª�����
hI(n)

�������
HI(e

jω)
���»¦«�r��¢>�"�>©�¦��"�n����� �«�r�����¯�����«��¨K©�¦����n��Ýf���Õ���"�����>��¢>� ����¢n¦���� �§¢>����"�

N
©«¦���������©r��¢>�O¡������"¢���¢�¦��t�r����¢>�O©«¢����¸�����"��~

·Ò¦�� �>��©�� ��� �§¢
hI(n)

©0��¢�¦��r�OØ��"�4�����r�®��� ��¡�� �r�à���������«¡�� �>¦��
N

Ýr�"���t���o���K�>������¡�¢��à¦��r�O¨K�ÊÜn��¢¢n���n©�¦����o�¯�K���>©0���¸��¢>���ð~
ãû�

h(n)
��Þ|�����«���r�����;���Î����¦����§��w���� U Ýf���ÝY4¦���� Ñ|���n�>����Ø��§����¢n���û���

h(n)
©r��¢��

n < 0
Ý+���������«������"�������"�����§¢>���K���"�>©�����Ú ��¢n���O�O���O���"¢>�"���r�

α
©�¦«�4�>����©r��¢>�®��Þ«���"����¢�¦��r�àØ��"¢>�n�����Ò� ��¦«�����E~

º»�Á�¸×C���¸���K����¢>�"����¢o�¯��¢
hI(n)

Ý���� �§�>�����r�kY4¦����>¦Ò¢>���n©�¦��"�n�¯�K����×C¢>�"��¦��"�������K�n� �®¨à¦«����� ×C�"¢>�����>��O���à���������ð~
� ¢��8�r� ��¢ |H(ω)| Ý��>����� ��¦�¨K©������"���$� ����¢>�cY�¦«��¢>� ¨ª� ���������Ò� ����¢n��¨K�����¯�§¢

N
� � ��¨àÞ«����¢����Ø������¯�§�r�®��¢>���������"¦����§¢��������"�|�¸�r��� �������"��~

ÛZÊLü�Ê�ÛZÊ ýÒÆ�×FÒ3ã'àqÜÝ×Þß�ÔÝÎÓÐ�×FÔCã'Î�ÔÝÎ§Ø5×FÒ�ã'Î�ÔÝÕ�ßÝÌ�ÎoØ
º»�r��¢>¦«��� ��¨K���"���������ç�����>���"¦����«�����

h(n)
�r�§�n�¯�

N
©«¦��������(©�¦��"���Î�"�4�>�����«��¢>�n������¨ª������¨à¦������ ©����|�������� ���^�«�����K�n����¦«�����"���

h(n)
©A��¢ç¦����®Ø������¯��������¦r�§��¢������ª������¨K©�������¦��t¦����«Ý�Y4¦����>�����K©A�"¢>¨K� ��� ¢���"�����>�"¢nØ§��¢���Y4¦��"�������������"¨ª�"�������aY4¦������o�����Ò���"�4�>¢>�ª�������ÃØ��"���¯���r�

hR(n) = h(n)WR(n)

���������
WR(n)

�"�O���^×C¦«����� ���V�������^Ø��"�4�����r�ü¢>�"�"������¡�¦�����¢��Ç�>¦�¦«�>����� Ú ���"�����Å�>� ¡������r� �1Y�¦«������������ Ñ|�>¢>�"¨ª���
hR(n)

����¨àÞ����O��Þ�¢n¦�©«�¯�§¨ª�"�4�>���®�"��¢n��~
º»����Õ����¨ª� ���������ª����×C¢>�"��¦��"�������

HR(ω)
����¢n¢>���n©A���������Ò���t������Ø�����¦��"���������K���t¢>���n©�¦��"�n�¯���"�×C¢n����¦«�����"�������«� ���

HI(ω)
�����ü���ª¢n���>©«¦����o�¯������×C¢n����¦«�����"�������à���ªØ��"���¯���r�

WR(ω)
�"��¨ª���>�à� ��¦��o��¢���"�^�������r¡�¦�¢>����¤|~²¼à�Ò¤|~¥õ|~
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*

Espectro W(w) de una ventana cuadrada

HI(w) Ideal

HI(w)*W(w)

Convolución

�;��¡�¦�¢>�O¤|~²¼5V�ºH×C���¸���K����������Ø�����¦��"�����r�§¢����T���n©A�"�"�>¢>�K����¦��r�OØ����������r�ª�"¦r����¢>���r�O�����
HI(ω)

HR(ejω) =
1

2π

∫ π

−π

H(ejθ)WR(ej(ω−θ)))dθ
wð¤|~¥¹|} U

����� ��¦����������®���®�>¢������o×C��¢>¨ª���r�O�����r��¦�¢n����¢�� �4Ø���¢n���ª�n�Ã��Þ|�����"�������O¢>�"�>©�¦«���n����¢>�����>Y�¦«���"��¢>¢n���>©0�����«��O�����������"�r�"�������>���
hR(n)

~
º»�^���Ã�r¡�¦�¢>��¤�~ õà�>����Þ«�>��¢oØ§�	Y4¦��mV

�ç��Þ�� ���Ò�1Y4¦��K����Ø������¯�����
WR(n)

��� �����®¦��r�t������¡�� �>¦��&�r�«� �¯��� ¡�¦r���»�
N

ÝT�n¦�¢n���n©�¦����o�¯�&�"�×C¢n���"¦������"���O�����4�>���"����¦��^� ��Þ�¦�� �O©�¢>� ����� ©r���A��¦«�����������«�ª�"��©«¢>��©0��¢>�"���������Á�
1/N

~
ãû�Î�"����Ø���� ¦���� ���à���

WR(ω)
�Ã���Î¢>�"�>©�¦«���n�������à×C¢>�"��¦��"�����������������

HI(ω)
Ý8©�¢n�|��¦«����¦����ÎØ���¢n�>� ���

HR(ω)
¢n� ���.�����Ò¢>� Ú��®���Ò������Þ������r��������©r�§�>�O���>¦«©�¢>� ¨ª� �r�«~

º»������Þ�¦����V©«¢>���«����©��������Å���VØ����������r�
WR(ω)

���^����¢>�"�>©0�������§Þ����Å���������«�����\�������VÞr���«�r��«�K�>¢������n���"�����Å���
H(ω)

ÝT������¢n��¨y�������������^�>� �^���n�>��� ��Þ�¦�� �Ò¨y�����������r�Ò�>�"¢��&���ÒÞr�§���r�^�«��>¢����«�>���"�����.~
ãT����� ��Þ�¦�� �������§���"¢���� ����©�¢n�|�«¦����"�&¢>� Ú������n��¨K������¢>�"�����Ò���§��Þr�����r�§���«��©����>�®���>¦«©�¢>� ¨ª� �r�«~

�Î�°�����;���#��� ���n���û�������"¢>� ��¢>�"�;�n��©�¦��"�����"������� ¦���¢>Y4¦��°©r��¢����"Ø�� ����¢@�����@�"×C�"�"�����/��� ���n�����r�§�����û©A��¢;¦����Ø������¯�����Ã��¦r�§��¢������«Ý4�����«�����"����¢n���xY�¦«�
N → ∞ �������������"�

WR(ω)
�>�ç��©�¢n� Ñ«� ¨�����¦�����¨K©�¦�� �>��Ý����n�>�� ¨ª©�� �����xY4¦����>¦Ò����Þ«¦����O©�¢n�����"��©r�§�.�>���K¨Ã¦«�t����¡����n�>�®����� �>�O����¨K©r��¢>�����O�����^� ��������Þ«¦������°���§�>��¢>�����"��Ý�n���t��¨àÞ���¢>¡��«Ý«����������Þ�¦«���������§���"¢���� �����§¦�¨ª�"���¯���t���t�þb�¨K��¢n�K���>��¡�¦����Ò¨��§�4�>����� �����«�O¦��r�K��¨ª©«��� �>¦��
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n

n

n

|HI(ω)|

ω

ω

ω

hI(n)

WR(n) WR(ω)

hR(n) = hI(n)WR(n)
HR(n) = HI(ω) ∗ WR(ω)

�/� ¡�¦�¢��®¤�~ õ'V�º»×C�"�"�>�ª����¦����®Ø������¯�����ª¢>�"�"������¡�¦�����¢����Á�>¢>¦��«� ��¢
h(n)

�n��¡������r� �8��� Ø§�Î¢n���n©A�"�"���������r©«¢>���«����©����ðÝ§���n�>����� �§�>�����r�ÚY�¦«�Î���«�"×C���¸��¦r�§¢°����������Ø�����¦��"�����K���®×C¢>�"��¦��"��������>�|�r� Ø�³��à�n��©�¢>�"�>�����>����¢n��Ú�����~Ö|�Á���à�����«¡�� �>¦�������¦��r�àØ������¯�����K¢n���"������¡�¦«����¢��n�������"¢>��¨K�������«Ý����T�þb�¨K��¢n�®����¢>� Ú������"�Ò���àÞr����������^©r���n�Ç� ���Y����Þr���«�r�Ç�>¦«©�¢>� ¨ª� �r�ü�>��� ����¢n��¨K�����¯���¾�"�����«��������^�����K¢>� Ú����K�����"¢>�"����Ý�©A�"¢>��n¦������¦�¢>��©A�"¢>¨ª�����"���®� ���n�Õ�������o�¯�����>��~@ãT����¢>��Ú"����¨ª�+����¢>�"���|�"¦�¢>¢n���Å����¢n� �Ò���®����Ú������t�«�K�>¢������n���"������Å�>¦��¨ª©«��� �>¦��Å���à� ������©0���«�����"�4�>�����
N

Ý;���o�����¸×C���"�>�����Ã�����§¨����«�Ô®/���3¸n�z�����
�,�º¹Z�[�%���@j¥¤)lðÝ�j�}fõ)lð~�����|×C��¢>¨K���>�Ò���«��¢>�"¨ª�"���¯�
N

�����§�������Å������� ��Þ�¦�� ��©�¢>� ����� ©r���°�����"¢>���"��ÝÕ���ü�§� ��¦«¢������t�����O����Þ�¦«��������§���"¢���� �����"¢>���"�������>��¢n� �OÞr�fÜn�®� �§�r�K� ��Þ�¦�� �O©A�"¢>¨ª�����"�����������n����������~Ó/�§¢�������¡�¢���¢�¢n�WY4¦���¢n��¨K���"�4�>���à�§����©|�¯��Þ�� ���à�«�����^Ø������¯�§�r�ü�&¦«�>����� Ú ��¢"ÝT�>���r�§�©�¢>��©�¦����o���ü���>¢����Ø������¯�������/�"���Ã����³��r�§�@¨ª���û�>¦��+Ø����;���Ã� ���û�¸Ñ���¢n��¨K���û������×C¢n���"¦������"�������4����Þ«¦�����©�¢n�����"��©r�§���>� �ç����¡����n�����¨à¦«�ª�>¦�©0��¢n����¢��à� ��������Þ�¦����������8����¢>�����"��Ý����o���®¡���¢>��������Ú��Ã¦��r�à�>¢������n���"�������§Þ�¢>¦�©|�¯�O��������Þr�����r�O���©r�§�>�O�à����Þr���«�r�à�>¦�©«¢>��¨K�������ª���Ã�"��� ¨ª� �r����� ���®����� ��Þ�¦�� ���°�"������Þr�����r�à�«��©r���n�à���n¦�©�¢>� ¨ª� �r�zj }+¿HlðÝj²¤|}clEÝ>j¶��¤nlE~
ÛZÊLü�Ê[¯`Ê Õ°ÐOâxà�ÏÈÜ�×ÖÐ�×FÔCã'Î�ÔÝÎ�Ï

����¨K���>�t����¨K��������Þr���������"¢>����¢>¨K�������§Ý»����©0�����«�����«�����«�Ò���&Ø��"�4�����r�ÍY�¦«�Ò�n�^¦|����� ���"��Ý@�����r����¢>���� �>�"�r���������"����¢���¦���¨ª� Ün��¢û����¨K©0��¢n����¨ª� �����������>©0���¸��¢>���ðÝf���������>���4¦r���"�������>�Õ���"�>��¢n��Þ0���������TØ��"���¯���r�§�¨y����¦«�>����� Ú �������_×�V
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Û�{�bAc+z�b@zÅdf{|i�c zrb@x0h@wyz«d,ù ãû�OØ��"�4�����r��¢n���¸�¯����¡�¦�����¢��"�ç���_Y4¦���©�¢>�"�>�"�4�������û� ��Þ�¦�� �O©�¢>� ����� ©r���¨y���»�§��¡����o����Ý§�>���®�"¨àÞr��¢n¡���Ý��"��©�¢n��¨K��¢/� ��Þ�¦�� �����8����¢>�����>�������"¦������>¢������n�����Ã}+����Þ®©A��¢/����Þr�+Ün��«��������Þ«¦�����©�¢>� ����� ©r���r�"����©0�����«�������>�Î���`�Ê¼��«Þ�©0��¢°���"��� Ø��yj²�nlð~�ãû��Ø������¯�����à¢>���¸�¯���«¡�¦����§¢(©«¢>����n�����¯�Ã�>¢����«�>���"�����«���(¨z������Þ�¢n¦�©«�¯�§��Ý4���kY4¦���©r�§¢��Ã����¢>�"�>©�¦«���n���à����×C¢n����¦«�����"���Ã������¦�¢>����� ������������»��¢>�����>� ��� �������Õ���"©A�"�����"�������A�������«�Ã���"�0� ��Þ�¦�� ��©�¢>� ����� ©r���ð~��Î���>�§×C��¢n�>¦��r������¨ª�"�������¯��¨àÞ«�����©«¢>�+Ø���� �®���>�"��������� ��������©�¢>���4¦��«�����§�r�������Ò������¢>��¡��������"��©r���>�KÞr���«�r�à��¢>�"���r��Ú��ªÞr�������«~

W (n) =

{

1 0 ≤ n ≤ N − 1
0

����¢n�
n

wð¤|~¥¹�¤ U
Û�{�bAc+z�b@zKc+d8jyzrbûx0h;wCz�d�e19àz�d+cfwC{�c cDù Ö���� ��¢>���"�>��¢n��Ú �ç©A��¢;�>�"¢H¦��à��¢n�}���«¡�¦������>� ¨ª�¸��¢n�����ç���"�4�>¢��n��«�K�"�^������¨à¦«���n�>¢��������"�^� �����¸Ñ��>¢>��¨K�������®���������O�®�"��¢n�ª�"���n¦r� Ø��§~Aº»�T©�¢n��¨K��¢�� ��Þ�¦�� �à���8����¢>����n�������"¦�������¢>���¬�o¤§¼®�«Þ^©0��¢����"Þr�fÜn�K�����T� ��Þ�¦�� �à©�¢>� ����� ©r���E~

W (n) =







2n
N−1

0 ≤ n ≤ N−1
2

2 − 2n
N−1

N−1
2

< n ≤ N − 1

0
���>¢>�

n

wð¤|~¥¹�� U
Û�{�bAc+z�b@zÅgû{@A^zrb@b@jEbûx>ù Ó;��¢��®���o����� �§�>�K�>����� ���������Ã×C��¢>¨ª�à¡������"¢�����V

W (n) = α − (1 − α)cos(
2πn

N − 1
) 0 ≤ n ≤ N − 1

�n�
α X Í«~¥¹

W (n) =

{

0
~
5 − 0

~
5cos( 2πn

N−1
) 0 ≤ n ≤ N − 1

0
���>¢>�

n

wð¤|~¥¹§± U
º»�|©�¢>� ¨ª�"¢;� ��Þ�¦�� �Î���8����¢>���4�>���"����¦«������¢>����� �«}��«ÞO©A��¢;����Þ��fÜn�������«����Þ�¦«����©�¢>� ����� ©r���4�Ã�"���������«��«���@����Þ�¦«���K©�¢>� ����� ©r���û�����"�;�«��Þ��������"�H�������«�������;����Þ«¦����K©�¢>� ����� ©r���û�������KØ������¯�§�r����¦r�§��¢������w7Ø��"¢���¡�¦�¢��K¤|~²¿ U ~Û�{�bAc+z�b@zÒgû{�A^z�ÆÆjyb@x>ù º»�K���o�¯��Ø����������r�«Ý��>¦K¢>�"�>©�¦��"�n���Ã���®×C¢>�"��¦��"��������©�¢n���n�����¯�Ã� ��Þ�¦�� ������§���"¢���� ����¨K���«��¢>�"��ÝT���»©«¢>��¨K��¢�� ��Þ�¦�� �����§�>��¢>���/�n�ª�"����¦��"����¢��^�Ò±«}K�«Þ�©0��¢���Þr�+Ün�^���"�»����Þ«¦����©«¢>���«����©����|�"���®©A�"����� ������������� ¼���Þ®©A��¢»���"��� Ø��{j¶�mlEÝ�©0��¢>���"������Þ«¦�����©«¢>���«����©����«�"�»©A��¢»� ��¨K��������«����Ø������"�O¨z�§�Ã���«�����«Y4¦����"�°���ª���tØ����������r����¦�����¢��§�r�«~@Ïâ©0�����§¢Ã���ª��Þ«���"����¢�¦���þb�¨K��¢n�¨K���«��¢°�«�Î���n����������� �����"�(�"�����§�°¢n��¡�� �������°©r���>��Þr���«�r���K¢>�"���r��Ú �àÞ������r�Ã�«�

Hw(ω)
Ý��n¦�Þr���«�r��«���>¢������n���"�����t�>��Ø�¦�����Ø��Ã¨K���«������Þ�¢>¦«©«�¯�®�t¨z�������«���r�«~Aã@�OØ��"���¯���r�ª���Ãùç��¨K¨ª� ��¡®����¨à¦«�Þ«¦����r�®��� ���"�������Ò�"�^¨Ã¦����r������©�� ��������� ��������©�¢����¸��� � ���"~

W (n) =

{

0
~
54 − 0

~
46cos( 2πn

N−1
) 0 ≤ n ≤ N − 1

0
�§��¢>�

n

wð¤|~¥¹�¹ U
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Espectro de ventana Rectangular en db

Espectro de ventana de Hanning db

Espectro de ventana Triangular en db
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Û�{�bAc+z�b@zVgû{Í9Owyz�i!ÜTÆ�zrb�ù º»�ü�"�n���Ã� ���n�����@©�¢>� ¨ª�"¢ç� ��Þ�¦�� �ª���§���"¢����T�n�à���«��¦��"�4�>¢����	�Ê¹�õK�«Þ©0��¢����"Þr�fÜn�K�����T� ��Þ�¦�� �à©�¢n�����"��©r���E~

W (n) =

{

0
~
42 − 0

~
5cos( 2πn

N−1
) + 0

~
08cos( 4πn

N−1
) 0 ≤ n ≤ N − 1

0
�§��¢>�

n

wð¤|~¥¹�¼ U
º»�O�"�n�¯�ÎØ������¯�§�r�«Ý��"�«�>�"¡�¦����«���>��¢n¨ª� ���Î�"���>�"���������"�����"�«�"×C�"�"�>���������«��¢>�"¨ª�"���¯��¢H�"�O¦��K¹�ÍA� ����§�������Ã�«��������Þ«¦�����©�¢n�����"��©r���;w7�r¡�¦�¢>�Ã¤�~¥Ì U Ý4©A�"¢>�à������Ø��"ÚÎ¨K�ÊÜn��¢>��������¨ª©«��� �>¦��®�������n�>�Î� ��Þ�¦�� ��Ý�n������¨àÞr�§¢>¡���Ý@�������"���������zY4¦����"��� ��Þ�¦�� �^©�¢n�����"��©r�§�(�n���r��¡��^¨y���à���«��������� ���n�����r�1Y4¦������Þ������r�O������¢>�����n����� ������¢n��Ú"� ��¼àØ������"�Î¨y����¢>�"�>©0���¸�������ÃØ��"�4�����r�K¢>���¸�¯���«¡�¦����§¢�~
º»�������çØ������¯�§�r�����������"¢>� ��¢>�"�Î���/�����������«���/� ��Þ�¦�� �ª©«¢>���«����©����û����� �4Ø���¢n����¨K�������O©«¢>��©0��¢>�"����������

N
ÝÁ�"�������"��¢�Ý�Y�¦«�O¦��Å��¦�¨K���������"�Å�"�»�������«�Ò�«�O���ªØ������¯�����Ò���"��¢n�����®�"�»���������t���"�H����Þ�¦����©«¢>���«����©������|�����>� ���r�����«�¦��	���"��¢>�"¨ª�"���������	����Þr���«�r�������¢>�����n����� ���Á~(Ó;��¢�����¢n����§����Ý(�����¨K³��«��¨K���Õ��������Þr�����r�à�n¦�©�¢n��¨K���r���>���t���«����©0�����«�������>�������"�AØ§������¢����

N
���n�����à�«��©0�������"�^�«����ÃØ��"�4�����r�K�>��� ���"�������r���r��j¶�mlð~

Û�{�bAc+z�b@z`g@{ÞÝ^z�jEu�{4dþù g���� �>�"¢Íwo}+Ì�õ8± U ©���������� �V�"��¦��>� ����¦��r�V�n����¦«�����"���¾�«��Ø������¯�§�r����Ý¦|����� ��Ú�������������×C¦«����� ���ÇÔ°���>�n���(���K��¢>���"�Ç�"��¢>�^¨ª�������r� �����«Ý�Y4¦����fÜn¦��n���^���Ò�§¨ª©�� � �>¦��ü���K������ ��Þ�¦�� ���H���§���"¢���� ���H�"���ª¢n���n©A�"�"�����������«�������«���r����Þ�¦�����©«¢>���«����©����«¨K������������������¨K����� �r������� ���à�������� ����¡�����¦��K��������Ø��"�4�����r�Ã�ª�>¦�×C��¢n¨��|~|º»�o�¯�ÃØ��"���¯���r�à�>�����«�Î������©r��¢��§¨ª�¸��¢>�����Ã¨ª����� Ü>��¢WV4���� ����¡�����¦��
N

�ª���Á©r�§¢���¨K�"�>¢>�à���ç×C��¢>¨ª�
β,

©r�§¢��
β = 0

����Ø����������r�®���^g������n��¢��n��¢>�"��¦������Ã���Ø������¯�§�r�K¢n���¸�¯����¡�¦�����¢"~#g������n��¢����"����¢n¢>��� ���à� Ñ|©�¢>�"�>����������¨��8����¨y�§�>��� �§�ZY4¦���©A�"¢>¨K� ���"�t��Þ«���"����¢�«���§�4�>��¨ª����������Ø§��� ��¢����
N

�Ù���
β

©���¢�������¡�¢���¢����������n©A�"�����r� ���"�����«���Ò�����n� ���r�§�^�������¢n���n©�¦����o�¯�K���t×C¢>���"¦����«�����|~

W (n) =







I0

[

β
√

1−(1− 2n
N−1

)2

]

I0(β)
0 ≤ n ≤ N − 1

0
����¢n�

n

wð¤|~¥¹�õ U
º»�o�¯�çØ������¯�������"¦�¨K©����°�����

W (0) = W (N−1) = 1/Io(β)
Ý§�"�»�>��¨K�"�>¢>� � ��¢>���n©A�"�"�>���«���«�"������¢n���������©«�>��¨ª�Ã���Ò���T�n������� ���ª�«���>�����"¢����O¨z�fÑ«� ¨��������"¢>¡�³��®�"�^�"�T����Þ«¦����à©«¢>���«����©����ð~

ãû�à×C¦����"�����t¨K�|�«� �r�����r�à����Ô��"�>�>�"�û������¢>���"�^�"��¢n�ª�n��©«¦�������� �§����¦«����¢
I0(x) = 1 +

∞
∑

k=1

((x/2)k

k!

)2

����ü�����«�n�¯�§�4�>�
β

�"�n�����r�����Å���^���"¦���¢n�����������������¢>�����"���ü����¢n��Ú��Å���¾���üÞr���«�r�Å�«�^©r�§�>��Ý¦|����� ��Ú��������à���Ã×C��¢>¨Ã¦���������¨K©�³�¢n��� �§�Új²�nl

β =







0
~
1102(As − 8

~
7) As > 50

0
~
5842(As − 21)0 ß 4 + 0

~
07886(As − 21) 21 ≤ As ≤ 50

0
~
0 As < 21

wð¤|~¥¹�¿ U
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�����à�������n���������
As = −20log10(δ2)

~
��¦r�§�����à�n��¦«��� ��� Ú ��¦��r��Ø������¯�§�r�à��� ×C�"¢>�"�4�>���Ã�����"¦r����¢>���r�«Ý��>�Î� ��� ��¦������ª� ���(�����"�r�"�������>�������ç����Ø����'������r�

W (n)
����¦��>���.©r�§¢��

0 ≤ n ≤ N − 1
�ª�>��¨à¦«� ��� ©���� � ���®©�¦«�4�>�®�Ã©�¦����>�O�����

h(n)
����¦����§�ðÝ�©r��¢����Þ|�����«��¢��������4¦��¸Ø����������"�������"�������ç�§×C�"�"�¯�§������©A��¢����ÃØ��"���¯���r�|~

ãû�KØ������¯���������xg��§���>�"¢ç�"�ç¨Ã¦«�Ò����¢n� �������ª¦«�&��� �>���«����©«�>��¨K�®���&�"�;�n������� �����«�Ã���������"�4�>¢���¢����¨ª� ����¢������"¢>¡�³��^�"����(����Þ«¦����t©�¢n�����"��©r���EÝT��¦��5Y�¦«�����(�/��� ��¦�� �^�"�Ã¨y��������¨K©���� � ���«��~û�Î��� �&�§�4�>��¢n����¢�n���"�����"��¦«���hY4¦������.���>©0���¸��¢n������¦��r�OÞ�¦«���r�OØ��"�4�����r�K����Þ0�����������"����¢�¦��t����Þ�¦����O©«¢>���«����©����.¡�¢>��������Ò���«¡����n�>�zY4¦��à�"�����"������¢n�à���®¨z�fÑ«� ¨��O�"����¢n¡�³��®�t����Þ�¦«���������8����¢>�����"��¨à¦«�Ò©A�cY4¦���������~Áº»�;���������������� ��Þ�¦�� �à©�¢>� ����� ©r���Á�"�����"�r�«�����®����¨ª�®������Ø������"�Î�"�T©�¢>� ¨ª�"¢���¢n¦�����©A��¢�����¢n�ª�«�
W (ω)

~ãû����� ��¢>���"�>��¢n³��n�>��������¡������"¢���� ��������������Ø������¯�������Î¨K�����"���������r�����n�x�r�§�^¢n���>¦«¨ª� ���ª�"�&�������¯��Þ«�����¤|~�}�Ý¥¤|~¥¤|Ý+¤|~²�«Ý+�§����¨y���Á�"���"����©0������� ���Õ���>�»©�¦«�����(�����"������¢>��¢T¦��������>��¢>¢n����� ��©r��¢>����Þ«���"����¢û�"�����n©A�"�"��¢n��������ÃØ����������r�ª�«��ùç��¨K¨ª� ��¡�~
·Ò³���� ¨��à�8�����4¦r�§�������^�"�

β���KÔ������r�O�>¦«©�¢>� ¨ª� �r��wy��Þ U¤�¹|~²Í }�~²�������Í«~²Í ¤|~�}�}fõ±�Í«~²Í �«~²��Ì�¹¹�Í«~²Í ±�~¥¹�¹|}¼�Í«~²Í ¹|~²¼�¹��õ�Í«~²Í ¼«~¥õ�¹�¹¿�Í«~²Í õ|~²¿�¹�õÌ�Í«~²Í ¿«~²Ì�¹�Ì}+Í�Í«~²Í }+Í«~²Í�¼«}
¬/�§Þ����®¤|~�}�V�Ï��>���4¦r���"�����«����¦«��� ����Ú���������Ø����������r�ª�«�xg���� �>�"¢

Â k�d8Æ�h;wCzruOÄ;z«d8zÅ{�w�i ú wyi�h@wye�g@{ :
º»�n�����»×C��¢>¨à¦«�����;�r���®¦��OØ§������¢H��©�¢>� Ñ|��¨ª�����Î¦«��� ����Ú��������ç�����»�"�>©0���"� �r������� �������»�«���«���>�"���	j²ÌHlðÝ3j¶��¤)lðÝj¶�mlEÝ�j²¤|}WlE~N���r�Ã©�¢����"�>��� ��¦��>¦r�§�.�����«���>�"���O����� ��� ��¦�����¢

δ = min(δ1, δ2)
©���¢��Ã�>�����"¢�¦���¢>� Ú�����¡�¦r�§�A�"�������Þr���«�r��������©r���>�O���n¦�©�¢n��¨K���r�«~

Â k�d8Æ�h;wCz�g@{¿Ý^zrjyu�{4d

N − 1 =
As − 7

~
95

14
~
36∆ω

+ 1
wð¤|~¥¹�Ì U
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iÕ�"���¯���r� º»�>©0���¸��¢n�
½����"������¡�¦«����¢

S(ω) = sen(ωN/2)
sen(ω/2)

¬@¢>������¡�¦�����¢
(S(ω))2

ùç������� ��¡
0
~
5S(ω) + 0

~
25S(ω − 2π/N) + 0

~
25S(ω + 2π/N)

ùÎ��¨K¨K����¡
0
~
54S(ω) + 0

~
23S(ω − 2π/N) + 0

~
23S(ω + 2π/N)

Ô������¯ö4¨ª���
0
~
42S(ω) + 0

~
25S(ω − 2π/N) + 0

~
25S(ω + 2π/N)

+0
~
04S(ω − 4π/N) + 0

~
04S(ω + 4π/N)

¬;��Þ����®¤|~¥¤'Vrº»�>©0���¸��¢>���ç���ÚiÕ�"�4�����r���

iÕ�"�4�����r� Ïç�������K�����T� ��Þ�¦�� � ãT��Þ�¦«���O©�¢n�����"��©r���
As

¨ª³ ����¨ª�©�¢>� ����� ©r���.�«�
W (ω)

��¤8����~�� ��Þ�¦�� �
½��"�"������¡�¦�����¢

4π/N
�¯}+� �o¤|}¬;¢n�����«¡�¦����§¢

8π/N
�o¤�¼ �o¤�¹ùç������� ��¡

8π/N
�Ê�«} � ±�±ùÎ��¨K¨ª� ��¡

8π/N
� ±�} �o¹��Ô°�����¯ö4¨ª���

12π/N
�o¹�õ �oõ§±

¬/�§Þ����®¤|~²�5Vr�ç���>�"¨ª©0���«���ç�«��Ø������¯�§�r���kj¶��¤)lðÝ>j¶Ìml
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���������
As = −20log10(δ)

Â k�d8Æ�h;wCz�g@{«A^{4dfd§Æ�zrb;b

N =
−20log10

√
δ1δ2 − 13

14
~
6∆f

+ 1
wð¤|~²¼�Í U

�/��¢>¨à¦����Ã����ùç�"¢>¢n¨����«�Ò¨y����©�¢n���"�����®©r��¢>�O���T��¢n�����
N
j²��¤nl

N =
D − F (∆f)2

∆ω
+ 1

wð¤|~²¼«} U
���������

∆ω =
ωsup − ωc

2π
< 1

D = [a1(log10δ1)
2 + a2log10δ1 + a3]log10δ2 + [a4(log10δ1)

2 + a5log10δ1 + a6]

F = b1 + b2[log10δ1 − log10δ2]

a1 = 0.005309 a2 = 0.07114

a3 = −0.4761 a4 = −0.00266

a5 = −0.5941 a6 = −0.4278

b1 = 11.01217 b2 = 0.51244

∆ω =
ωsup − ωc

2π
, ωc =

2πfc

fs
, ωsup =

2πfsup

fs

í������������ ��Í  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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Â k�d8Æ�h;wCzüÄ;z«d8zÅvHw7c+dfe0uàÄ;z�u�e±G@zrb;gûz
��~@·^����Ú"��¢���ÔÎ~ûãT��¦Í�r���Å���"����¢n¢>��� ��������¦«�r�t×C��¢>¨à¦�������¨K©�³�¢n������©r��¢��t���»�W�����"¦����t���"�»��¢>�«���

N©r�§¢��à�r� �>¢>�����;ÉÊ½$©r���n�KÞ������r�1j²�nl

N =
C∞(δp, δsup)fs

∆f
+ g(δp, δsup)

∆f

fs
+ 1

wð¤|~²¼�¤ U
���������

C∞(δp, δsup) = log10δsup[b1(log10δp)
2 + b2log10δp + b3]

+[b4(log10δp)
2 + b5log10δp + b6]

b1 = 0
~
01201 b2 = 0

~
09664 b3 = −0

~
51325

b4 = 0
~
00203 b5 = −0

~
57054 b6 = −0

~
44314

g(δp, δsup) = −14
~
6log10(δp/δsup) − 16

~
9

∆ = fp − fsup

þ�{�u h@ÆÇ{�b
º»�\�"���«���>�"���Ç�«�^�r����¢>�Å�/ÉÊ½�ÝÕ����¦��n�Ç���tØ��"�4�����r����©�¦����«�&¡��"����¢>��¢ª¦«�r��¨K�ÊÜn��¢O¢n���n©�¦����o�¯��"�×C¢n����¦«�����"���ª�"���&¨K���«��¢��,b«¨ª�"¢>�K�������>��� �����"�����«�������^���OÞr�������ª����©r���n�ª�t���^���®Þr�������K¢n�����r��Ú����r�«~Ö|� �	��¨àÞ���¢>¡��«Ý����§����¢>�����>� ��� ��������������¢n���§¨àÞr����Þ������r�����«� �n���	�¯���Ù�§Þ�¢>¦�©|�¯�����"��¨ª�V������Y4¦��ü�n���Þ|�����"�����Ç�����¦«�r�^Ø��"���¯���r��¢n���¸�¯����¡�¦�����¢"Ý;�"�n�>����¨K©���� � ��Y4¦����"�à�����"���>��¢>� �������"¢>�"¨ª�"�4����¢�������¢>���"����"�H�r� �>¢>���"���"�»�����n����� j²Ìnlð~Tãû����� ¨ª���¯���"�����^©�¢>� ����� ©r���;���®������Ø������¯���������«�ªùç������� ��¡�ÝTùç��¨K¨ª� ��¡��Ô������¯ö4¨��§� �"�yY4¦��t©�¢n�|�«¦����"�\¦�� ×y���"�>��¢O���t¢>� Ú��

δ
�§Ün��Ý»�"���¾�"�n�����KØ������¯�§�r�����n�������n�^� ��¡�¢��§�V������"�>©0�������r� �§�����������ª�����n� ���r�§�����Y�����KÞr�����r�§�����^©r���>���¾�n¦�©�¢n��¨K���r�«~(·Ò�������>¢����yY�¦«�&���¨g��§���>�"¢ª�«�� Ñ«� �n�>�K¦«�r�Ò� ��¨K� ���������Ã�"�Ç�"¦r�������^�Ò¦«�Ç��� �>���«�^���

δ
�§Ün�«ÝT�>���«�1Y4¦��®Ø§��¢>���������

N
�

β
�n�ª� ��¡�¢>��¦��

δ
���"�>� �§Þ����§~7�ç���������oØ��"�4���fÜ>�����"�/¨K�"�������K���ÃØ������¯������������Y4¦��à�����n�Ã©�¦«�����"�ü�����n���r��¢��r� �>¢>����������§�>���4¦r���"�����«������� ×C�"¢>�"�4�>�������Ò���§����� ×C�"¢>�����>����Þr�����r�§��~

ÛZÊLü�ÊLüIÊ ýVàþ×>áRâÝÌ�à�ÏKÜ�× ÜÝÐ�Ï,×�ÎÝà
?p» {�ÆÇÄ/wCe p ù�ç���>�"�r��¢°¦����r����¢>������¡�� �¯�§�r©r���>�ÃÞr�fÜ>���ZY4¦��Î�>���§©�¢>� Ñ|��¨K�Î��¦��r�Ã¢n���>©«¦����o�¯�O����������������×C¢n���"¦����'��"���à�����"��¢n�>�®}f¤�¹¬��Ú§Ýr�>�Á���Ã×C¢>���"¦����«�����®����¨à¦«���n�>¢>�"�ª�"��} Í�Í�Ík��Ú���¡����r�����"���à�"�^���àÞr�����r�O���©����>�®��¡�¦r���T�O¦����«~
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½����"��¢>���������ÚY4¦������
ω
Y4¦����n���"�n����¦|����� ��Ú��������ç����¢n¢>���n©A�������������ç×C¢n����¦«�����"��������¡�� �¯�§�|�����"��¢n�>��Ý�"�������"��¢

ωcd
Ýr���n���K�"����¡�¦r�§�Á�

ωcd =
2πfca

fs�«�������
fs

�������à×C¢>�"��¦��"�������K�«��¨Ã¦����o��¢>�"�K�
fca

�"�ç���Ã×C¢>���"¦����«�����®��������¢n��������������¡���� �|~
û e0wEh@i�jCkAb�ù�������>� ����¢>�������

N X }�}
ωcd = 2π(125)

1000
= 0

~
25π

hNC(n) = sen(nωcd)
nπ

=á �ÊÍ«~²Í�±4¹|Ý²Í«Ý²Í«~²Í�õ�¹|Ý²Í«~�}f¹�Ì«Ý²Í«~¥¤�¤�¹|Ý²Í«~¥¤�¹
↑
Ý²Í«~¥¤�¤�¹|Ý²Í«~�}f¹�Ì«Ý²Í«~²Í�õ�¹|Ý²Í«Ý�ÊÍ«~²Í�±4¹¶â

ùç����� �����«�K�"�T����¢n¢>� ¨ª� �������à©���¢��{Y4¦����>� �®� �§¦������
�Fwy� UaX á �ÊÍ«~²Í�±4¹

↑
Ý²Í«Ý¥Í|~¥Í�õ�¹|Ý¥Í|~ }f¹§Ì«Ý¥Í|~ ¤�¤�¹|Ý¥Í|~ ¤�¹�Ý¥Í«~¥¤�¤�¹�Ý¥Í«~�}f¹�Ì|Ý¥Í«~²Í�õ�¹�Ý¥Í«Ý�ÊÍ|~¥Í�±�¹Zâ

Ó;��¢��_� X ¤�}���¦«��� ����Ú���������Ø����������r�ª�«��ùç������� ��¡®�>����� �����
�Fwy� U�X á Í«~¥Í���¤

↑
Ý²Í«~²Í�¤�¹|Ý²Í«~�ÊÍ«~²Í���¤�Ý � Í«~¥Í�¹��«Ý�ÊÍ«~²Í�±4¹|Ý²Í«Ý²Í«~²Í�õ�¹|Ý²Í«~�}f¹�Ì«~²Í|~¥¤�¤�¹|~²Í«~¥¤�¹�~²Í«~¥¤�¤�¹|Ý²Í|~�}f¹�Ì|ÝÍ|~¥Í�õ�¹|Ý¥Í|~ � Í«~¥Í§±4¹|Ý�ÊÍ«Ý²Í�¹��«Ý�ÊÍ|~¥Í���¤|Ý¥Í|Ý¥Í«~²Í�¤�¹�Ý¥Í«~²Í���¤qâ

º»�¾�����r¡�¦�¢>�¤|~�}+Í��>�Ò��� ¦��n�>¢��ü¦��r�Å����¨K©r��¢>����� ������������� �>���«�Ç���t�r� �>¢>���K�/ÉÊ½ �"���¾Ø������¯�§�r��"¦r����¢>���r�t©r��¢>�Ò����×C��¢n�������K�����«¡�� �>¦��
N

��¦«��� ����Ú���������Ø������¯�§�r�^���ªùÎ�§¨ª¨K����¡«Ý.������Þ�Ø����1Y4¦���"�û�����n��¨K©A�"����¦«�>��� ��Ú �§�����àØ��"���¯���r�ª���Ãùç��¨K¨ª� ��¡O����¨à¦«�t�n¦�©A�"¢>� ��¢����T¦��>�ª����¦��r�KØ������¯�§�r�¢n���¸�¯����¡�¦�����¢"~
?p» {�ÆÇÄ/wCe À ù�Î������¦��^�r� �>¢>�ª�/ÉÊ½´����¦��>���;�"���

N X }�}�Ý0���"�>��¢>¨K������¢ç���ª¨ª��¡�������¦��Ò�������ª¢n���n©�¦����o�¯���"��×C¢>����"¦����«�����&��¨K���n�>¢���¢xY�¦«������¢n�"����¢>���&���V×y���>�ª�Ç¢n�"�¯�§¢>���ü����¡�¢>¦�©0������¦«��r� �>¢>�&����¦��>�����>����"�����o�¯�������"��~
û e0wEh@i�jCkAb�ù�Î�����_Y4¦��

H(z) =
N−1
∑

n=0

h(n)z−n �
α =

N − 1

2
= 5
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N=21

N=31
N=11  

con ventana de Hamming
y  N=21

�/��¡�¦«¢��®¤|~�}+Í5Vr½����n©�¦��"�n�¯�K���t×C¢>�"��¦��"�������K����¦��t�r����¢>�®�;ÉÊ½$©r��¢>�®�«� ×C��¢n�������
N

�"���������"���
H(z) = h(0) + h(1)z−1 + h(2)z−2 + h(3)z−3 + h(4)z−4 + h(5)z−5 + h(6)z−6+

+h(7)z−7 + h(8)z−8 + h(9)z−9 + h(10)z−10

×y�§�"����¢>��Ú��������O�"�Á���"¢>¨K�����
z−5

H(z) = z−5
[

h(0)z5 + h(1)z4 + h(2)z3 + h(3)z2 + h(4)z1 + h(5)z + h(6)z−1+

h(7)z−2 + h(8)z−3 + h(9)z−4 + h(10)z−5
]

©0��¢��"������� �������������>��¨K�"�>¢>³��
h(n) = h(N − 1 − n)

Ýr�����>�������"�

H(z) = z−5
[

h(0)(z5 + z−5) + h(1)(z4 + z−4) + h(3)(z2 + z−2) + h(4)(z1 + z−1) + h(5)
]

�"�.×y���¸����¢
z−n � ¨ª©�� ������¦��Ò¢>�¸�¯��¢n���®���

nT
�n��¡�¦��«������~

Ö��Á�>¦��o������¦�� ¨ª���
z = ejωT ���n���«�����§¢>¢>�������à©0��¢�º»¦�� ��¢��>����� �����

H(ejω) = e−5jωT
[

2(h(0)cos(5ωT ) + h(1)cos(4ωT )

í������������ ���  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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+h(2)cos(3ωT ) + h(3)cos(2ωT ) + h(4)cos(ωT )) + h(5)
]

H(ejω) = e−5jωT
[

h(5) + 2
5

∑

n=1

h(n)cos(nωT )
]

�«�������mV
���Ò¢n���n©�¦����o�¯���"�×y���>�ª���

θ(ω) = −5ωT
Ýû���à���"��� ¢�Ý>Y4¦��

α = −5T
�Å�"�°¢n�"�¯�§¢>�����«��¡�¢n¦�©A�

τg = −dθ(ω)
dω

X −5T

è_³wx_³ Çä¸c·FÂ`Ä�Å À�Â ¹1µ%¾Fë�Åx· Æ���y ö1¶x·FÅ ¶^µ�¾;¶h·�ã ö1¶x·FÅ ä1¶x¼�À�¶ ½ ·>÷Éå
ö�ë�Â`·>Å^ëîÀ�Âæä1¶h¼�À1¶

Ó/�§¢��à���.�����n�����O�����"�n�>�����r� �>¢>�����>��©�¦��"���Ú�r���"��¢�¦����K�§©�¢>� Ñ|��¨ª����� �����«��¦��r�Ã×C¦����"�������«����¢��§�����×C�"¢>���«�����O�à¦«�t��� ��¢n�O���������.�O©���¢n�>��¢�����¦«�t��� ��¢n�O©r���n�OÞr�fÜ>���hwy�HÓÕÔ U ¦«��� ��� Ú �����«����¢>�����o×C��¢>¨ª����� �����"��~
ÛZÊ&çaÊ�É�Ê ç Ð�Ï,×�ÎÝà§Ü�× Ñ�Ì ã,ØNà�ÏÈæ³²?´ æ³µq° ÎTâ�ÎoØ'ã'ÐOØ¨Ü�×ÞßÝÔîæ³²?´ æ³µ�·

º/Ñ|���n�>���Ð������¨K�"�>�|������©r��¢>�Y������Ø��"¢n�>��¢ü¦�� �r����¢>�Ù�;ÉÊ½£�HÓÕÔQ�����Ð¢n���>©«¦����o�¯�Ù��� ×C¢>�"��¦��"�������
HFPB(ω)

�O¦��Ò��� ��¢n�®�/ÉÊ½ß�HÓ0ÏÐ�����Ò¢>�"�>©�¦��"�n���ª���t×C¢>�"��¦��"�������
HFPA(ω)

a"b�00{4d8u jyk0b {|u"Ä»{|i�c d8z�wº»�V�"�n����� ���n�ü�>���n����� �����ª¦��r�
HFPB(ω)

�"���
fc

�>��©�¦����«�������n���r��¢�¦���r����¢>�&�HÓAÏâ�����
fc�t��¢>�+Ø����à�«�����Ò��©0��¢��§���������"�Ç×C¢>�"��¦��"�������

HFPA(ω) = 1 − HFPB(ω)
Ýû���Ã�����"��¢�Ý>Y4¦����"�����>���"¨ª©0�&�n����������¨àÞ����&�����n��¡��«�ü��� ������¨à¦����o��¢>�����

hFPB(n)
��n�����ª�>¦�¨ª��¦��r�&×C¦��«�������

δ(n)
~Aº»�;�¸×C���¸��������×C¢n���"¦������"�����«�à���o�¯����©0��¢>����� �����"�����>� �n�>�Ã���@�������"¢�¦���¡�� ¢>�ª���

HFPB(ω)�n��Þ�¢n�����k����¢n��Ú����4�����Á¢n���>©0���¸���K�������O¨K� �¯�§���������O��¨K©�������¦������
HFPB(ω)

~
Ó;��¢���¢n� ��� ��Ú���¢Î�"�»�����n���������®¦��ü�r����¢n���/ÉÊ½ �HÓ0Ï ©0��¢����H¨K�"�>�|�«�����O����Ø��"¢>�n���������n©A�"�"�>¢����EÝÁ�>��"�����n�����"¢���¨K���à¦��¾�HÓÕÔ ����� ¡���������������¦������¯��¢n���^�×C¢n���"¦������"���ü���t����¢n���

ωc1
�×C¦����"����������>¢����«�n×C��¢n�����"���

H(ω)
Ý��^�>�;���/�HÓAÏ´�����"���Ã¦«�r��×C¦����"�����^���Ã��¢>�����o×C��¢>�"�������

G(ω)
�^×C¢n����¦«�����"����«���"��¢n�>�

ωc1
Ýr���������«�����

G(ω) = 1 − H(ω)�"��¨K���n�ç�"���������Î����¢>���n©�¦��"�n�¯�O�§�0� ¨ª©«¦����n�
h(n)

�����0�HÓÕÔÎÝ4�"�4�>�����"��������¢n���>©«¦����o�¯�à����� ¨ª©�¦«���>��«���û�HÓ0Ï �>��¢n³��
g(n) = δ(n) − h(n)

< e�dfd8jEÆjC{�bAc+eü{�u�Ä»{�i�c+dfzrwº»�o���K¨ª�¸�������t�>�KÞr�����t���Å����©�¢n��©�� ���r���Å���®��¢>���>������� ���ü���K������¢>�����n×C��¢>¨ª���r�����ª�r��¦�¢>� ��¢"ÝÁ����«���>�"���®����¦��^�HÓAÏ �n��� ��¡�¢��à����¨àÞ����������O�«���n��¡��«�ª�O�����r�®¨à¦����o��¢>�®�«�
hFPB(n)

~
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�������n�����"¢����«���&�"�(�n��¡�¦«�����&¨K�"�>�|�«��ÝT�>�Õ�>�ª�����n©����§Ú �t���t¢>���n©�¦��"�n�¯�^����×C¢n���"¦������"���Ò���ª¦«���r����¢>�©r�§�>�ÅÞr�fÜ>���®���
π

Ø����"���"Ý°�n�^��Þ|�����"���t����¢n���>©«¦����o�¯�Ç�"� ×C¢n����¦«�����"�����������r����¢>�ü©����>����� �����O���"�>� �§����"��¨ª�O�n��Ø������Ò���Ã�r¡�¦�¢��K¤|~�}�}�~rãû�O¢>�"�>©�¦«���n���ª�"�Ò×C¢n����¦«�����"���O����Þ0���>�"¢��n��¨K�"�>¢>�����à�����t¢n���>©0���¸���ª�
π��©0��¢n�����������Ã���&¤

π
~

K

|Hpb(ω)|

|Hpa(ω)|

ω

ω

−ωc ωc

π − wc π + wcπ

π

�/��¡�¦�¢��O¤�~ }�}�Vr�Î���n�����K����¦��t�r� �>¢>�K�/ÉÊ½$� ��� �§�Á©r���n�ª�§� �¯�§�

HFPA(ejω) = HFPB(ej(ω−π))
wð¤|~²¼�� U���������

HFPA(ejω) =

∞
∑

n=−∞
hFPB(n)e−jn(ω−π) wð¤|~²¼�± U

�r�§����Y4¦��à¦��&�����n©�����Ú���¨K�������>�����ü���K×C¢n����¦«�����"�������
π

���ç�WY4¦�� Ø§��� �������à�ª¨à¦������ ©���� � ��¢����ª¢>�"�>©�¦«���n������A��¨K©�¦�� �>�
hFPB(n)

©0��¢
ejnπ ~�Ó/�§¢��O��¦r�§�\Y4¦����"¢

n
Y4¦���©0��¢n�>�����"Ú����K�à� �����"�4�>��¢n����©A���n� �>� Ø����

ejnπ =
(−1)n Ý«���������«�����

HFPA(ejω) =

∞
∑

n=−∞
hFPB(n)(−1)ne−jnω wð¤|~²¼�¹ U

©0��¢����à���������®¦��^�HÓAÏÐ�n��©«¦���������� �>������¢������Ò���à×C��¢n¨à¦����
hFPA−NC(n) = hFPB−NC(n)(−1)n wð¤|~²¼�¼ U�������������Ã×C¢n����¦«�����"���®��������¢o��������¡�� �¯�§�A©r�§¢��O���T�W�����"¦����O�n��¢>³��

ωcd = π − ωc−pa

í������������ ��¹  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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º»�«����¨àÞ�� �Î�����>��¡����Î���������;¨à¦����o��¢>���H���O�"�|�>����¨K©0�Î���/�WY4¦�� Ø§��� ���������Î¨à¦�������©«��������¢
hFPB(n)

©0��¢/¦«�r�×C¦��«���������"���>�"�����������Õ�����¦«�r�Ò×C¢n����¦«�����"���^�«��Í«~¥¹
fs
wC¢>�"����¢n�r��¢hY�¦«�����(���n©A�"�"�>¢>���"�n���Ò����¢n¨���� ��Ú������¢n���>©0���¸���K���

2π U Ý��������"����¢

hFPA−NC(n) =
sen(ωcdn)

nπ
cos(nπ)

wð¤�~¥¼�õ U
ÛZÊ&çaÊ�ÛZÊ ç Ð�Ï,×�ÎÝà§Ü�× Ñ�Ì ã,ØNà�ÏÈæ³²?´ âÝÎ�Ï'àéèÝÎ�ÔÝÜÝÎ

�Î��¨ª������¢>��>� ¨ª� ����¢®�>��©�¦«�����ü��¢>�����o×C��¢>¨ª��¢�¦��	�r����¢n�©r���n� Þ��fÜ>���Ò�¦��	�r� �>¢>�V©r�§�>��Þr�������wy�HÓÕÔC] U ���Ò¦«���r����¢>�t�n¦�©�¢>�"�>��¢����KÞr�������~wy�»Ö«ÔC] U ~ûÓ/��¢>�Ò�"�(�«���>�"���Ò���ª¦«�Å�r����¢n�Ò©����>�ÒÞr��������n�O©r��¢n�>�à���O¦��ü�r����¢n��©r���n�ÒÞ��fÜ>�������"�>©�����Ú ���«���t����¢n���>©«¦����o�¯�t���ü×C¢>�"��¦��"�������t�«���»�HÓÕÔ$���������t������ ÚWY4¦����"¢>�r�O�"��¨ª�®�O���®�«��¢>�"���r�ª�"�
ωo

�"��¨ª�®�n����Þ��>�"¢nØ§�K�"�^���à�r¡�¦�¢>�ª¤�~ }f¤�Ý��������"����¢`Y4¦����>����� �����
HFPBW (ω) = HFPB(ω − ωo) + HFPB(ω + ωo)

wð¤|~²¼�¿ U
��©«�������������O���Ã��¢>�����n×C��¢>¨ª���r�à�����r��¦�¢n����¢�����Ø��"¢>���®��©�¢n��©����"�r�����"����������¢n¢>��¨K���"�����à�"�^���O×C¢n���"¦������"���

hFPBW (n) = hFPB(n)ejωon + hFPB(n)e−jωon = hFPB(n)
(

ejωon + e−jωon
) wð¤|~²¼�Ì U

º»�������«�������>���>�����«���Ò������×C��¢n¨à¦�������������� �>���«�
Â jywCc+dfe�Ä@zru�e G@zrb;gûz

hFPBW (n) = 2cos(nω0)hFPB(n)
wð¤|~¥õ�Í U

2ωc = ωh − ωl
�

2ω0 = ωh + ωl

Â jywCc+dfeÅu hûÄ;df{�u�e�d�gû{«G@zrb;gûz
hFSBW (n) = Kδ(n) − hFPBW (n)

wð¤|~¥õ|} U
hFSBW (n) = −hFPBW (n)

wð¤|~¥õ�¤ U
2ωc = ωh − ωl

�
2ω0 = ωh + ωl

?p» {�ÆÇÄ/wCe p ù�ç���>�"�r��¢�¦��Ç�r����¢>�^����¡�� �¯�§�oY�¦«���>����©�¢>� Ñ|��¨K�ª�&���Ò¢>���n©�¦��"�n�¯���«��¦��Ç�r����¢n�&©r���n�ü�����¯��������������"¦«����×C¢n����¦«�����"���������"��¢n�>�
fc X ¹�Í�Í«��Ú§Ý/×C¢>�"��¦��"������������¨à¦��"�n��¢n�������

fs X ¤�¹�Í�Ís��Ú�Ý/�����¡����r�����"���à�"�^���àÞr�����r�®����©r���n�ª�"��}�Ý«�
N X ¤|}�~
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−

−

K

|HFPB(ω)|

|HFPBW (ω)|

ω

ω

−ωc ωc

−ωo ωo wHwL
−wH −wLπ

π π

π

�/��¡�¦�¢��®¤|~�}f¤'V��Î���n�����K����¦��t�r� �>¢>�®�/ÉÊ½$� ��� �§�Á©r���n�ªÞr�§���r�

ãû�à×C¢>�"��¦��"�������K�����"��¢n�>���«��¡����¯���0�>��� �§����¦«���
ωcd = 2π500

2500
= 0.4π

0.4π = π − ωcd ⇒ ωcd = π − 0.4π = 0.6π�"���
ωcd

�>�����"ÞA�"�^�������"¦����§¢�������Ø§������¢n�������
h(n)

����¦��"¡��O¨à¦�������©«��������¢(©A��¢
(−1)n ©r�§¢��à��Þ«�>�����"¢�������"�|�¸�r��� �������"�ç���

h(n)
���"�Á�r� �>¢>�®©r���n�������¯���"Ý«��Þ|�����«�����«����>wC� U`X á Í«ÝrÍ«~²Í���±�Ý«Í«~²Í�¤��«Ý'� Í«~²Í�¤�õ|Ýþ�ÊÍ«~²Í�¹�Í«Ý�Í«ÝrÍ«~²Í�õ�¼�Í|ÝrÍ«~²Í�¼�¤|Ýþ�ÊÍ«~²Í�Ì�±�Ý,�ÊÍ«~²��Í��«Ý«Í«~²¼«Ý� Í«~¥��Í��«Ý,� Í«~²Í�Ì�±�Ý«Í«~¥Í�¼�¤|ÝrÍ«~²Í�õ�¼�Í«Ý�Í«Ý5� Í«~²Í�¹�Í«Ýþ�ÊÍ«~²Í�¤�õ|Ý«Í«~²Í�¤��«ÝrÍ|~¥Í��§±�ÝrÍêâ

?p» {�ÆÇÄ/wCe À ù�ç���>�"�r��¢;¦��à�r� �>¢>�ç����¡����¯���DY4¦�����©�¢>� Ñ|��¨K�(�>¦O¢>�"�>©�¦«���n�������à×C¢>�"��¦��"���������Î¦��à��� ��¢n�Î©r�§�>��Þr�§���r�«~ãû��¢>�"¡�������©����>��Þr���������"�n�����"�Ã����� ������¢oØ§���������°¤�Í`gÚ��Ú(����Í`g^�«ÚÕ������×C¢>�"��¦��"�����������Õ¨à¦«���n�>¢>�"��"�����®}+Í�Í_gÚ��Ú�~
ºH×C���¸��¦r�§�����K�������W�����"¦������

ωl = 2π20/100 = 0
~
4π

ωh = 2π30/100 = 0
~
6π

ω0 = ωH+ωL

2
= 0

~
5π

ωc = ωH−ωL

2
= 0

~
1π

�����
ωc = 0

~
1π

Ý.�n�O� ��� ��¦������&� �����"�|�¸�r��� �������"��©r��¢��ª���/�r����¢n��©r���n��Þr�fÜ>���"Ý�
ω0 = 0

~
5π

�>�O¦«�>��� ��Ú �®©r��¢>�����ª×C¦«����� ���������>���«�1Y4¦��®�§©r��¢>�"���à�"�����K×C��¢>¨à¦����ª©r�§¢������;�/��� ��¦�� �����"��HÓÕÔC]
hFPBW−NC(n) = 2cos(nω0)hPB(n)

wð¤|~¥õ�� U�"�4�>�����"���
h(n) X á Í«Ý²Í«Ý²Í«~¥Í§±�¼�õ�õ|Ý²Í«Ý�ÊÍ«~�}+Í�Í�Ì«Ý¥Í|Ý¥Í«~�}f¹|}�Ý¥Í«Ý²Í«Ý�ÊÍ«~�}+¿�õ�Ý¥Í«Ý²Í«~¥¤|Ý²Í«Ý �óÍ«~�}+¿�õ|Ý²Í|Ý²Í«~�}f¹|}�Ý²Í|Ý
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� Í«~ } Í�Í�Ì«Ý²Í«Ý²Í«~¥Í§±�¼�õ�õ|Ý²Í«Ý²Íëâ
º»�����o�����®�����{b«� ��� ¨ª����� Ün��¨K©������Ã�����>���r�ü��©�� ������������� ��¡�¦����üØ������¯�§�r�«Ý»©0��¢>�ü�n�t©�¦����«�Ò¦|����� ��Ú���¢�"¦r���\Y4¦�� ��¢>�à����������Ø������¯�������ç¨K���«�������r���r����©���¢��O¨K�ÊÜn��¢>��¢����T���"�>�"¨ª©0�����K���"�Á�r� �>¢>��~

�/������¢>� �;��¢>¨à¦«���Ã������� �>�"��� �r¢>���"¦����«�����§�
Ó/���n�ªÞr�+Ü>���

hpb(n) = K
πn

sen(nωcd) ωcd = 2πfca

fs

n = 0,±1,±2, ...,±(N
2
− 1)

Ó/���n�������¯���
hpa(n) = (−1)nhpb(n) ωcd−pa = π − ωcd−pb

ωcd−pb = π − ωcd−pa

Ó/���n�ªÞr�§���r�
hpbw(n) = 2cos(nω0)hpb(n) 2ωcd = ωHd − ωLd

2ω0 = ωHd + ωLd

Ö|¦�©�¢n���>��¢��«��Þ������r�
hsbw(n) = K − hpbw(n) 2ωcd = ωHd − ωLd

hsbw(n) = −hpbw(n) 2ω0 = ωHd + ωLd

¬/�§Þ����K¤|~¶±NVr½����n¦�¨ª�"�^�«��×C��¢>¨à¦�������������� �>�"���ª�«���/�X�/ÉÊ½¦«��� ����Ú���������Ø����������r���

è_³(ìy³ Çä¸c·FÂ`Ä�Å À�Â¤¹1µ�¾Fë�Åx·ÁÆ���y ö@Åhëíz ÷�Â`·7¾Fë�ÂaÅ Â`¼ îHë�Â`ºZ÷�Â`¼�º�¸c¶
º»�n�>�(¨K�"�>�|�«���n�ÕÞr��������������¨à¦����o��¢n�������Õ������¨K©�������¦��Î�����n� ���r����������×C¢n����¦«�����"���«Ý+©r�§¢��������W�����"¦�������������������"�r�"�������>���Î�«�

h(n)
Ý��������������O¢>�"�>©�¦��"�n�������Ò×C¢>���"¦����«�����K�����n� �����

H(ω)
���Î¨Ã¦����o��¢>�����r�ª�¢>��Ú����t���

ωk = 2πk/N
©r��¢��

k = 0, 1, 2, · · · , N − 1ãû�ü¨�� ����¢à�����oØ��"�4���fÜ>�Ç���"��¨K�"�������ü����Ø������¯�������®©r��¢��ü�"�������n�����������r����¢n���O�/ÉÊ½Ë���®���&×y�����¯����"�H�����4�>¢>���»�«�O©�¢>�"�����n���������®�����Î×C¢>�"��¦��"������������¢n³ ��� � ���"ÝA�������"������¨K�
ωc

�
ωsup

ÝT©A��¢��ÊÜn�"¨ª©�� �����Å������ �>�"���Ã����¦������ ��¢n�Ã�/Ó(Ô �����»Ø§��� ��¢>�"�(�«�Î���o�¯���(×C¢>�"��¦��"�������������"©A�"�����"����������� ©A������Ø��"�4�����r���K�������� ����¡�����¦��
N

�������çØ��"���¯���r�_j¶��¤nlE~�º»�«¨K�"�>�|�«�������«¨à¦����o��¢n�������à×C¢n���"¦������"����©�¢n�+Ø�����¦�����¨ª� Ün��¢��Î�n��Þ�¢n��"�Á����Ø��"�4�����r���"Ý��r�����_Y4¦������à¢n���>©«¦����o�¯�ª�"�Ò×C¢n���"¦������"���
H(ω)

�����"�>©0�������r� �§�r�K�"��¨K�
ωk = 2πk/N�

ωk = π(2k + 1)/N
�����OÞr�§���r�O������¢>�����>� ��� ���t����¦��Ò¨kb�� �>��©�� �Ã���

2π/N
~
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º»��¨K�"���������«��¨à¦����o��¢n�������×C¢n����¦«�����"���ü���®�§�>¢����¸����Ø��ü��¦������������(�r� �>¢>�ü�;ÉÊ½ ���O�«���>�"�r�������"��"�;����¨ª� �����O�������®×C¢>���"¦����«�����|Ý0���zY4¦��Ã���ª¢>�"�>©�¦«���n�������&×C¢n���"¦������"�����«���>�����r�
H(ejω)

�>�����"�����à�����¨ª��¡�������¦��Ò¦�����©���¢������ªÞr�§���r�����Ã©r���>�ª�&�"��¢>��©���¢������ªÞr�§���r���n¦�©�¢>� ¨ª� �r�«Ý��¸Ñ|�"��©«�>�����ü���KÞr������������>¢������n���"�����°j¶��¤nlE~
�ç���tØ������¯�fÜ>�^�����Õ¨K�"�������t���xY4¦��ª�"�Õ�����n���r���«��¢�©�¦����«�����¸�r����¢�¦����Ò×C¦����"�����

H(ejω)
���"�>� �§�r��"�����0����¨K����� �����Î����×C¢n����¦«�����"���Ã��� �>�"¢>�"�����"��¨ª�������"�A�����>�¬Y�¦«���>�ç¢>�WY4¦�� ��¢n����Þr�§���r���°�>��¨Ã¦�� ������� �§��~���r�������oØ��"�4���fÜ>�����oY4¦������Î¨ª��¡��«� ��¦«��Ø��"¢>�r�§����¢>���������Î¢>�"�>©�¦«���n���������«��� ��¢n����� �>�����������>��� �����������"������"���^� ����©�¦��������ç¨à¦«���n�>¢>�����������������O¢>�"�>©�¦��"�n���ª���"�>� �§�r�«Ý0©r��¢��à�>�����"¢ç¦����ªÞ�¦��"�r�K��©�¢>� Ñ|��¨ª���"�������"����"���"����¢n���®¦«��� ��� Ú ��¢°¦��^¡�¢����t�þb�¨K��¢>�K���

N
¨à¦��"�n�>¢����"~º»�����o����¨K�"�>�|�«�Ã���à�n��¢>�cY4¦����"¢>�Î¦«�r�Ã�¸Ñ|©�¢n���n������¨ª�§���"¨z�8��������©r��¢�������¢>���n©�¦��"�n�¯�O�"��×C¢>�"��¦��"����������"�>�����r�

H(ejω)
~�ºÕ�«©�¢>�����"����¨K���"�4�>�Î�����«���>�"��������Ø�����¦��"¢��Î�"��¨à¦��"�n��¢n�����������Î¢>�"�>©�¦��"�n�����"�®×C¢n���"¦����'��"���

H(ejω)
©r�§¢���×C��¢>¨ª��¢Õ¦��r�Ã�n����¦«�����"���

H(k)
�����n��¢n�"�¯�zwy���������

ωk = 2πk/N U �ª�«���>©«¦�������Þ|�����«��¢���à¢>���n©�¦��"�n�¯�ª���T��¨K©�¦�� �>�
h(n)

~
Ó/�§¢��®���T�/�§����¦«���O���

h(n)
�>��©�¦��"�����^�>��¡�¦���¢�������©«¢>�������«��¨K�������>���WV

����� ����Ú����������n����¦«���������������K×y���>�K��� ��� ���;��©�¢>��©0�����"¢����Ò�«���>�"¢>�¸����Ú������ �������
H(ejω)

Ýû�������«�ª�n��«�����§¢>¢>��������©r��¢��OØ§������¢>�������
n

���>��¢>���n¦�����Ø���¦��Ò�>� �n���"¨��O¨ª�§��¢n���"�����E~
Ö���©«¢>��©0������¦��r��¢>�"�>©�¦«���n�����"�����Î×C¢n���"¦������"���������n��¢>�¸�¯�

H(k)
�O�>�������§©���� � ������¬@¢����«�n×C��¢n¨�������ç���>�"¢>�¸�¯�O�����r��¦�¢>� ��¢�É ��Ø��"¢>�>�«wE�Î�/¬�É U ~

ÛZÊ[ïIÊ�É�Ê µ«ØNàaÒ�×FÜ�Ð�á§Ð�×FÔ�ã5àqÜ�×ÞÜÝÐ�Ï,×�ÎÝàqß`ã5Ð�Ì�Ð�Ï�Î�ÔÝÜ�à Ï'à�Ì�ßÝÒ�Ð�à�Ô�×FÏóÜ�×ÖÆ�Î�Ï'× Ì�Ð�Ô�×FÎ�Ì
Ö|�û�>���>¦��o������¦«���à���®¢>�"�>©�¦��"�n�������û��¨K©�¦�� �>�

h(n)
�>¦«©A���«�����«���zY4¦������Î�n��¨K�"�>¢>�����O��������� �>� ¨ª�¸��¢>� � ��"�Ò���Ã×C¦����"�����

H(ω)
wC¢>���"��¢>���������_Y4¦��

H(ω) ≈ H(eiω U Ý«���n¦�©A�������"�����_Y4¦��
Hr(ω)

�������à¢n���n©�¦���������Ò�"��×C¢>�"��¦��"�������ÒØ���¢>��������¢>�«Ý@�>�®�����"��������¦r�8��¢>�^�>��� ¦���� �����"���«��©0������� �����«�&�>�
h(n)

���Ã�n��¨K�"�>¢>������������>���>� ¨ª�¸��¢n��� �����>�
N

�"��©���¢��ª� ¨ª©���¢�~
û e0wEh@i�jyk0b¾u jEÆñð4c d§jyi�z

Ó/�§¢��®���n�>��� ���n�
h(n) = h(N − 1 − n)

�
α = (N − 1)/2

H(ω) = Hr(ω)e−jω(N−1)/2 wð¤|~¥õ§± UÖ��
N X ��¨K©r��¢

Hr(ω) = h(
N − 1

2
) + 2

N−3
2

∑

n=0

hn cos ω
(N − 1

2
− n

) wð¤|~¥õ�¹ U
Ö��

N X ©r��¢
Hr(ω) = 2

N
2
−1

∑

n=0

hn cos ω
(N − 1

2
− 1 − n

) wð¤|~¥õ�¼ U
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���§¢����¸����¢n³��o�������������t×y���n�

θ(ω) =







−ω(N−1
2

)
�>�

Hr(ω) > 0

−ω(N−1
2

) + π
�>�

Hr(ω) < 0

wð¤|~¥õ�õ U
��¦r���«���

H(ω)
� ��¨ÃÞ��������ç�>��¡������«�ç©0���>������Ø��������"¡��§�>� Ø�����Ø�� ���"Ø���¢n���«Ý�����×y���>���>¦|×C¢>��¦���� �§¨àÞ�������

π
¢����«�������"��Ý��n�����n�>���(� ��¨àÞ«�����H�«��×y���n���|�"¦�¢>¢n���®×C¦���¢>�����������ÕÞr�����r�§�(�«��©����>�����n¦�©�¢n��¨K���r�������"�©�¢n��Þ�� ��¨y�§��� ����Ý8�r�����^Y4¦��������n���r���r�«���>�����r����� �������"���������«������×C¢>�"��¦��"���������r�����n©�¢>�"������Þ������"�ª����Þr��������n¦�©�¢>� ¨ª� �r��j¶��¤nlE~

û e0wEh@i�jyk0b zrbAcfjyu jyÆ½ð�c+d8jEi�z
º»�O�����"��¢kY4¦��

h(n) = −h(N − 1 − n)
�

h(N−1
2

) = 0
~»Ö�����©�� ��� �^©r��¢��^¡�¢>¦�©0���à�«��¢>�¸�¯��¢n����"�����n���������§Ýr���n�>�ª�"�ç�"�^�«� ×C��¢n�����"�����«��¢>�"������Þr�����r�K���������®���>¢����«�n×C��¢n¨������à����ùç��� ÞA�"¢n�^j¶�mlE~

H(ω) = Hr(ω)ej(−ω(N−1)/2+π/2) wð¤|~¥õ�¿ U
Ö��

N X ��¨K©r��¢
Hr(ω) = 2

N−3
2

∑

n=0

hn sen ω
(N − 1

2
− n

) wð¤|~¥õ�Ì U
Ö��

N X ©r��¢
Hr(ω) = 2

N
2
−1

∑

n=0

hn sen ω
(N − 1

2
− n

) wð¤|~²¿�Í U
���§¢����¸����¢n³��o�������������t×y���n�

θ(ω) =







π
2
− ω(N−1

2
)

�n�
Hr(ω) > 0

3π
2
− ω(N−1

2
)

�n�
Hr(ω) < 0

wð¤|~²¿«} U
ãû��������¦������ �������zwð¤�~ õ�¹ U Ý�wð¤�~ õ�¼ U Ý�wð¤�~ õ�Ì U �ówð¤|~²¿�Í U �������n�>� ��¦|�����Ç¦����"���8Ün¦����>�&���K���"¦r����� �����"�Ã���|����������"��©r��¢>�à���"�>��¢>¨K������¢����à¢n���n©�¦����o�¯�ª���.� ¨ª©�¦«���>�

h(n)
���"�.�r����¢>�®�;ÉÊ½�Ý��n���"�����®�����"���>��¢>� �K�"���������"¢���à¢>���n©�¦��"�n�¯�K���t×C¢>�"��¦��"�������K�"�^�����r�®©�¦������K�����������"¢>�"���«�

ω
��¢n���>��� Ø��"¢����T�>� �n�>��¨ª�®©���¢��

h(n)
~

 z«d8z°Módf{�i�hû{|b@i�jCz�g@jyu i�df{4c z
�����®���§�;×C��¢n¨à¦����§�H�������"¢>� ��¢>�"�»©�¦����«�������n���r��¢n�>��¦��O�r����¢n���/ÉÊ½¾�n���>���"�����n�����"¢�������×C¢>���"¦����«��������� ����"¢>�"���

ωk
���O�"�«� �4�>��¢oØ��§���

0 ≤ ωk ≤ π
���������n�����"¢����«���������@Ø§������¢n���;�����n��¢>�¸�����»�«�

Hr(ωk)
Ý��«�"�r��� �����«�
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< zru�eu jEÆñð4c d§jyi�e
ωk = 2πk/N α =

N − 1

2���������
2hn cos ωk

(N − 1

2
− n

)

= 1
�>�

n =
N − 1

2

©r��¢>�O�>�|�«�
k

Hr(ωk) = 2

N−1
2

∑

n=0

hn cos ωk

(N − 1

2
− n

)

k = 0, 1, 2, · · · , N − 1

2
N X ��¨K©r��¢ wð¤|~²¿�¤ U

Hr(ωk) = 2

N
2
−1

∑

n=0

hn cos ωk

(N − 1

2
− n

)

k = 0, 1, 2, · · · , N

2
− 1 N X ©r��¢ wð¤�~¥¿�� U

< zru�eÇzrbAcfjyu jyÆ½ð�c+d8jEi�e
ωk =

2π(k + 1/2)

N

Hr(ωk) = 2

N−3
2

∑

n=0

hn sen ωk

(N − 1

2
− n

)

k = 1, 2, · · · , N − 1

2

� X ©r��¢ wð¤|~²¿�± U

Hr(ωk) = 2

N
2
−1

∑

n=0

hn sen ωk

(N − 1

2
− n

)

k = 1, 2, · · · , N

2

� X ��¨K©r��¢ wð¤|~²¿�¹ U
º»�n�����Ã×C��¢n¨à¦����§��¡������"¢���� ���à©�¦«�����"�V�>��¢Ã¦«��� ����Ú����r����©r�§¢��^�"�°�«���>�"�������ª�r� �>¢>�����/ÉÊ½ ���ª×y���n�����|��������������¾¢>�"�>©�¦��"�n���������¨K©�¦�� �>���>� ¨ª�¸��¢n��� �ü��������� �>��¨K�"�>¢>� � �«~»Ïç¦��NY4¦��&�"�������n���������Ò��� ��¢n���K�/ÉÊ½�����>���>� ¨ª�¸��¢n�����������K����¨à¦«��������Ø��"�����"������©r��¢��®�HÓÕÔ	�t�HÓ0ÏÃÝ«���yY4¦��

Hr(0) = 0
�

Hr(π) = 0
~�����à�����>b�� �>��¨ª���Á×C��¢n¨à¦����§�û���������ç©r��¢�������� ���n�Î���°�>� ¨ª�¸��¢>³�������¨K�Î���ç�����>���>� ¨ª�¸��¢n³��«Ý"���à�"�|©�¢n�|�"���n����K��� �>���«�^�n�ª©�¢n��©0�������ÅØ§������¢n��������×C¢>�"��¦��"�������^��� �>�"¢>�"���^���

Hr(ωk)
������¢n��Ít�V}�Ýû�>�K���"����¢n¢>��� ������������>¦�¨ª�§�>��¢>������Ý7Y4¦��"�r�����«�&¦����>���o���"¨��t���®¦��r�Ò¨��§�>¢>� Úà���K�����"�r�"�������>���qò

k,n
©A��¢�¦���Ø��"�"�>��¢Ã���� ������¡���� �����

hn

� ¡�¦r���.�K¦���Ø����"�>��¢�����Ø��§����¢n����~�ºÕ�T�n���o����¨ª�O�>��¢>�"�>¦��"� Ø���©r�§¢��
hn

~
hn = M−1

k,nHr(ωk)
wð¤|~²¿�¼ U

�n����¨K©�¢n������¦r�§�����K�¸Ñ|���o�¯�O���O����Ø���¢>�>�K�«�����à¨��8��¢>� ÚMò
k,n

~���r��©�¢>��Þ����"¨z�§�>�����ç�����"�n�¯���>�����«��� ���"�Õ�����n��¢n����¢H�"�K� ���;Ø§��� ��¢>�"�H���������H���n©A�"�����r� ���"�����«���»���®���ÎÞr�������������¢>�����>� ��� ���ÁÝ�½���Þ����«��¢��^�§��¢>���{wo} Ì�õ�Í U �r���&©�¢>��©«¦����o�����Ò©�¢>��Þr�����KØ��§¢>���§�Î��¨K©�� � ��¦«������©r��¢>�ª¦����Ø§��¢n��������������Ø§������¢n���(���
N

Ý����n�>����Ø§��� ��¢>�"�°�n������©«�>��¨K���Õ����Þ«�����Ã�xY4¦���¨K����� ¨ª� Ú ���O�"�A� ��Þ�¦�� ��¨ª� ����¢
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÷�¢n�����
N h(n) |H(ejω)| θ(ω) bn

b0 = h(N−1
2

)É ¨ª©r�§¢ Ö���¨K�"��¢n����� ∑

N−1
2

n=0 bn cos(nω) e−jω(N−1)/2

bn = 2h(N−1
2

− n)
n 6= 0

Ó/��¢ Ö���¨K�"��¢n����� ∑N/2
n=1 bn cos ω(n − 1/2) e−jω(N−1)/2 bn = 2h(N/2 − n)

É ¨ª©r�§¢ Ïç�������n��¨K�"�>¢>����� ∑

N−1
2

n=0 bn sen(nω) e−j(ω(N−1)/2−π/2) bn = 2h(N−1
2

− n)

Ó/��¢ Ïç�������n��¨K�"�>¢>����� ∑N/2
n=1 bn sen ω(n − 1/2) e−j(ω(N−1)/2−π/2) bn = 2h(N

2
− n)

¬;��Þ����®¤|~ ¹,Vr�r��¢>¨ª�à����¨K©r���¸�¯�O�����/� � ��¢n�����/ÉÊ½������×y���n��� ��������� j¶ÌmlEÝ>j²�nl
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�������àÞr�����r�®�>¦«©�¢>� ¨ª� �r��j¶��¤nlE~
?G» {|Æ�Ä/wCe>ù������� ��Ú���¢»�����(���"¦r���"�������"���������"¢>� ��¢>�"��©r��¢>�Ã��� �>������¢�¦������ ��¢n�Ã��� ¡�� �������/ÉÊ½	©r���n�àÞr�fÜ>�§�������������°� ��¢>������>��¢>³ �n�>��� �§�������n� ���r�§�ç�"�Ò×C¢n����¦«�����"���O�����n��¢n�"�¯�

k

Hr(k) =























1 k = 0, 1, 2, 3, 4, 5
wyÞr���«�r�K�«��©����>� U

0
~
95 k = 6

0
~
5 k = 7

0
~
05 k = 8

0 k = 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15
wCÞr�����r�®�>¦«©�¢>� ¨ª� �r� U

wð¤|~²¿�õ U

º»�n�>���ÊÜn��¨K©�� �K�n�^�r�O¢>� �§����Ú������O¢n���>��� Ø����"�����®���O���"¦r���"����� wð¤�~¥¿�¼ U Ý���Þ|�����«�����«�K� ���������"�������"�������cV
h(n) X á Í|~¥Í�Í�Í�¼�±�Í�¹�Ý«Í«~²Í�Í�¤�¹�¹§±4õ|Ýþ�°Í«~²Í�Í�¤�Í�¹§Ì«}�Ý,�°Í|~¥Í�Í�õ§±�Ì�õ§±«Ý�Í«~²Í�Í«}+Í�¿�±�¿«Ý«Í«~¥Í|} ±4¤�Ì�¼�Í«Ý«Í|~¥Í�Í���õ�¼�¿�Ì�°Í«~²Í�¤�¤�õ|}f¤�õ|ÝD�°Í«~²Í«}f¹|}�±�Í�õ|Ý«Í«~¥Í��«}+¿�¼�¹§¼«Ý�Í«~²Í���¿|}f¹§±�Ì«Ýþ�°Í«~²Í�±�Í�¤�õ�}+�«Ý,�°Í|~¥Í�¿�¿�Ì�Ì�õ�õ�Ý�Í«~²Í�±�¼�¤�¤�Ì�¼«ÝÍ«~²�«}f¤�¤�õ�õ�¼«Ý|Í«~¶±4¹|}+¼|}f¤�¹³â

º»�&���O��¡�¦�¢��K¤|~�}+�®�>��©�¦��"���Ã�§©�¢>�"�����§¢��"�T���n©A�"�"��¢n��¢n� ���T�������o�����������"�������"�������ç� ��� ��¦����������"Ýr��Y4¦�³�n��©�¦����«����Þ��>�"¢nØ§�O¦��r�à����×C��¢n�����"���Ã���Ý�Ê¹�ÍÃ��Þ��«�����ÃÞr�§���r�à����©r�§�>�®�à����Þr�����r�à�n¦�©�¢n��¨K���r�«ÝþY4¦����n�©�¦«�������������>� ����¢>��¢�¦��^¨Ã¦«��Þ�¦��"�^�«���>�"����~

|

0.10 0.19 0.28 0.37 0.46 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 1.00
0.00
0.12
0.24
0.36
0.48
0.60
0.72
0.84
0.96
1.08
1.20

|H(w)| deseada 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
−110

−90

−70

−50

−30

−10

10
H(w) |   calculada en db

�/� ¡�¦�¢��®¤�~ }+�'Vrº»�>©0���"�>¢>�ª©r��¢��O�"�T�ÊÜn��¨K©�� �
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ÛZÊ[ïIÊ�ÛZÊ µ«ØNàaÒ�×FÜ�Ð�á§Ð�×FÔ�ã5àqÜ�×ÞÜÝÐ�Ï,×�ÎÝàqß`ã5Ð�Ì�Ð�Ï�Î�ÔÝÜ�à Ì�Îqç æÉÕó²
��¦r���«�����n��¦«��� ����Ú��Î���o����¨ª�¸�����������Õ���"�����>��¢>� ���������"¦����§¢H���Î�>¢������o×C��¢>¨ª���r�������r��¦�¢n���"¢H������� ��¨K©A���� �>�"¢>�"�>�����

h(n)
©r�§¢����"��¨ª©«¢>��Þr�§¢Î�>�;���;¡�¢����«�����O��©�¢n� Ñ«� ¨��§�������^���O���ª¢n���>©«¦����o�¯�t����×C¢>�"��¦��"����������"�>�����r�

H(ejω)
���à�§�����"¦r������Ý;����� �&�"������¢��§¢>���s�r� �ÍY�¦«�������"¢>�"¨ª�"�4����¢����(�,b«¨ª�"¢>������¨à¦����o��¢>����~ãT����©r�§�>�����®�>��¡�¦���¢��n���7V

}�~ç�ç�"�r��� ¢�����×C¦������ ���Å���K�>¢����«�n×C��¢n�����"���Ò�����n��¢>�¸�¯�t�����n� �����
H(k)

Y�¦«�ª¢n��©�¢n���>�"���¯�������>¢������o×C��¢��¨ª���r�à�«���>�"¢>�¸�¯�®��������¦�¢>� ��¢����
h(n)

Ýr�"�n�>�ª�"�
H(k) =

∑

N

h(n)e−jkn2π/N wð¤|~²¿�¿ U
º»�û��Þ�Ün�¸����Ø����������o���Ã¨K�"�>�|�«�����Î��©�¢n�+Ñ|� ¨���¢����K¢n���>©«¦����o�¯�����^×C¢>���"¦����«�����

H(ejω)
¦«�>��� ��Ú �§�����©���¢��O��� ���à�n�����

N
¨à¦«���n�>¢������������®¢n���n©�¦����o�¯�ª���Á��¨K©�¦�� �>��Ý|�������"����¢

H(ejω) ≈
∑

N

h(n)e−jωn wð¤|~²¿�Ì U
¤�~ç�ç�"�r��� ¢����à×C¢>�"��¦��"�������O����¨à¦����o��¢n���

fs�|~Î�������>� ����¢>��¢����Ò���O¢>�"�>©�¦«���n���ª�"�Ò×C¢n����¦«�����"���®�>¦Ò¨���¡���� �>¦�����×y���n�
H(ejω) = H(ω) = |H(ω)|ejθ(ω)

±«~ÎÖ����>�"�����"��� ���r�à¦���©0��¢n³������à���
N

¨à¦����o��¢>��������×C¢>�"��¦��"�������Ã��¨à¦«���n�>¢>����¢
H(ejω)

�Ã� �4�>��¢oØ��§���������������©0��¢
ω = 2πk

N

~�ã@�O�n����¦«�����"���ª¢n���n¦�� �����������>�����¸�r��������¨K�
H(k) = H(ejω)|ω=2πk/N

¹�~çºHØ§��� ¦r�������ª���K���/¬�É¯ÝA�>�à��Þ|�����"�����
N

¨à¦«���n�>¢����Î���Ã���ª¢>�"�>©�¦«���n�������@��¨K©�¦����n�
h(n)

�K©r��¢o����¢�«�
H(k)

h(n) =
1

N

∑

N

H(k)ejkn2π/N wð¤|~²Ì�Í U
¼|~ÎÖ��à©�¦��"���à�������>� ����¢>��¢����ª��©A�"�����^���à¦«�>��� ��Ú �§¢�¦«�r��Ø��"�4�����r�

W (n)
©r�§¢����n¦r� Ø|� Ú ��¢Î���ª×C¦��«��������«���>¢����«�n×C��¢n�����"���O©�¢n��©�¦��"�n�¯�

H(ejω)
Ý«���������"��¢�Ý«���Ò���Á��� ��¨K©A�O�«���>�"¢>�¸���

hw(n) = h(n)W (n)
~

º»�/¨K�"�>�|���ª���à¨à¦«���n�>¢>�"�����ü���K×C¢>���"¦����«�����ª�������n�����"¢����>¢������n���"�������"����Þ«¢>¦�©«���������Ã���ªÞ������r�����©r�§�>�O�Ã����Þr�§���r�Ã���ç��¢��§���>� �������ÁÝ4©r��¢����>¦r� Ø���Ú���¢��"�n�¯�Ã�>¢����«�>���"�����®�K�����«��¢�¦����Ã¨ª� Ün��¢°��©�¢>� Ñ|��¨ª���"�������������¢n���>©«¦����o�¯�Ã�"�ª×C¢>�"��¦��"��������¢n���>¦«� �¯�§�4�>�ç�"���"�0¨Ã¦����o��¢>�"�à��¦��r��¢>���n©�¦��"�n�¯�à�«���>���������«Ý|�n������©������'��>� �����®�"�@¦«�>�K����¨à¦����o��¢>���ç�"�^���O¢>��¡������t������¢>�����n����� ���t©r��¢>�®�n¦r� Ø���Ú �§¨ª� �������®�������O©0�����«�������>��~AÖ|����"¨àÞr��¢n¡���Ý����o������Þ�Ø����§¨ª�"�4�>��� ����¢n��¨K�����¯�ª���®��¦�¢��§�������&�������ª¢n��¡�� ���Ò���Ã��¢>�����n����� ���ÁÝr©0��¢n����¦�¨K�����¯����Ò�n��¨K��������¦��ü�"������Ò¢n���>©«¦����o�¯�ü���Ç×C¢n���"¦������"���&�«���>�����r�^�����������"����tÞr���«�r�&���ª©r���>�&����¨K�^�"����Þr�§���r���>¦�©«¢>��¨K�����«~.º»�o���®¨ª�¸������������©r�§¢n��� ��¦�����¢>¨K�����>�kb«��� �/�"¦r�������Ò�>������¦���©0�WY4¦����«�^©0��¢>�"�����¯�+Ün��������§�(¨Ã¦����o��¢��§�°�"�ª×C¢>�"��¦��"���������n��������×C��¢n�������"�°���ç���"¢>��Ý4����¦r���«���Ã�n�ç���"�>������Þr���«�r���(�>��¨Ã¦�� ������� �§��~
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ÛZÊ[ïIÊ[¯`Ê ý1ÏDã,ØNß�Ò�ã'ß�Ø5Î Ü�×êáêßÝ×FÏDã,ØN×Fà§×FÔËÆ�ØN×FÒ�ßÝ×FÔÝÒ�Ð�Î
º»�n���®×C��¢n¨��à�"�n���KÞr�§�����r�®���Ò���®���;¬$�������O¢n���>©«¦����o�¯���§�Á��¨K©�¦�� �>�

h(n)
���>¦Ò��¨K©����"¨ª�"���¯���"������n�������¸Ø§����¦��r�ü���o��¢n¦��"�>¦�¢��ü©r��¢>�����"���«~;º»�n���ü×C��¢>¨ª�&©r��¢o�������"�Z�������«� Y4¦��

H(z)
�"�O���&×C¦����"�����V�«��>¢������o×C��¢n�����"���O����¦��t�r� �>¢>�K�/ÉÊ½

H(z) =
N−1
∑

n=0

h(n)z−n wð¤|~²Ì«} U
H(z) = TZ{h(n)} = TZ{IDFT (H(k))} wE¤|~¥Ì�¤ U

H(z) =
N−1
∑

n=0

( 1

N

N−1
∑

k=0

H(k)W−kn
N

)

z−n =
1

N

N−1
∑

k=0

H(k)
(

N−1
∑

n=0

W−kn
N z−n

) wð¤|~²Ì�� U
¦«�>��� ��Ú �§�����à���à�>��¢n����¡��"��¨ª�¸��¢n��� �

N−1
∑

n=0

an =
1 − aN

1 − a

H(z) =
1

N

N−1
∑

k=0

H(k)
N−1
∑

n=0

(

W−k
N z−1

)n

=
1

N

N−1
∑

k=0

H(k)
(1 − W−kN

N z−N

1 − W−k
N z−1

) wð¤|~²Ì�± U
�"��¨ª�

W−kN
N = 1�"�4�>�����"�������kb�������¨ª�Ã�"��¦r���"�����Ò�>��¢n����¦��"�Ã�

H(z) =
1 − z−N

N

N−1
∑

k=0

H(k)

1 − W−k
N z−1

wð¤|~²Ì�¹ U
º»�n����¨ª�����"¢�������� Ñ|©�¢>�"����¢(��¦��O�r����¢>���;ÉÊ½Þwy�"��¦r�§��������¤�~¥Ì�¹ U ��� ������¦«�r��×C��¢>¨ª�Î¢>�"��¦�¢n�>��Ø����n��¨K�����§¢�����Î����¦��O�r����¢>�Î����¢>�"�>©�¦��"�n����� �«�r�����¯�����|��¨K©�¦�� �>�{w7Ø��"¢(�n��¡�¦«�������>��� ��©«³ ��¦«��� U ���ÚY4¦��������4�>���"����©A��������ü�"��¢n����Ýû���»�r����¢n�Ò¢n���n¦�� ���������K����¦��Å��� ��¢n�Ò�/ÉÊ½`��� ©A�t©0�����«�

1 − z−N ��¦«�����Ã�"��¢n�����n�ª�������"�����§���"��>����¢n³��à�����^� ����©A���������"�
W−k

N

���"�Á�r� �>¢>�OÉnÉÊ½�~
ãû�Ã��¨K©�� ��¨K�����¯���"�����K��� ¢>���¸�¯�à���Î���Ã�"��¦r���"�����@wð¤|~²Ì�¹ U ¢>�WY4¦�� ��¢n��¦��r�O��¢n� ��¨K�"�>�������"��¨ª©«���ÊÜ>��©A��¢����Y4¦����>��©�¦«������¨ª�������r� ��¢��������à�>� ¡�¦�� ��������×C��¢n¨��

H(z) =
1 − z−N

N

(

L
∑

k=1

2|H(k)|Hk(z) +
H(0)

1 − z−N
+

H(N/2)

1 + z−N

) wð¤|~²Ì�¼ U
���������

L = (N − 1)/2
©r�§¢��

N
� ¨ª©���¢°�

L = (N/2) − 1
©r�§¢��

N
©r��¢"~

�Î�"Þ��������^Y�¦«�ç�"�r�����n�����������H��;ÉÊ½Y�����®×y���>����� ��� �§�«©0��¢Õ¨à¦����o��¢n������������×C¢>���"¦����«�����������>¢>����¦����©0�������������"¢>�����WY4¦�� ���>©������������������V���(��³ ¢>�"¦����Ò¦������¯��¢n���Ò�����(©����§���
z
Ý;��� ��� ��� ¨ª�"�����®������©0���������>����"����¨K�����������H©0��¢Õ�����(�"��¢n�����"��¢>¢n���>©0�����«�������>����Ý|�>� �ª�"¨àÞr��¢n¡���Ý4���ª������¨K©����"¨ª�"�4������� ���O�������o�����(�r� �>¢>����"��¦��r�O��¢�Y�¦«� ���"�"�>¦�¢��à��� ¡�� ������������¢n� �>¨ª�¸�����������Î©�¦������à�§Ün�«Ý«�������"×C�"�"�>����������¦���������Ú������ �����4¦�¨K��¢n��� �
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�§×C�"�"�����ª�����������"�����§�������ª���������(©0��� ���H�®���"¢>���"~«ãû��¦�Þ���������� ���K���ç� ���Õ©A�������Õ�>��Þ�¢>��������³ ¢>�"¦�����¦������¯��¢n������®���������"�����Ò���.¢>¦�� ���_Y�¦«���n��� ����¢>����¦��"�����Ò��������©A�"¢����"�������"��¨��8����¨y�§�>��� �§��Ý«©0��¢�� �{Y�¦«���"�n����¢n¦������©�¦«�����Õ���«��¢>�"¨ª�"���¯��¢n�>�»�����"�n��¢n¦���¢û������©A�"¢����"����������¢>¨ª�������"���r� �>¢>����� �"Øm�����«������������� �����o�¯��Þ«����� �r���{j¶���Hlð~���r���>��� ¦���� ���Ã�¸×C���¸��� Ø§������©�¢n��Þ����"¨��ç�������ç��¦r�����>��Ú �§�������à�4¦�¨ª�"¢>� � �Î�"�»¨ª�+Ø��"¢H�����/©0�������;��� ¡���¢>��¨ª�"������àØ§������¢>�����"���Ò¨���¡���� �>¦������"¢>� �§�������O¦����K¨ª����� ��� �����«�O���Ã×C¦����"�����t�����>¢������o×C��¢n�����"���K�1j²¤|}Wl

H(z) =
1 − z−N

N

N−1
∑

k=0

(−1)kH(k)
[ 1

1 − ej2πk/Nz−1
+

1

1 − e−j2π(N−k)/Nz−1

]

H(z) =
1 − z−N

N

N/2
∑

k=0

(−1)kH(k)
2(1 − cos(2πk/N)z−1)

1 − 2cos(2πk/N)z−1 + z−2

wð¤|~²Ì�õ U
¬@����¢n������¨ª�"�����Ã���ª���������"�����"�����^���à©0���������^���"¢>�����"���¸Ñ«���¸�¯�«ÝA�>� ����¨àÞ���¢>¡��«Ý0�"�ü���K��¨K©����"¨ª�"�4������� ����������o��������©0��������� ��¢n���Õ�����§¢>� �>¨ª�¸��� � �����ç©�¦��������������"¢>�à�"�n�������Ã�"���"����¢o����Ý��"�0�>��¢n¨ª� ���

cos(2πk/N)� �4�>¢>����¦��"����¨K©�¢>�"�����n�����«����~�ºÕ���>�������"�ç¨K�+Ø������«���®������©0�������������"¢>�����������>¢>�K�����T�"³�¢>�"¦����®¦��«� �¯�§¢>���«Ý|�"����"��� ¢
r < 1

Ý
H(z)

�n��©�¦����«���"�>��¢n��Þ�� ¢

H(z) =
1 − rNz−N

N

N/2
∑

k=0

(−1)kH(k)
2(1 − rcos(2πk/N)z−1)

1 − 2rcos(2πk/N)z−1 + r2z−2

wð¤|~²Ì�¿ U
�"�Ã�"Ø�� ���������zY�¦«�����o�����>��©0�&���K�r� �>¢>�&�n��©�¦«������� ¨ª©«����¨K��������¢�����¨K�&�������r����¢>�����"�V� ���n� ���r�|Ý;¦��«��>��©0�®�/ÉÊ½

P (z) =
1 − rNz−N

N

wð¤|~²Ì�Ì U���"�T����¢n�O����¨K�®¦��ÒÞr�����"�ª����¢n���>���r������¢n���

Rk(z) =
1 − rcos(2πk/N)z−1

1 − 2rcos(2πk/N)z−1 + r2z−1

wE¤|~�}+Í�Í U
���«��¨y�����>��� �Ò�n��¢n�WY4¦����"¢>�K¦��Å�����"�r�"�������>�

rcos(2πk/N)
©0��¢�¢>���n���r���«��¢�Ýû������¢n���n���r������¢>�������¸��br����"��¨ª�Ò�r� �>¢>��������Þr�§���r�����«¡����n���^��� ���r�^¦�������� Ü>��©r���>��¢Ã�n������������×C¢>���"¦����«�����§�à���"�4�>¢��������O���V�n¦¢n���>©0���¸����Ø���×C¢>�"��¦��"�������Ã���Î¢n���n���r�����"���

2πk/N
�K� Ñ«�"��¦«�������>¢����(×C¦���¢>�����ç������Þr�����r�|~���������¢>�"�>�����n�����¢ç�n�Ã¨à¦������ ©���� � �à�K���®����� ���r�O©0��¢ç�"�T×y���"�>��¢

(−1)kH(k)
�Ò���®�>¦«¨��K��������������� ���r��������� �§�r�K�r����¢n��"������¢>� Þ�¦«�����O���®�>����� �r�Ã���§�¯���Á�«���Á�r����¢>�«~N�ç���K�"�n��¢n¦��"�>¦�¢��®©r��¢>�

M X ±ª�n��� ��¦��o��¢��à�"�^���Ã�r¡�¦�¢>�K¤|~ }�±�~
ÛZÊ[ïIÊLüIÊ ôkàaÒ�Î�Ì�Ð�Ï�Î�Ò�Ð�Ó�ÔäÜ�×ÞÌ�à�Ï âxà�Ì�à�Ï2õòÒ�×7ØNà�ÏKÜÝ× ßÝÔÿÑ�Ì ã,ØNà æ³²?´

ãû�O¢>���n©�¦��"�n�¯�K���t×C¢>�"��¦��"�������K����¦��t�r����¢>�®�;ÉÊ½ß���n���K�����r�O©A��¢

H(ejω) = H(z)|z=ejω =
N−1
∑

n=0

h(n)e−jωn = |H(ejω)|ejθ(ω) wE¤|~�}+Í«} U
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åçæ�è¸é�êAëKì�éÎí/æ�îðïEñ¸ë+è�åÎæ�ò�æóïðô§îyé�è

1/4

z−1

z−1

z−1

z−1

z−4

W 0
4

W 1
4

W 2
4

W 3
4

x(n) y(n)

H(0)

H(1)

H(2)

H(3)

�/� ¡�¦�¢��®¤�~ } ±5Vrº»�n��¢n¦��"�>¦�¢��®����¨à¦��"�n�>¢>���K���^���Ã×C¢n����¦«�����"���®�����
M X ±

�r�§�����"����������¨àÞ�� ���Ã�«����³ ¨ª�����������Ò�>¦�¨ª�§�>��¢>���^�>��©«¦��������¸Ø§����¦r�§¢�©0��¢à� �4�>��¢oØ��§�����������«�>���«��¢��§�����ü����n��¨K�"��¢n³��Ã�«�
h(n)

���n�
N

�"����¨K©r��¢

H(ejω) =

(N−3)/2
∑

n=0

h(n)e−jωn + h(
N − 1

2
)e−jω( N−1

2
) +

N−1
∑

n=(N+1)/2

h(n)e−jωn wE¤|~�}+Í�¤ U
�n¦��n�>� ��¦|�����«���O�����(��³ ¨ª�����"�(�«�Î���§���>¦«¨����°©A��¢

m = N − 1−n
Ý«©0��¢(�>��¨K�"�>¢>³��

h(n) = h(N − n− 1)
Ý©0��¢�� �§¦������ ���r�§�

α = (N − 1)/2
Ý«���n�

m = n

N−1
∑

n=(N+1)/2

h(n)e−jωn =

(N−3)/2
∑

n=0

h(n)e−jω(N−1−n) wE¤|~�}+Í�� U
����������������� ³�¨K� �>���
(N − 3)/2 = (N − 1)/2 − 1 = α − 1�

(N + 1)/2 = (N − 1)/2 + 1 = α + 1�"�4�>�����"���

H(ejω) = h(
N − 1

2
)e−jω( N−1

2
) +

(N−3)/2
∑

n=0

h(n)[e−jωn + e−jω(N−1−n)]
wE¤|~�}+Í�± U

×y���¸����¢n��Ú��������O�"�Á����¢n¨ª� ���
e−jω( N−1

2
)

H(ejω) = e−jω( N−1
2

)
[

h(
N − 1

2
) +

α
∑

k=1

h(α − k)[ejωk + e−jωk]
] wE¤|~�}+Í�¹ U
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H(ejω) = e−jω( N−1
2

)
[

α
∑

k=0

2h(α − k)cosωk
] wE¤|~�}+Í�¼ U

Ó;��¢��O���T�����>�K�����>� ¨ª�¸��¢n³��Ã����¦����r����¢>�K�/ÉÊ½� ��¦��>���T���Ò���T©«�������y�

H(z) = z−(N−1)/2
α

∑

k=0

2h(α − k)(zk + z−k)
wE¤|~�}+Í�õ U

Ó;��¢��O���à×C¦��«�������Ò�«���>¢����«�n×C��¢n�����"���
H(z)

����¦��t�r� �>¢>�®�/ÉÊ½$�n��©«¦��������"��¨ª©«¢>��Þr�§¢aY�¦«�
H(z) = zN−1H(z−1)

���������
H(z−1)

�
H(z)

�n������«������� �������¸Ñ|���"©«���ü©0��¢����(¢>�¸�¯��¢n���&���
N − 1

¨Ã¦����o��¢��§��Ý;������¨y�����>���Þ«�>��¢oØ§� Y4¦��Ò���\� ���O©0����� ����¨K�����
H(z−1)

�
H(z)

�����K�"��¢n���ª�"��¨K©���� Ün���®�>��� ��¨y��¡��"�����®���n©A� Ün�������¦�¢n¢>�"�^�"�^©r�§¢>�����"���8Ün¦�¡��§������~
�Î�����O� Ñ«©«¢>���n�����

H(z)
wy�"��¦r���"�����^¤|~�}+Í�õ U �>����Þ��n��¢nØ§�_Y4¦���V

¬@��������������©0������������¦��^��� ��¢n���;ÉÊ½Ð�"���^×y�§�>�Ã� ���������Á�n�Ã���«��¦��"�4�>¢����ü� �|������� Ú ���«�������&���û��¢>� ¡�����«���T©��������	�/~
ãT�����"��¢n���ç�>�§��� �n×y���"���t���O�"������� �������

N−1
2

∑

n=0

a(n)(z2 ± z−2) = 0
wð¤|~�}+Í�¿ U

Ö��
zi = rie

jθi ����¦��Ò����¢n�®���
H(z)

Ýr�����>�������"�
z−1

i = r−1
i e−jθi ����¨àÞ�� ��������¦��Ò���"¢>��~

�Î��� �������>��¢>� ��¢@�>��©�¦«������¢n���>¦«¨ª� ¢�Y4¦��������r�Î�"��¢n������¨K©���� Ün�Î���°����×C��¢>¨ª�
zi = rie

jθi Ý§�n��©�¢>�"�>�"�4����"���t�>¦&�"���8Ün¦�¡������®����¨K©�� �ÊÜn�
z∗

���>¦���¢n����³ ©�¢>��������Ýr��Þ«�>����� �����«�K�"¦r�§�>¢>�K� ���n���WV
���"¢>�����"��¨ª©«���ÊÜn���������t¨ª��¡�������¦���¦��«�
zi = rie

jθi �����
ri = 1

�
θi 6= 0 6= π

Ý(�>��©«¢>���n�����¯��n¦	�����fÜn¦�¡�����������¨K©�� �ÊÜn�
z∗

� �>¦«�¢n���"³�©�¢n�|�"�����>���Ò������¨ª� �>¨K����~
���"¢>�����"��¨ª©«���ÊÜn���������t¨ª��¡�������¦�������×C��¢n������������¦����
zi = rie

jθi �"���
ri 6= 1

�
θi 6= 0 6= π

Ý��¸Ñ|���o�������T�"���8Ün¦�¡������K����¨K©���� Ün�à���>¦«��¢n���"³�©�¢n�|�"����~
���"¢>����¢n� ��� ���������^¨ª��¡�������¦���¦«���
zi = rie

jθi �"���
ri = 1

�
θi = 0

�
π
Ýr����������¢n�����>������� �§����Ú������"�¿öà}��k�¯}�~

���"¢>����¢n� ��� ���������^¨ª��¡�������¦����«� ×C��¢n������������¦��«�
zi = rie

jθi �����
ri 6= 1

�
θi = 0

�
π
Ý|���O�¸Ñ|� �n�����"�Á�����8Ün¦�¡����«�O����¨K©���� Ün��Ý�©A�"¢>�O�>�.�¸Ñ|���o�����t�n¦��¢n���"³�©�¢n�|�"����~
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è_³w÷_³ õ ¿Z¾>Å	À�Å yÁÂ*z ÂIøÖ½ ¶hµ�íhÅhë�¸�¾ùz Å ú ¶^ëCûy·òõ ºÝ´Tµ�Âaµ�µW¶h¼
�ç�«������������©�¢n��Þ����"¨��§���«���û�����n�����ª©A��¢�Ø������¯�������ç�Ò¨à¦��"�n�>¢>���ª�������®×C¢n���"¦������"���K���Î���à×y��� ���K���¦��V�"������¢n����©�¢n����� �>���>��Þ�¢>�������Ã×C¢>�"��¦��"���������O��¢n³ �>��� �§�

ωp
�

ωsup
~»ãT���Ã¨ª�¸���������à���Í���\�)�����ü¸��������z��n�KÞ��������Å��������×C��¢n¨à¦�������� ��������¨ª�t¦��r�Ò��©�¢n� Ñ«� ¨��§�����������H©�¢n��Þ����"¨������üýCþ#�B�Bÿ)�`þ#��®+Ý.�"�n���K��� �>���«��"�àØ|� �n�>������¨K�ü¦��V�"¢>� �>��¢n������©|����¨K�^���@Y�¦«�������"¢>¢n��¢à�����>¢>�����^¢>���n©�¦��"�n�¯�����V×C¢n����¦«�����"�������"�>� �§�r��Ç���ü¢>�"�>©�¦��"�n����Ø���¢>��������¢>���n�Ò�«���n�>¢>� Þ�¦«�����«�Ò� ¡�¦r���(×C��¢>¨ª�����������r�ü����Þ������r�ü���t©r���n�ü�VÞr��������n¦�©�¢>� ¨ª� �r��¨K���«��¨K��Ú �§���������A¨z�8Ñ|� ¨ª����¢n¢>��¢"Ý«���A¢>�"�>¦����¯�����Ã�����Á�«���>�"���O¡��"����¢>�à¢>��Ú"�����"�����ÃÞ������r�à���©r�§�>�O���>¦«©�¢>� ¨ª� �r�Ã�����T��¢>���"�

N
�"��¨K³��«��¨K��~

º»�n�>�Ò¨K�"�>�|�«�����O� ����¨ª�����&����¡�¦«�r����Ø����"���
���\�)�����«�{���#���	�/���Ú���\�)�����°�,�óýCþ#�B�BÿH�`þ#��®«�°���\�)�����¸��������z�®�&�"�Î��©|����¨K�K����Þ�� �����zY4¦��Ã�r���r���ç�����ç���n©A�"��� ��� ���"�������"��©r��¢>�
ωp

Ý
ωsup

Ý
δ1

�
δ2

¡��"����¢>�������¢n������¨K³��«��¨K��~�Ö|�����"¨àÞr��¢n¡���Ý�¦«��� ��� Ú �����«�Ã���.����¡���¢>����¨K�ÃÓ;��¢>ö4��·^� ������� �������>��©�¦��"�����t��� �>�"�r��¢�¦�����n��¢>� �������r� �>¢>�����;ÉÊ½$�����Ò¦��r�OØ§��¢>� ���r�§�Ò�«��¢n�WY4¦��"¢>��¨K���"�������^j¶ÌmlE~
�Î�"�Á�����n�����®������� ��¢n�����/ÉÊ½ ����×y���n�������«� ���A�>����� �����Î���à�>����¦��"�������n��¨K�"�>¢>���������§�4�>���n��¨K�"��¢n�����«ÝþY�¦«��"�&¢>�"�>¦�¨K���^�>���&��¦r�§�>¢>�K� ���n���ç�t�"�n���������^���O�¯��Þ«���K¤|~¥¹|Ý����������"¦r���"�������"�ç�«�Ã���o�¯�®�¯��Þ����O�>�Ã©«¦������"�¨ª����� ©�¦����§¢�©r��¢��K��� ��¡���¢��K�¸Ñ|©�¢n���>� �����"��¡����«��¢��§�����ç©r��¢>�ª���@��� �>���«�������r� �>¢>������©«�>��¨K����~�º»�����K�¯�§Þ����¤|~²¼��n�à©�¦��"��������Þ��n��¢oØ��§¢Î���§�Î�¸Ñ|©�¢n���n�������"��¡����«��¢��§�����Î���������Ã©r��¢��

H(ω)
���ü���ª�n¦�¨��8����¢n���®�>�Ã�>�����«����Ã×C¦������ ���

cos(ωn)
����¨kb��Ò�K� �����"¦r�§��¢n�ª�����>����~

í������������ ±�Ì  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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¬�� ©A�
H(ω)

½������§�������
bn

�
b̃n

} ∑

N
2
−1

n=0 b̃n cos(nω) b̃k = bk

b1 = b̃0 + b̃1/2

¤
cos(ω/2)

∑

N−1
2

n=0 b̃n cos(nω) bk = 1
2
(b̃k−1 + b̃k)

k = 2, 3, 4, · · · , (N − 1)/2

bN/2 = 1
2
b̃(N−1)/2

b1 = b̃0 − b̃2/2

�
sen(ω)

∑

N−3
2

n=0 b̃n cos(nω) bk = 1
2
(b̃k−1 − b̃k+1)

k = 2, 3, 4, · · · , (N − 1)/2 − 2

b(N−1)/2−1 = 1
2
b̃(N−1)/2−2

b(N−1)/2 = 1
2
b̃(N−1)/2−1

b1 = b̃0 − b̃1/2

±
sen(ω/2)

∑

N
2
−1

n=0 b̃n cos(nω) bk = 1
2
(b̃k−1 − b̃k)

k = 2, 3, 4, · · · , (N − 1)/2 − 1

bN/2 = 1
2
b̃(N−2)/2

¬;��Þ����®¤�~¥¼5V��;��� �>¢>�����/ÉÊ½$�"���Ò×y�§�>����� ��� ����j²ÌnlðÝFj¶�mlEÝ>j²��¤nl
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 dfeTi�{�g;jyÆjC{|b0c+e�g@{�g;jyu�{��@e
�����������������"�>©0�������r� �§���������������Ò×C¢>�"��¦��"�������®©���¢��O¦��r�®������¡�� �>¦��

Nº»�ÒÞr�������®�«��©����>�
1 − δ1 ≤ H(ω) ≤ 1 + δ1º»�ÒÞr�������®�n¦�©�¢n��¨K���r� −δ2 ≤ H(ω) ≤ δ2�Î�¸�r��� �������K¦��r�O×C¦����"�����t�����"¢>¢>��¢����Ò���Ã×C¢>�"��¦��"�������

E(ω) = W (ω)[HI(ω) − H(ω)] = −(−1)kρ k = 0, 1, 2, 3, · · · , N + 1
wE¤|~�}+Í�Ì U

���������
ρ
¢>�"©�¢>�"�>�"�4�������T¨y�8Ñ|��¨K�à�"¢>¢>��¢

E(ω)
������¨¬b���¨K���������>���n�����"���"�����r�O�"��¨ª�

ρ = δ2
~

HI(ω)
�������O¢n���>©«¦����o�¯�ª�"�Ò×C¢n���"¦������"���®���������Á���"�Á�r� �>¢>��~

H(ω)
�"�����O¢>���n©�¦��"�n�¯�K���t×C¢>�"��¦��"�������®Ø���¢>��������¢>�K�«���Á�r����¢>�«~

W (ω)
����¦��r�O×C¦����"�����t����©0���n�ª�n��Þ�¢>�����K�§©�¢>� Ñ|��¨ª����� �������"�T��¢n¢>��¢��r�����®©0��¢

W (ω) =

{

δ2/δ1 ω
�"�^���OÞr�����r�O����©r�§�>�

1 ω
���Ò���OÞr�������®�n¦�©�¢n��¨K���r� wE¤|~�}�}+Í U

�"�K�«����� ¢{Y4¦��
W (ω)

�>�t�n�����"���"�����r�ü����������×C��¢n¨��«Y4¦��t����Þ������r�����t©r���n�Å¢n�c�r� Ün�t¦��¾�"�«×y���n���®���������¨��§���O�����T¢n��Ú"�K�"�^���àÞr�������K�n¦�©�¢>� ¨ª� �r�Ã�"���^¢n���n©A�"�"�������Á¢n��Ú��®�"�^���àÞr�����r�®����©r���n��~
� �,�����?�W�\���	�z�,�^�������c�����	�,���&¸n�
�,�ÔýCþ#�B�BÿH�`þ#��®O�"�����>� �n�>��Þ#���>� � ��¨K�����>���������Ã���"�>��¢n¨ª� �r����� �������� ����©r��¢���¨K�"��¢n�������"�/�r����¢>��Y4¦��®¨K����� ¨ª� ���"�&���/¨z�8Ñ|� ¨ª�ª�����HØ§��� ��¢���Þ«�>��� ¦«�������"�»��¢n¢>��¢

E(ω)
�n��Þ�¢n������ÕÞr�����r�§�°����×C¢>�"��¦��"�������������«���ç�n�Î�¸×C���"��br�Ã�����§©�¢>� Ñ|��¨ª����� ���Á~4·^�§���"¨z�§�>������¨ª�"�����������>��� ¦���� ���K�����©�¢n��Þ�� ��¨ª�à���

min [maxE(ω)]ωεS = min [W (ω)[HI(ω) − H(ω)]ωεS
wE¤|~�}�}�} U�Î�������

S
¢>�"©�¢>�"�>��������¦��&�"���8Ün¦����>�����^������Þ������r��������×C¢>�"��¦��"�������ª�>��Þ�¢>�����FY4¦����>��¢>� �§����Ú��O���O��©«�>�v�¨K��Ú������ ���ÁÝ«ÞN���>� � ��¨K���������������§��Þ������r��������©r���n�ª�t�>¦«©�¢>� ¨ª� �r�à�����T�r����¢n�ª���"�>��������~0ãû�K�n����¦«�������^����"�n���Î©�¢>��Þ«����¨ª��×C¦��Î��Þ«���"�����«�à©A��¢�Ó/�§¢>ö4����·Ò�+�����"�������°wo} Ì�õ�¤ U Y4¦����"��������©«��������¢>����¦����>����¢n��¨ª�à�Ã����>����¢n³��à������©�¢n� Ñ«� ¨��§������������������Þ������«�"Ø~j²��¤HlðÝr�"�n�����>����¢n��¨ª�®�"�������§¨����«���,�x���ª�O����������������~

����¨K��¢n���n¦�� �������Å���������"��¢>�"¨������Ò���Å��� �>��¢n�r�����"���ü©r��¢>�Å¦��¾�������"¢nØ§��� �Å�"��¢n¢������
0 ≤ ω ≤ π

Ý���¸�r��� �������K���Ã×C¦«����� ���
P (ejω)

����¨ª�O¦����K�"��¨àÞ�� �r����� ������� ��� �§�.����×C¦����"�����«���������n�������

P (ejω) =

M
∑

n=0

α(n) cos(nω) ≈ P (ω)
wE¤|~ }�}f¤ U

¢n�����¸�r�����"�����K���Ã×C¦��«�������Ò�«��©0���n�ª�«���T��¢n¢>��¢
E(ω) = W (ω)[HI(ω) − P (ω)]

wð¤|~�}�}+� U
í������������ ¹|}  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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���������
P (ω)

�������®¨K�ÊÜn��¢���©�¢>� Ñ|��¨ª���"���������������"Þ��|�����"Ø��O���à×C¦����"�����t���«� ���
HI(ω)

�"���Ò���à©0�������%�¢>����� �������
W (ω)

�n�T���Ã×C¦����"�����
maxω|E(ω)| wð¤|~�}�} ± U�"��� �O¨z�§��©A�cY�¦«�����ª©A���n��Þ�� ���>��Þ�¢>�������°Ø��§����¢n�������

α(n)
~

? wÕc+{4e�d8{�ÆÇzÅgû{&zrw7c+{4d8b@z�b;i�jCz
º»�4¦��������sY4¦����«�ª���Ò�"��¦r���"�����¨wð¤|~�}�}+� U ÝT����×C¦����"�����

P (ω)
�������t¨ª� Ün��¢���©�¢>� Ñ|��¨ª���"�����°b���� � �^�

HI(ω)
�>�@�&�n�������>³H� Ñ«� �n�>�������;¨ª�"�����

N + 2
©�¦������������

ωi
�¯����Y�¦«�O©r��¢��ª�����ÎØ§��� ��¢>�"�

ω1 < ω2 <
· · · < ωN+2

������¢n�
0 ≤ ωi ≤ π

Ý��n�����"ÞA�"�^�"¦�¨K©���� ¢��������������«����� �����"�
E(ωi) = −E(ωi+1) i = 1, 2, 3, · · · , N + 1

wE¤|~ }�}f¹ U
|E(ωi)| = maxω|E(ω)| i = 1, 2, 3, · · · , N + 2

wE¤|~�}�}+¼ Uãû��×C¦������ �����«�Î��¢n¢>��¢
E(ω)

��� �>��¢n�r���"���>��¡����Ã�"�4�>¢>�ç�����Õ×C¢>���"¦����«�����§�
ωi

�n¦����"�>� Ø§���"Ý|©0��¢(���n�à�>�����������n�¨ª��������� �>��¢>�����������«~4º»�A�>����¢n��¨ª�Ã�����§� ���"¢>�r�§��������¡���¢>������� Ú ��¦«�r�Ã�>����¦��"�����yb��������Ã©r��¢>�Ã���A©�¢>��Þ����"¨�����������"Þ��|�����"Ø±wy�"��¦r�§��������¤|~�}�}�} U ~rãû�O¨�� ����¢>³��à�������������"����� � �������"�T�����n�����K��©«�>��¨K�O�>���Ò���n���"���������v�¨K�������ç����Y�¦«��¨ª�������ç� ���"¢����"�����K©r��¢>���>�§��� �n×y���"��¢������(�������«����� �����"�����"�0�>����¢n��¨ª�����Î��� �>��¢>�������������"�������©«¢>� Ñ|��¨ª����� �����������Ã×C¦«����� ���^�«��©0���n�ª�«���"¢>¢n��¢
E(ω)

~

ò ð�c+eTgûegû{@A^{4dfd8ÆÇzrb@b
ùç�"¢>¢n¨����«�±wÊ}+Ì�õ�Í U ©«¢>��©�¦«�>��¦«�r�K�n����¦«�������Ò�cY4¦���¢n¢>��Ú"�_Y�¦«�Ã��¦«¨ª©�� �������^���Á�>����¢n��¨ª�K�������®�������"¢���r�§��������j²ÌmlEÝr���T¨K�"�>�|�«�O�������n���o�������7V
}�~çÓ»¢n��©A������¢

δ1
Ý
δ2

�
N

Ýr�«�������
N = Np + Nr − 1

¤�~ÎÖ������"���"�����r�§¢Ã¦��r���n����¦«�������
H(ω)

����� ���Ã�"¦r�§��¢n���à�����>���O©���¢���¦����� ��¢n�ü�/ÉÊ½�Ý/�"�n�¯��×C¦��«�������©«¦��������>�����"¢
N − 1

� Ñ���¢>�"¨ª�����"�^�"�T�������"¢nØ§��� �
0 < ω < π

Ý«Ø��"¢���¡�¦�¢��K¤|~�}f¹|~
�|~

Np
¢n��©�¢n���n�����¯���^������¨y�8Ñ|��¨K�����®¨K³���� ¨ª���Úwy� Ñ���¢>�"¨ª��� U ���^���àÞr�§���r�O����©r���>�

0 < ω < ωp
~

Nr
¢>�"©�¢>�"�>���������Ã� ���T¨z�fÑ«� ¨ª���Á��¨ª³ ����¨K����wy�¸Ñ��>¢>��¨K��� U �"������Þr�����r���n¦�©�¢>� ¨ª� �r�

ωsup < ω < π
~�«�������

Np + Nr − 1 ≤ N + 1
~

±«~çù���¢n¢>¨ª������� ��� ��¦������ ���û�����"�r�"�������>���/�����DY4¦���� Ñ«� �n�����
N+1

¨y�8Ñ|��¨K���û���
H(ω)

���������������"¢nØ§��� �
0 < ω < π

Ý
H ′(ω)

�������®�«��¢>��Ø§���r�O���
H(ω)

Ý«Þr�+Ün�K������¢>�"�n�>¢>���"��� �������cV
H(ωk) = 1 − (−1)kδ1 k = 1, 2, 3, · · · , Np

H ′(ωk) = 0 k = 1, 2, 3, · · · , Np − 1
H(θk) = (−1)kδ2 k = 1, 2, 3, · · · , Nr

H ′(θk) = 0 k = 1, 2, 3, · · · , Nr − 1

wE¤|~�}�}fõ U

í������������ ¹�¤  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ



åçæ�è¸é�êAëKì�éÎí/æ�îðïEñ¸ë+è�åÎæ�ò�æóïðô§îyé�è

¹�~ÎÖ���¢n���n¦�����Ø������Á�n���n�>��¨ª�®��������¢n����¢����>����Þ«�>�����«���Ò�����
2N

�n����¦«������������©r�§¢��5V
ω1, ω2, ω3, · · · , ωNp−1

θ1, θ2, θ3, · · · , θNr−1

b0, b1, b2, b3, · · · , bN

¼|~çãT����Ø§��� ��¢>�"�����
h(n)

�n��� ��� ��¦������t�������à�>����¦��"�����
b(n)

~
�Î�Ã�����n����¦��"�����&�������"¢>����¢Î�>�O��Þ��>�"¢nØ§��Y4¦��O���;��¢>¢n��¢��n�O��� �>��¢n�r�������>¢>�O¨y�8Ñ|��¨K�����^¨K³���� ¨ª���"Ýr���yY�¦«��>�§��� �n×y���"�ü�������"��¢>�"¨��V���Å�������"¢>�r���«�����Å�	����¢n���>¦«� �¯�§������������� �>�"���¾�"�t��©«��� ¨ª�Ç��� �����>�"�������«�¾��������"Þ��|�����"Ø0~rãû���>��� ¦���� ���®¡����«��¢���¦���¢n��Ú"��¨y����Y4¦��Î�"���,b«¨ª�"¢>��¨ª³ ����¨K��©r��¢>���>�§��� �n×y���"��¢Õ���r���"��¢>�"¨���������O��� �>��¢>�����������«Ý«©0��¢��"�>�ª�®���O�>��� ¦���� ��������ùç�"¢>¢>¨ª�����Ò�>��� �������§¨��������������%�%���n�8~

2345 1 2 3 4 51

1

0

|H(ejω)|

1 + δ1

1 − δ1

δ2

−δ2
θ θθ θθ

ωωω ω ω ω

π

�/� ¡�¦�¢>�®¤|~ }+¹'V��������«����� �����"���WY4¦���¢n¢>� Ú��®©r��¢>�®�"�T¨ª�¸�������O����ùç�"¢>¢n¨����«�
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ωp

Ý
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δ1
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1± δ1�"�O����Þr���«�r������©r���n��� ±δ2

���®���ÎÞr���������n¦�©�¢n��¨K���r�«~8º»��©�¢n�|�"���n���"�H���"¢>¨K���r���«����¦r�§�����������/Ø§������¢n���¨y�8Ñ|��¨K���.��¨K³���� ¨ª���A������©0����� ����¨K�����"�n�����à���"�4�>¢>�ç���°� ���û��³ ¨ª�������.���(�>�����"¢����«�������"�>©0�������r� �§������~§º»�n�>��"��©0��¢»�¯�������«Ý��"�A©«¢>��Þ�� ��¨ª��������©«¢>� Ñ|��¨ª����� ���®�������«��Þ��������¸ØA~0Ö��0�"�A�"¢>¢n��¢°�«�Ã���°�����>¦«�������"������¨K�����>�©0�WY4¦��"����Ýr�>��©�¦��"���������"¢>��¨K��������¢
N

��¢>�"�����n���r�§¢����à×C¦����"�����t������¢>�����o×C��¢>�"�������«~
þ�{�u h@ÆÇ{�bYgû{�w�zrwCx0e�d8j7cfÆÇe  z�d�ÜTu ò i < wy{�wywyzrb

�����ÒÞr���n���O���®�«���>�"¦��>� ���Ò�������"¢>����¢��>��©�¦��"�����^��¢>���"�r��¢�������©r���n���ç�«���û��� ¡���¢>����¨K�àÓ(·
}�~ç�Î��¢��������"�>©0���"� �r������� ����������Ý

ωp
Ý
ωsup

Ý
δ1

Ý
δ1

�
K = δ1/δ2¤�~Î·Ò����� ¨ª� Ú ��¢(���O���"¦r���"�����

E(ω) = W (ω)[HI(ω) − P (ω)]
Ý|�������«�

P (ω) =
M

∑

n=0

α(n) cos(nω)

�|~çùç��������¢�� ���������"�������"�������
bn = α(n)

�¯���FY4¦������T�"¢>¢n��¢�¨z�8Ñ|� ¨ª�
maxω|E(ω)|

�n� �®¨ª³ ����¨K��Ý4���o���K����Ø�����¦��"¢��O���T©�¢n�|�"����� ¨ª� �������O�«��� ������¢n� ��¨ÃÞ����®½���¨K��ÚÚY4¦����>� ¡�¦���~
±«~ÎÖ�¦�©A������¢FY4¦��»�n���������r�����

S
���

N+2
©�¢n¦���Þ����T���������A×C¢>���"¦����«�����§�T�¸Ñ���¢n��¨ª���

ω1, ω2, · · · , ωN+2�Ã�>��×C��¢nÚ �����Î×C¦«����� ���O����©0���>�����"����¢n¢>��¢oY4¦������"ÞA���>�§��� �n×y���"��¢»���§�H�����«�����"�������"�»������������¢n�r�����"����«���T��¢n¢>��¢��O�"������×C¢>�"��¦��"���������WV
ρ = E(ωi) = −E(ωi+1) i = 1, 2, 3, · · · , N + 1

�«�������
ρ
�����r� Ø|³��à�������"�>�������|�"�����

¹�~ç½����n��� Ø���¢û©r��¢>�
N+2

Ø§������¢>���û���"�>�"�����������«���
α(0), α(1), · · · , α(N), ρ

~8Ö|�4�"����¢>¢n��¢
E(ω)

Y�¦«���r��������®©A��¢
−(−1)kρ = W (ω)[HI(ω) − P (ω)]���à�>��� ¦���� ������������¦��"�Ã�O¢>�"�>����Ø��"¢ç�"�T�>���o���"¨��à¨ª�§��¢n���"������V

P (ω) +
−(−1)kρ

W (ω)
= HI(ω)
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¼|~ç�ç���>©«¦����°������Þ«���"����¢(�����HØ��§����¢n���Õ���
α(i)

©r��¢>�
i = 0, 1, · · · , N Ý�� �§����¦«����¢»���Î×C¦������ ���K������¢>¢n��¢

E(ω)
~ÕùÎ���o�¯����Y4¦�³ç�"�������8Ün¦«�4�>����t×C¢>�"��¦��"���������

ωi
©«¦������"�Y���o�¯��¢K×C¦���¢>�����Ò�����ª� Ñ|�>¢>�"¨ª���wC©�¦��������ç�"���&���"¢>��Ø��§�r�K�"��¢n� U �t���K¨ª�8Ñ|��¨K��Ú������ �������"�;�"¢>¢n��¢�©�¦����«�Ã���ª�>��¢���¡�¦r���û�

ρ
~AÏ�����¢>�

E(ω)
��������������� �����ª�>�Î©�¦����«��� ��� ��¦�����¢Õ¦����4¦��"Ø��K�"���8Ün¦����>�à���Î×C¢n����¦«�����"�����

ωi
�«�������

E(ω)Ø���¢n�r�����"¢���¨K���������>���K� Ñ���¢>�"¨ª�«~
õ�~Î���������;��¦«�"Ø��

E(ω)
¢>���n��� Ø���¢ç©r��¢��

α(i)
�

ρ
�¯�§��Y4¦��O�n�à���§�>���o×y��¡��

ρ = E(ωi) = −E(ωi+1)©���¢��O���T�4¦��¸Ø��ª�����8Ün¦«�4�>�ª�«��×C¢n���"¦������"�����"~
¿|~çº»�@©�¢>�����"�>���n�à¢>�"©�� �>�¬�r���o�¯��Y4¦��à�"����Ø��"¢CÜ>���������«�à������×C¢>�"��¦��"������������Þ|�����«���r���Î���§�>���n×y�§�����&�����×C¢n���"¦������"�����@�¸Ñ��>¢>��¨ª���"~�º»�������«�����/�����>�"¡�¦����r�ç�������«����� ���������4���"��¢>�"¨������°��� �>��¢>�������������n�����"ÞA��"¦�¨K©���� ¢�~

º»�T��� ¡���¢n� ��¨K��Ó/��¢nö4�Î·Ò�+�����"��������×C��¢nÚ �O���A�����"¢>��¨K�����>�K�«�
ρ
�"�t� ���r�à�����"¢����"�����������n���_Y4¦����"����Ø��"¢CÜ>��t¦��Ç� ³�¨K� �>�Ã�>¦«©A�"¢>����¢��«�������K�>�K�����"¦������>¢��&���t�n����¦«�������Å��©«��� ¨������"�(©«¢>��Þ�� ��¨ª�����ª��©�¢>� Ñ|��¨ª���"���������������Þ������«�"Ø0~#�ç���Ã���Î�����(� ��¢>���"�>��¢>³ �n�>��� �§�°� �4�>��¢n�����§�4�>�����«���A����¡���¢>� �>¨ª�Î�����n¦z�r�¸Ñ|� Þ���� ���r���K������×C¢n����"��¢�¦��r��¡�¢����ü�������������������O¢>�"�>©�¦��"�n���������à�r� �>¢>���"~.Ï����"¨z�§��ÝÁ�"�H¢>�"�>¦����¯�������«���H��� �>�"����¡����«��¢���¦�����n����¦��"�����^�WY4¦�� ¢>¢>� Ú���~Aº»������©�¢����"�>�����������>�Ã�����"���>���¯����¢n���>��� Ø��"¢��¸Ñ|©�� ³��"� �¯�§¨ª�"�4�>�

N + 2
�"��¦r���"�����«����n��¨à¦��������«� ���ç��� −(−1)kρ = W (ω)[HI(ω) − P (ω)]

ÝA�>�O� �§����¦«�������;Ø��§����¢ç���
ρ
�ü�>�O��Þ|�����"������� ���Ø§��� ��¢>�"�°���

P (ω)
��×C¢n����¦«�����"�����

ωk
�K����×C¦������ �����"��¨K©����¸�¯�����

P (ω)
�n��� ��� ��¦�����©0��¢(�������"¢>©0�����§�������Á~Ïç�4�>����� ��¦_�r�����"����¢n¢>��� �����«��¦���©�¢n�|�"����� ¨ª� ���������n��¡��«� �r���§����Ø��^Y4¦��ç¢n����¦«���Î¨y���Õ���"�A¿A�´���ç�"��¨K©�¦«��������"�n������� ¡���¢n� ��¨K��j¶ÌmlE~
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è_³��y³ 	q¾Fë�Å¬· ¾>¸�ö@Åx·ìÀ�Ât¹1µ%¾Fë�Åx·ìÆ���y
º/Ñ|���n�>��� ����¢n���à��� ©A���à�����r� �>¢>���Ã����¡����¯��� ����������� �§¢����¸����¢n³��o���������O¨à¦«�Ç���n©A�"�����§�����{Y4¦��Ò�������"������>��¢>����¨ª�"�����à�n��¡�¦��"��� ����©�¢n�|�"����� ¨ª� ����������¨ª�"����� ���r���«�����������o���K� ��©«³ ��¦«����Ý0�>� �Å�"¨àÞr��¢n¡���ÝÁ�n�®©�¦����«���� �>�"�r��¢�¦«�>����� Ú ���«���O��� ¡�¦��������"�����"��©«�>���ç�«����� ��¢n������� ¡�� �������"���/ÉÊ½�~

ÛZÊ�
IÊ�É�Ê æzÐ�Ì ã'Ø5à æ³²^´ ã'ÐOâ¬à§âx×FÐ�ÔÝ×
º»�n�>�Î���°¦��������>�����>©0���"�����0�����r� �>¢>���Õ¨à¦������ Þr�����r���K�>¦�¢>���n©�¦��"�n�¯�à�"�ª×C¢n����¦«�����"���Ã�n�Î©r��¢n���"����¦«�©0��� ����Ý+�"��b«�>����©r��¢>�ç��� Ü>��¢û©r���>��¢;�ç��� ��¨K���r��¢0×C¢>�"��¦��"���������/�"�>©0����³��r� �§�;���>¦«�H��¢n¨ª���«��� �§�T��¦r���«�����¸Ñ|� �n������Î©�¢>�"�>�"�������������n���r�§�����Õ©0��¢n�������������/�������"�>�����r���"Ý�©A��¢»� Ün��¨K©����Î����� ¨ª� �r��¢@���Î×C¢n����¦«�����"��������¼�Í���Ú�����"����¢n¡�³��®��� ���"�>¢>� � �à�Ò��¢>¨K����� � �����«��}f¤�Í{��Ú§ÝÁ¤8±�Í{��Ú�Ý0�"�>��~�Ý�����¨àÞ�� ���Ò�>��¦«��� ��� Ú �à���^���O�>�"©r��¢>����� ���&����"��¨ª©0�����"���������n������¢n�����t��¦«�r��¢>�"������������¨K����� �r����� �������o×C��¢>� � �����«�����®�"�����"������¢>����� ���^�«���"�����¸��¢n�������j¶��¤HlE~�ãû�O����¦������ ���^�"�^�«� ×C��¢n�����"�������«��¦«�Ò�r����¢n�O©A�"�������"�

y(n) = x(n) − x(n − L)
wE¤|~ }�}+¿ U

���������
L

�����"�T�,b«¨ª�"¢>�®����¢>�¸�¯��¢n������������¦���Ø§������¢��������"¢>��~0Ö|¦t×C¦����"�����t�����>¢������o×C��¢n�����"���®���

H(z) = 1 − z−L =
zL − 1

zL

wE¤|~�}�}+Ì U
�"���t¢>���n©�¦��"�n�¯�ª���t×C¢>���"¦����«�����

H(ejω) = 2sen(ωL/2) , Φ(ω) =
π

2
− ωL

2

wE¤|~�}f¤�Í U
�"�@�«����� ¢�Ý)Y4¦��(�����r����¢n��©A�"�����»��� �����

L
©0��� ���Á¨kb������ ©����"�Á����������¢n��¡��"���

L
�"��¢>���;� ¡�¦r��� ¨ª�"�4�>�H���n©r���"����������n��Þ�¢>���"�T��³�¢n��¦�� �O¦������¯��¢n���à���"�û©������«�

z
Ýr���

zl = ej(2π/L)l ; l = 0, 1, 2, 3, · · · , L − 1
wE¤|~ }+¤|} U

y(n) = x(n) − x(n − L)
wE¤|~ }+¤�¤ U�"�T�������>¢>�K����������Þr�§���r��������©r���n�ª�"�n���K¦�Þ«��� �§���®���Ò������×C¢n���"¦������"�����

(2l + 1)π

L
; l = 0, 1, 2, 3, · · · , L − 1

�����à©A���>���"�������«����������¢n¨ª���«��� �§���®�§���"��¦���¢����n�����Ò���
ωl =

2πl

L
; l = 0, 1, 2, 3, · · · , L − 1Ö|��©�¦��"���à�>�"���"����� ���r��¢����K� ���«����������� ���&�«�Ã¦����"��¢n�����ü�"�@�r����¢n�ª©0��� ���à��¡�¢>��¡��������ª¦���©0�����ª�>��¨K������¢�Ý���®�������"�����§�������Ò�«���T���"¢>�ª©�¢>�+Ø��"�Ã¦����KÞr�§���r�®����©r���>�«Ý0¨K���"����¢��§���������"��¢>���ç���K� �§�����"���������ç©�¢n�+Ø����"�
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�§�>���4¦r���"�����t�"�^���àÞr�����r�O�n¦�©�¢>� ¨ª� �r�«~«Ó;��¢�� Ün��¨K©����O�n�T�>��������¢n�|�«¦�����¦��Ò©0�����O�"�
z = 1

�>���>�����«��¦���r����¢n�®�/ÉÊ½$�����
H(z) =

1 − z−L

1 − z−1

wE¤|~�}f¤�� U
©�¢n�|�«¦�����¦��^�r����¢n�ª©r�§�>��Þr�+Ü>����Ý0�>�@���û©0�����K���o�����"�

z = ±j
©�¢n�|�«¦�����¦��^�r����¢n�ª©r�§�>��Þr�§���r�K�Ò�n�;�"�©0�����O�"�n���K�"�

z = −1
©�¢>����¦��"��¦«�t��� ��¢n�®©r���>�ª�����¯���"~

÷Î��¢>��×C��¢>¨ª��¡������"¢����A���������n�����Ã����¦����r����¢>�Ã�/ÉÊ½©0��� ���Î�"�������«�>���«��¢��§�����O����×C¦����"�������«����¢��§�����×C�"¢>���«�����
H(z) =

M
∑

k=0

h(k)z−k wE¤|~�}f¤§± U
��¢n���"¨ª©�����Ú �§¢��

z
©0��¢

zL Ý«���������
L

�"�ç¦«�Ò�"������¢n��©0���>������Ø��

H(z) =
M

∑

k=0

h(k)z−kL wE¤|~�}f¤�¹ U
�n�;���K¢n���>©«¦����o�¯����¢n��¡�� �r���Á���"�T�r� �>¢>���;ÉÊ½Ð�"�

H(ω)
Ýr�"���������"�������K¢n���n©�¦����o�¯���"�&×C¢>�"��¦��"�������ª���"�@�r����¢n��>��©0�O©A�"�������"�

HL(ω) =
M

∑

k=0

h(k)e−jkLω = H(Lω)
wð¤|~�}f¤�¼ U

���à¢>���n©�¦��"�n�¯�
HL(ω)

����¦��r�®¢>�"©A�¸��� ��������������¢>���"�
L

���
H(ω)

���Ò���T�����>��¢nØ§��� �
0 ≤ ω ≤ 2π

~
Ö|�T�"�T�>���o���"¨��®��¢>� ¡��������.�;ÉÊ½ß�����t×C¦����"�����t������¢>�����n×C�"¢>�"�������

H(z)
��� �������"��¢n���Î�O×C¢>�"��¦��"�������

ω0
Ý�"�4�>�����"�������®×C¦����"�������«�Ã��¢>�����n×C�"¢>�"�������

HL(ω)
�>���"���ÃØ§������¢>�����4¦������{wy� ���Î¢n���n©A�"�"����Ø������"��¢n��� U �K×C¢>����"¦������"�����

ωk = ω0 +2πk/L
©r��¢��

k = 0, 1, 2, 3, 4, · · · , L−1
Ý�����¨K���>��Ø����"�O�r¡�¦�¢>��¤�~ }+¼|~4Ö|��©�¦��"������������"����¢Î�>��� ���¸��� Ø§��¨K�����>�O¦������t¨z�§�����"¢>�����"���"�/�r� �>¢>��©0��� ���O�����Å¦«�Å©0��� ������¢n¢>�"�>©0������� �������§~ûã@����������"�����"�����Ò����¦������"¢>��©«¢>�+Ø��"�O¦��r�ªÞ������r���«�Ã©r���n��Ý0¨ª� ������¢>���`Y�¦«�à���������"¢>���ç¢>�"�n�¯�§�4�>����©�¢n�+Ø����"��§�>���4¦r���"�����t�"�^���àÞr�����r�®�>¦«©�¢>� ¨ª� �r��j¥¤�}clE~

�ç�ü� Ün��¨K©����ª��³�©«�������>�O©�¢n���>�"���¯���������K�r¡�¦�¢>��¤|~�}fõ|Ý.�«�������O�n�àØ��O������¢��§¨ª�"�4�>�Ã����¢>�"�>©�¦��"�n���Ò�"�×C¢n����¦«�����"���O����¦����r� �>¢>�K�/ÉÊ½�>��©0�O©A�"�������"���
L = 4

Y4¦����n¦�©�¢n��¨K��¨kb�� �>��©�� ���°Þr�����r�§��~
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0

0 3 /2/2

|H(ω)|

|HL(ω)|

ω

ω
ππ π

π

2π

2π

�/� ¡�¦�¢>�O¤|~�}+¼5Vr½���������� �������
H(ω)

�
HL(ω)

����¦��t�r� �>¢>�®©A�"�����

0

|H(ω)|

ωπ 2π

�/� ¡�¦�¢>�O¤|~�}fõ'Vr�/� � �>¢>�O�/ÉÊ½ ����©0�®©A�"�����§Ý
L = 4
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ÛZÊ�
IÊ�ÛZÊ æzÐ�Ì ã'Ø5à æ³²^´ Ü�Ð Æ�×7Ø5×FÔÝÒ�Ð�Î�Ü�à�Ø
�ç���r����¢>�t����×C��¢n�����"��������¢�� ��� �§�/��� �����®¦��r�Ò¢>�"�>©�¦��"�n���^���Å×C¢>�"��¦��"�������sY4¦��K����©�¢>��©0��¢n�������r���»�����×C¢n����¦«�����"���à���>�����¸�r���

H(ω) = jω − π ≤ ω ≤ π
wE¤|~ }+¤�õ U�"���t¢>���n©�¦��"�n�¯�����Á��¨K©�¦�� �>�

h(n) =
1

2π

∫ π

−π

jωejωndω

h(n) =
cosωn

n
−∞ ≤ n ≤ ∞, n 6= 0

wE¤|~ }+¤�¿ U�n¦�¢>�"�>©�¦«���n���O������¨K©�¦�� �>��������� �>��¨K�"�>¢>� � �«Ý
h(n) = −h(−n)

Ý������«����� ¢�ÝþY4¦��Î�n¦���� �>���«�Ã©�¦��"���ÎÞ�������¢n�>��"�^���à�������n�����"¢����"�����t����� �����r� �>¢>�����;ÉÊ½ß������� �>��¨K�"�>¢>� �����°�����Á�>��©0�®�>¢>�"������¦r�§�>¢>��~
�ç�ü�r����¢n����� ×C�"¢>�"������������¢��«��Þ0�à�����«��¢�¦��r��¢n���>©«¦����o�¯�t���ü×C¢>�"��¦��"�������t� ¡�¦r���;�����"¢>�Ò��×C¢>�"��¦��"��������"��¢>��w

H(0) = 0 U ©r�§¢��¬Y4¦����n�Î�>�§��� �n×y��¡����>¦��"������� �������ªØ��"¢>�r�§����¢>�à���Î����×C��¢n�����"��������¢�~|Ö|������¨àÞr�§¢>¡���Ý�n�(�n�����"�>���&¦��Ç�«� ×C��¢n�����"�����«��¢�����Þ������r�Ò����¨K©����¸�¯��������¨K©A���>��Þ«���à� ��¡�¢��§¢>���������¦«���r����¢>�Ò�/ÉÊ½ ���� ����¡�����¦��
N

� ¨ª©r�§¢�Ýr�r���«��Y4¦��
H(π) = 0

©r��¢��
N

���Î��¨K©r��¢�~0º»�����ª©�¢����"�>��� �ª�����ç��� ×C�"¢>���«�����§����¢>�"��n�ª���¸�r���"�����¦���� ������¢oØ§�����t���®×C¢>�"��¦��"�������^�����>¢>�
0 ≤ ω ≤ 2πfp

Ýû���������
fp

��������×C¢>�"��¦��"�������^���©r�§�>�O�����T� ������¢oØ§�����
2πfp ≤ ω ≤ π

�>��©�¦«������×C��¢>Ú���¢��O���"¢>��~
ÛZÊ�
IÊ[¯`Ê æzÐ�Ì ã'Ø5à�ÏÈæë²^´ â¬àoØKã,ØNÎ�ÔÝÏoÆ�àoØ#á§Î�ÜÝÎ§Ü�×� Ð�ÌJèx×7Ø'ã

º»��¦��t� ���n�K�"�>©0���"�����Á�«��¦«�t��� ��¢n�O©r���n�®�>�|�«��Ý«�"�T��¦r���.©�¢>����¦��"��¦��^�"��¢>¢n��¨K���"�4�>�Ã����×y���n������Ì�Í o�������»�n���r�§�����(����������¢>���r�«~�º»��¦��>��©�¢>� ����� ©r�����«�ç� ���»�r� �>¢>���»©r�§�>���>�|�«���"�°�����"��¢>¢n���"�������ª����������� �n�>��¢���n�����O����×y�§�>��������¢n�|�«¦���� �r�Î©0��¢»¦��®�>� �n���"¨��Î×C³ �>� ����¦®���>¢>���>� �n���"¨��{j²¤|}�lð~�ãû����¢>�����o×C��¢>¨ª���r������ù���� ÞA�"¢n��n�à¦«��� ��� Ú �O×C¢>���"¦������>��¨K�������®���ü�"��¨à¦��«��� �§�����������ç����¨K�����ü¡������"¢����"�����ü���Ã�>���������"��¨ª����¦������r���������Þr�§���r�O���§�>��¢>���7b���� � �«Ý«���Ò©�¢>�����"����¨K���"�4�>�®�����>���������"���«��¢>���r��¢������Ò©�¢>�����"����¨K���"�4�>�®����Ø���Ú	j¶��¤nlE~
Ó/�§¢��Ã�"�A��� �>�"���à���ç���n�>�ç�>��©0�Ã�����r� �>¢>���(�>�ç©�¦����«���r���"��¢�����¢�� Ø��������ç�����Õ��� ©A�������ª±Ã���Î�����¯�§Þ����¤|~²¼O¦«��� ��� Ú �����«�à���û��� ¡���¢n� ��¨K�Ã�«��Ó;��¢>ö4�Î·^�+��� ��� �����Á~ãû�à��¢��§���n×C��¢n¨��§�r�à����ùç� ��Þ0��¢n���>�����>©0���"� �r���

H(ω) =

{

−j 0 < ω ≤ π
j −π < ω < 0

wE¤|~�}f¤�Ì U
Ïç©���� � �����«�����®��¢>�����n×C��¢>¨ª���r�ª� ��Ø���¢n�������O�r��¦«¢>���"¢�Ý��>�Ã©�¦����«�O� ��� ��¦�����¢ç���ª¢n���>©«¦����o�¯�t���@��¨K©�¦����n��������Ã��¢��§���n×C��¢n¨��§�r�à����ùç� ��Þ0��¢n�WV

h(n) =

{

2
π

sen2(πn/2)
n

n 6= 0
0 n = 0

wE¤|~�}+��Í U
���������

h(n)
�"�»������� �>� ¨ª�¸��¢>� � �«Ý+� �«�r�����¯���Ã���Î� ��¦��>���ðÝ8©r��¢>�Î����� �§�>��� �§¦������|�����Ã¦��r�

h(n)
����� ����¡�����¦��

N
Ý
h(n) = −h(N−n−1)

~8¬/�§¨àÞ����"���>�Õ��Þ��n��¢nØ§�`Y4¦��°©���¢���¦��r��¢>�"�>©�¦«���n���Î������¨K©�¦����n��������� �>��¨K�"�>¢>� � �
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�n¦^¢n���>©«¦����o�¯�ª�"�Ò×C¢n���"¦������"���®����©�¦�¢>��¨K����������¨ª��¡�� �r��¢n���«~Ó;��¢��Ã�"�A�«���>�"���O���ç�����°� ���n������¢n���(���"¦r�§��¢n�à���Î��� ��¢n���°�/ÉÊ½ �n��¢>�cY4¦����"¢>��Y4¦������
H(ω)

�>���à����¢n�O©r��¢>�
ω = 0

©r��¢>�
N

©r��¢��O��¨K©r��¢ç���¯��¨ÃÞ����"�ü©r��¢��
N

� ¨ª©r�§¢����
ω = π

~TÓ@��¢�����Y4¦��®�>�"¢>³���� ¨ª©0���>� Þ������� �>�"�r��¢»¦��®�r� �>¢>��©r�§�>������������� ©A��ù�����Þ0��¢o� Ý§�>���®�"¨àÞr��¢n¡���Ý��"�ª����©�¢����¸��� � �������;��¢��§���n×C��¢n¨��§����¢>�"�»©r���n��>�|�������Îùç��� ÞA�"¢n�(�>���������«�����"����¢n�����"Ý|�n�������>�ç�����"���n� �¯����¦�Þ�¢n��¢(¦��r�ÃÞ������r�����ç×C¢n����¦«�����"�������«�Î�����>��¢>�"��~º»�������«���������ÁØ§��� ��¢�¢n� ���T�������à¢>���n©�¦��"�n�¯�K����ùç� ��Þ0��¢n���>��¢n³��5V
H(ω) = 1 ωL ≤ ω ≤ ωH

wE¤|~�}+�«} U
è_³��y³ Çä¸c·FÂ`Ä�Å À�Â¤¹1µ�¾Fë�Åx·ÁÆ���y º�Å¬¼ ö�ë�Åhí^ë ¶�z ¶x·ò·>¸<z ÷�µW¶hÀ�Åhë�Â`·

����¨K��¢>�"�>¦�¨K������r�����n���>¦«¡����"¢>�����(���"�"�>��¢¬Y4¦����"�����>¦«� ���������n��×7�O����¢>��� ��Þ�¢n�K������¨K��¢n��������Y�¦«�� Ñ«� �n�>�����®���|¨ª�"¢>� �§�����¯��� ���H�"��¨K��÷��¸�¯� Ø��§Ý�Ö|��� ����Þ.Ý�·&�8�����§ÞÁÝ�ÓH�>�����"¨Ã��Ý§�"���§~�Ó;��¢»�ÊÜn��¨K©�� �����ª·&�§�>����Þ�n��©«¦������"�&�"���������>¢���¢����§��×C¦������ �����"��©���¢��O���T�W�����"¦����«Ý«©�¢n¦���Þr�O����� �>�"���ª�«����� ��¢n������� ¡�� �������"���/ÉÊ½^V
��������� ��������� ���������� !��� �������� "� ���������$#% "�&!' ���$#)(*(+� , '�-*- � -%. � , '0/�/ � -�. � & � ' ��1 /�'�- �1 ' �* )#$�2� 1 ' �� )#$�!3)�*42� ��# / #$52� ,6��� & #$��(7��*��#*8�52�9���$�0(!#$�

è_³W²;:z³ yÁÂ`·;÷{z Â`¼
º»�®���n�>��� ��©�³���¦�� ���>�a�����K���r��� ��Ú �§���Î����� ��¢>���"�>��¢>³ �n�>��� �§�H©�¢>� ����� ©r��� ���/�«�������/��� ��¢n���H��� ¡�� �������"�H�/ÉÊ½�Ý���K���"��¢>³��ª���à���#��� ���>� ���&��� �>�"����Ý0�����ç¨ª�¸�����������&©�¢n�|�"����� ¨ª� ���������ç¨y���Î¦|����� ��Ú��������"Ýr�>¦����"�n��¢n¦��"�>¦�¢��§����O� ¨ª©«����¨K����������� ���ÁÝ��¯��¨àÞ«�����ü�n�_�r���Å�>�����������«�Ò�"�Ç�§��¡�¦��«����� �§�>�������§����©���� � ���"�����«���Î�«�K�"�n�>�������v��>¢>���"~�����ÞA��¨K�����"�����r�§¢oY�¦«�ç�"�����§�(¨K�"�>�|�«������¡�³����;���ç�«���>�"��������¡�¦«�r���»Ø��"������¢>���n¦�� �����K¨à¦«�à�>����� ��������"¦r���������>��¢>������� Ú ���®¨ª���4¦r��� ¨ª�"�4�>�����"���������"¦������«��¢��«Ý§�>� �ª�"¨àÞr��¢n¡���Ý������ª����������¢n¢���¨K���"�4�����Õ¨ª�����"¢���r�§���«���"��¨ª©«¦«����Ýr¦«�r�®Ø���Ú��������"���������ª���o�¯�®������¢>³��|Ý��>��©�¦��"�����^�����>��¢>¢n��������¢�©�¢>��¡�¢���¨ª����©0��¢n�>���r�§������"��� ����¡�¦��fÜn�������K������������Ø��"�oY�¦«�K�«����©A�"¢>¨K� �¯�§�ü¢>� �§����Ú���¢Î�4¦��"�n�>¢>����©�¢>��©��������«���>�"�����"~@÷ËÞ�� ���Å�>�H�n�Y4¦�� ��¢>�"�^¦|����� ��Ú���¢C�«��¢>¢>��¨K�����������������/��� ��¦�� �à����� �>���«�ª¨y����� ��¦��o��¢��8��� Ø§����©A������¨K�����§��¦���� ¢��O©�¢>��¡�¢��n�¨ª�����«����©���� � ���"�����yY4¦������O�>�Ú�����t¨ª�"����� ���r�����«~�Ö«�§Þ����"�����O����������Ø���¢o��¦��«��������� ���°�r����¢n�����/ÉÊ½�Ý«�"��"�/�>� ¡�¦�� ��������� ��©�³���¦�� ���n�®��ÞA��¢>�r��¢������;�����n�������«�Ã�r� �>¢>���çÉ>ÉÊ½�Ý�Y4¦��O�n���ü����¢>����������¢n�r�§�>� Ø§�ª�����r� �>¢>������ ¡�� �������"���"���^�n¦���Ø��"�4���fÜ>�����������oØ��"�4���fÜ>���"~

í������������ ¼�Í  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ



¡ ]T¢¤£�d1QQ_7r <
} RT_�dÒ[1r§S PZU [^UÙS�¢¤QZU¨S	d^] RTNÖPµNQR�dÒ] ]X_ R�~ ¢¤QQ_FS�r
= p�p?> @

ãT���Î�r����¢n�������O¢n���>©«¦����o�¯�t���«�r�«� �¯�ª���/� ¨ª©«¦����n�°wyÉnÉÊ½ U ����¨àÞ�� �����n����������¨��§������¢>�"��¦�¢n�>� Ø������t��¦'��>��¢>¢n��¡�¢n���>��Ø��������K¨ª�+Ø���¨K���"������©�¢n��¨ª�"����� wCÏ�½ç·^Ï U Ýû���sY4¦��ª�������o�¯�������K¦��r�t©r��¢n�>�yY4¦��ª�"×C�"�"��b�������>¦�¨ª�ü©A���«����¢>���r�ü���t�����"�4�>¢������
x(n)

�V¢n�"�¯�§¢>�����®���
x(n − i)

ÝH�V��������¢>�°Y4¦��t�¸×C���"��br��¦��r��n¦�¨��ü©0�������"¢������Å���t�����O����� ���r�§�
y(n − i)

¢>�¸��¢��§�����r�§��~(½��"����¢n�r�����«� Y4¦����������ü�r����¢>�Å����������¡������wy�|Ï U ¡��"����¢>�Ç¦��r�Ç¢n���n©�¦����o�¯�� �«�r�����¯�Å������¨K©�¦����n��Ý»©r��¢n���"����Þ�Ø����~Y4¦��^¦��Y�n���n�>��¨ª����� �>�"¢>�"�>������¢n���>©«¦����o�¯��� �«�r�����¯�O���T� ¨ª©�¦«���>�®©�¦«���r�K��¨à¦�����¢����§������¢��§�"���"¢>³ �n��� � �����«��¦��Ò�r� �>¢>�K���r�§����¡�� ����~«ãû�K¢n�����©�¦«���n���K� �«�r�����¯�à����¦��Ò�>� �n���"¨��O��� �>�"¢>�"�>�®É>ÉÊ½ß�>�����"ÞA���O�>¦Ò� ��¢>���"�>��¢�¢>�"��¦�¢n�>� Ø��yY4¦���¢>�¸��¢n������� ¨ª�"���¯���������� ���r�K¢>�¸��¢��§�����r�|~T�Î��Þ«�����t�������>� ¨ª� ��� �>¦��t������� ���Î¢n�WY4¦���¢n��¨K���"�4�>�������O¦«���|ÏÃÝA�������/�����n���������¦��K�r� �>¢>������¡�� �¯�§��É>ÉÊ½�Ý4���������"��������¨y���(©A��©«¦�����¢»�"���"�A¨ª��©0�������r��� ��¡����"������� ¡�� �����ðÝ§���°�����"��¢�Ý4¨ª��©0� ��¢����×C¦��«�������Ã���(��¢��§���n×C�"¢>���«�����
H(s)

���Ã����©������«�
s
�ç����×C¦«����� ���Ã���(��¢>�����n×C�"¢>�"�������

H(z)
�"�à����©��������

z
~

º»���"�n���ç� ��©«³ ��¦«�����>�Î��Þ0��¢>�r�§¢������0���#�§�����n���»���������Õ��� ��¢n���»��� ¡�� �������"�»É>ÉÊ½�Ý��>¦��°� ��¢>���"�>��¢>³ �n�>��� �§�(¨y���� ¨ª©0��¢n���������"��Ý4���o��¢>¦«�"��¦«¢������ª¨ª�¸��������� ��¡�³��§�»������� �>���«��~r����Þ0��¨K�����"��������¢CY4¦����"����Þr���n�����A���#��� ���n���¢n� ��� ��Ú �§�����®�����»�"�����"��©«�>����¨ª����� Ü>�������Õ©r��¢>���"�r�����n�����������r� �>¢>���(�/ÉÊ½�Ý����r�"�n�>¦����������������»�r����¢n���»É>ÉÊ½©�¦«�������>�"¢ç¨ª����×����"���E~
ïy³W²h³ ´T¶^ë�¶hºC¾>ÂZë�ðc·7¾>¸Wº�¶x·îÀ�Âñµ�Å¬· ¹sµ%¾Fë�Å¬· �«��y

ãT���°��� ��¢n����ÉnÉÊ½Ù�>�����"����� ¡�¦��r���(Ø��"�4���fÜ>�����ª�����oØ��"�4���fÜ>�����>��Þ�¢>��� ���°��� ��¢n���°�/ÉÊ½ Y4¦����n�����4¦��«�����§��O�����4�>���4¦r���"������V
�ç��Þ�� �������n¦�¢n���"¦�¢>�n� Ø����r�§���"����©A�������û�"�|�¸�r��� �������"�@©«¦������"�Ã¡��"����¢>��¢T�r� �>¢>���T�«�»¡�¢�����©0������� ��������"�^���àÞr�������K�����>¢������n���"�����Á~
ãT������� ��¢n����É>ÉÊ½©�¦����«���&¡������"¢���¢�¢>�"�>©�¦«���n�����������Ò¦��ÒÞ�¦����Ò¡�¢>�����®������©�¢n�+Ñ|� ¨����"�������"�Á����¨_�©0��¢o�¯��¨K���"�4�>����ü¦��	�r����¢n�����r��� ��¡����"��ÝÕ���o��� ����Ý���¨à¦����������V���¢>�"�>©�¦��"�n���¾���Î��¨K©�¦����n��V���

¼«}
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¢n���n©�¦����o�¯�®����×C¢>�"��¦��"�������«Ý«���_Y4¦����"¦r�������®���Ã×C¢>���"¦����«�����O����¨Ã¦����o��¢>�"�®����¨à¦«����� ���Ã���t����¨_�©���¢����"�������"���t������×C¢n���"¦������"����������� ������¢n�������T�"��¨K©A��¢o�¯��¨K���"�����Ã�«��¦«�Ò�r����¢n�OÉ>ÉÊ½$�"���n��¨K������¢��¦«�t��� ��¢n�K���r��� ��¡����"��~
ãT���ç�r� �>¢>����ÉnÉÊ½X©�¦«�����"���n��¢����«���n����Þ�� ����Ý.©A��¢Î����Y4¦��_�r� �«Y4¦��O�n��¢���¦«���r���«���>���Î�������H�«���>�"����~ãT���ç��¢n¢>��¢n����� �4�>¢>����¦��"�����������ü�"�;�W�����"¦����ª���à���ª���§�������

y(n)
���"Þ����«�������K©�¢>�"��� �>�����^�r�����¯���«�� �����/��� ��¦�� ����¨ª�§���"¨z�§�>���"�����>������� ×C³ ��� �������«�ª©�¢n�����"��� ¢����"��¨ª�Ò�������>�"��¦��"��������©�¦����«���±�r�§����¢� �����o�¯��Þ«�����"�T�>���o���"¨��®���T¨K�+Ø���¢�� ����©0��������×C¦«��¢��O���"�T��³ ¢>��¦«���®¦������¯��¢n����~

����¨ª�
h(n)

�"�����«����� ���«ÝA�«������©0���>� Þ���������¨ª��¢�¦��r���>¦«¨������O�"����Ø���� ¦���� ���ü���"�>���O¦���©�¦«�4�>��«��Ø�� �n�¯�O©�¢����"�>���"��~
���t©�¦����«���Ç�n��¢����O×y���>�®� ���������/�"��¨ª�t�"��� �����r� �>¢>�����;ÉÊ½�ÝÁ©0��¢n�^�"�n�>�^�n�K�"��¨K©A�"�����Ò���H���"����¢¦«�r�O¨ª� Ün��¢�¢>�"�>©�¦��"�n���ª�������à¨ª��¡��«� ��¦«�����t×C¢>���"¦����«�����|~

�Î�"�;����©�³���¦�� �������>��¢>� ��¢��>�à�>��ÞA�xY4¦��à¦��&��� ��¢n������×y���>����� ��� ���û���"ÞA�����"����¢�¦«�r�ª×C¦����"�����^�����>¢����«�n×C���¢n�����"���{Y4¦������§�>���n×y�§¡��O���à�����������"�����°j¶��¤nl
H(z) = ±zN−1H(z−1)���������

zN−1 ¢>�"©�¢>�"�>�������Ò¦��&¢>�"����¢>�«�����
N − 1

¦���� �r�����"�����ü�"�;��� ��¨K©A�«~AÓ;��¢��ª��¨K©����"¨ª�"�4����¢����o����>��©0�Å�«�Ò�r����¢n�Å�"��¨K��ÉnÉÊ½ ����Þ0�Ò�>�����"¢�©0�������O��¨ª��¡����åwC����Ø��"¢>�>��� U ×C¦«��¢������"���"³�¢n��¦�� �Å¦«��� ����¢>� �Å©0��¢�����r�ª©0��� �ª���"����¢>�ª�����@��³ ¢>�"¦����K¦������¯��¢n����ÝNY4¦��Ã���	�r��¢>³��K� �����o�¯��Þ«����~�Ó@��¢ç����������Ý�¦��^�r� �>¢>�KÉ>ÉÊ½ � ��¦«��������"�n����Þ������«�ª©�¦«��������¨K©�� ��¨K�����¯��¢n�>���"���t×y���>����� ��� �§�ð~
ïy³�è_³ � ·7¾Fë ÷�ºC¾;÷�ë�¶x·ÁÀ�Â¤¹1µ�¾Fë�Å¬·òÀ�¸�íh¸�¾;¶^µcÂ`·Ë�«��y

½�������¢>�r���«���{Y4¦������Ã�>����� �r���«��¦����>� �n���"¨��������«� �������«���>�"¢>�¸���O©�¦��"�������n��¢>� Þ���¢n�>���"��¨K�à���Ã�"����Ø��m�� ¦���� ���&���Ã�����"�4�>¢��������������n¦�¢>���n©�¦��"�n�¯�t���@��¨K©�¦�� �>��Ýr�^�>�;¦����r� �>¢>��ÉnÉÊ½´�n¦�¢>���n©�¦��"�n�¯�t���@��¨K©�¦�� �>��"��� �«�r�����¯�«Ý|�������������"�
y(n) = x(n) ∗ h(n) =

∞
∑

i=0

h(i)x(n − i)
wy�«~ } U

�n�à��Þ��n��¢nØ§�zY4¦��Ã���n������©0��¢��§�������&©r��¢>�ª¦��ü�n���o����¨ª�ªÉnÉÊ½´�"��¨K©�¦«�¯�§�������r����¨K�����>���«������¢n� ��� ��Ú���Þ��������Y4¦��ª�>�K�����"���>���¯���Ç���«�r�«� �����������"�r�"�������>����Ý;�>¦�¨ª������©�¢>����¦��¸�����"~@Ó;��¢��¯�������«ÝT©r��¢��1Y4¦���¦����>� �n���"¨����� �>�"¢>�"�>�ª�«���"��¨ª©0�����"���������r�����¯����©�¦��"�r�ª¡������"¢���¢�¦��r�K����� ���r�O���|�r��� ���O�����Ò¦��r�K������¢>���r�ª� ¨ª©«¦����n��Ý�"�«�>� �n�>��¨ª�Î����Þ0���>�"¢»¢>�"��¦�¢n�>� Ø���Ý��"���������"���Õ©r��¢>��©A�����"¢/¢>������� Ú ��¢;¦��à�r����¢>�Î���>� �n���"¨���ÉnÉÊ½ �"�»�����"���>��¢>���¦����®�"��¦r�§�������^�"�^����×C��¢n�����"�����aY4¦���¢>�¸��¢n������� ¨ª�"���������à����� ���r�à¢n�"�¯�§¢>�r�����«Ýr�������"����¢

y(n) =

q
∑

i=0

b(i)x(n − i) −
p

∑

i=1

a(i)y(n − i)
wy�«~¥¤ U

�Î��×C��¢>¨ª���n��¨K������¢H�������Õ�r� �>¢>���Õ��� ¡�� �������"�Õ�/ÉÊ½�Ý��n�ç�>�����«�����«� ×C��¢n�������"���"�n��¢n¦��"�>¦�¢��§�����ç��¨K©����"¨ª�"�'�������� ���®������� ��¢n���»É>ÉÊ½�Ý��������>� ����¢>���������������"¦r����� ���K�����«� ×C��¢n�����"������Y4¦����>��¦«��� ��� Ú ��©r��¢>��� ¨ª©«����¨K��������¢
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¦����� ��¢n��É>ÉÊ½ �V�§©���� � �����«�&���Ò¬;¢>�����o×C��¢>¨ª���r�
Z
w
TZ U Ý;�>����Þ«��� ���������^×C¦����"�����Ç������¢>�����o×C��¢>�"�������

H(z)
���"�Á�r� �>¢>�

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

B(z)

A(z)
=

q
∑

i=0

b(i)z−i

p
∑

i=1

a(i)z−i

=
b0 + b−1z

−1 + · · ·+ bqz
−q

a0 + a1z−1 + ... + apz−p
, a0 = 1

wE�|~¥� U

���������
p
�������@�þb�¨K��¢>�ª���Ã©0��� ����Ý

q
���ç���û�þb�¨K��¢>�ª���Ã�"��¢n���Î���

H(z)
Ý
ai

�
bi

�>�����������"�|�¸�r��� �������"����"�Á�r� �>¢>��~
��¦r��� Y4¦����"¢à����©0�����t�"�n��¢n¦��"�>¦�¢��°Y4¦��t�>�t�>�"���"����� ���������"ÞA�t�n��¢®�WY4¦���Ø��§�������>�t����¨K���>¨K���n���n�>��¨ª�«~�Î�"©A�"����� �������ª����¨K�K�>����¢��8�����^�����������ç�"��¦r���"�����«���ç��������¢n����¢n�����>��©�¦����«������Þ|�����«��¢���¦r�§�>¢>�®×C��¢>¨ª����®���o��¢n¦��"�>¦�¢�����������¨K©�� ��¨K�����¯���"������¨z����¦|����� ��Ú����r���cV

�r��¢n¨�������¢n���"���OÉ
�r��¢n¨�������¢n���"���OÉ>É��®����������� � �
�r��¢n¨���� ���n� ���r�
�r��¢n¨���©r��¢��§�������

÷Î��¢>�����"�n��¢n¦��"�>¦�¢��§�����O� ������¢n�����"��¨ª�y( ���§�n��� ����*���(Ê���8�>��� ���%� ���§������¢�*��>�O�"�n��¦«������¢���������������� ��©«³ ��¦«������n��¡�¦�� �������"��~
¯`Ê�ÛaÊ�É�Ê æzÐ�Ì ã'Ø5à ²s²?´ Æ�àoØ#á§ÎRÜÝÐOØN×FÒ3ã5Î

º»�O���o�¯�ç×C��¢n¨�����������¦������ ����wE�|~ ¤ U ���H� ¨ª©«����¨K���������r������¢n���"����¨K�������°���à¦��O�«����¡�¢>��¨ª���«��Þ����,Y4¦����Þ#�§�>���"���û�>� �Ã�"×C�"�"�>¦r��¢@������¡�b�������¨àÞ�� ��~fº/Ñ|���n�>���������@©r��¢n�>���@���à�"�n�>�(�r����¢n�ç���"����¨K���r�§�r���û¨ª�+Ø���¨K���"�����©�¢n��¨K����� �Ç�	©r��¢o������¦|����¢n¢>��¡�¢>���n� Ø§� wyÏÎ½Î·^Ï U ~�ÏQ���ÇØ��"Ú��"�n�¯�V� ¨ª©�� ��¨K�����¯�§�������Y�����«��¦����Å�V�����×C��¢n¨��§�WV«�«��¢>�"�"���®É(����� ¢>���¸�¯�OÉ>É¯~
Â e�d8ÆÇzÅg;jCdf{|i�c züa

Ö|�T���à����¦������ ���^�"�^�«� ×C��¢n�����"�����hwy�«~¥¤ U �>�����"����¢n¢>��� ���à��� ¢>���¸�¯��¨K�����>��Ý��"�4�>�����"���Î�n�������"����V
y(n) = b0x(n) + b1x(1) + · · ·+ bqx(n− q)− a1y(n− 1)− a2x(n− 2)− · · ·− apy(n− p)

wy�«~²± U
Ö|����Þ��>�"¢nØ§�hY4¦���� Ñ«� �n�>���K�����Õ��³ ��� ���/����¢>�"����¢>�«��Ý�¦��r��©r�§¢��������n���r���r�«���"����¢��§�r�

x(n)
�à�������>¢���©r��¢>����Ã�>�"�r���Á�����>����� �r�

y(n)
Ý|���������"��¢"Ý5Y4¦����>���>������¢����

p + q
Þ«���,Y�¦«��������¢n�"����¢>���®�"��¨ª�Ã�>����©�¢n�������à������Ã�r¡�¦�¢>�K�|~ }�~
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n−1

n−1

n−1 n−1

n−1

ABABAABABACBCCBC
DBDBDDBDBDEBEEBEFBFFBFGBGGBG

HBHHBHHBHIBIIBIIBI

JBJBJJBJBJKBKKBK

LBLBLLBLBLMBMMBM
NBNNBNOBOOBO

PBPPBPQBQQBQ
RBRBRRBRBRSBSSBS

n−1 n−1

n−1

b1

b2

−a1

−a2

−a3

−a4

b3

b4

b0x(n) y(n)

�/� ¡�¦�¢>�O�«~ }�V�É>ÉÊ½$×C��¢n¨��à�«��¢>�"�"���®É

Â e�d8ÆÇzÅg;jCdf{|i�c züa+aàeVi�zrbûk0b;jyi�z
·&���«��©�¦�������������������¦������ ���Þwy�«~²� U Ý»�����O��³ ��� ���O�«�Ò¢n�"����¢>���Å�>�Ò©�¦��"�����¾������Ø���¢n�>��¢K��� ¦��r���>�����«Ý� ��Y�¦«�ª�"������¦��"��������×C��¢>¨ª������¢n���"����É>ÉÎ�«�K¦«�Å�r����¢n��É>ÉÊ½ �t���o��¢>¦«�"��¦«¢��^���������«��� �|~Tº»�n�¯��×C��¢n¨����n����"��¦��"�Ã���.�����n����¨K©A������¢����à�"��¦r�§�������±wy�«~¥� U ���Ò������×y���"�>��¢>�"�

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

B(z)

1 + A(z)
= B(z)

(

1 + A(z)
)−1

= B(z)C(z)
wy�«~¥¹ U

Y (z)

X(z)
= B(z)C(z)

©r�§¢��O¦��Ò©�¦������K�������"¢>¨K����� �
l(n)

⇒ Y (z) = B(z)C(z)X(z) = B(z)L(z)
wE�«~²¼ U

L(z) = C(z)X(z)

L(z) = X(z) − a1L(z)z−1 − a2L(z)z−2 + · · · wE�|~ õ U�"�4�>�����"����©A��¢��>¢����«�n×C��¢n¨������
Z

� �4Ø���¢n���
l(n) = x(n) − a1l(n − 1) − a2l(n − 2) + · · · wy�«~¥¿ U

©r�§¢��O���à�>����� �r�
Y (z) = b0L(z) + b1L(z)z−1 + b2L(z)z−2 + · · · wE�|~¥Ì U
y(n) = b0l(n) + b1L(n − 1) + b2l(n − 2) + · · · wE�|~ }+Í Uº»�n���K�"�n�>¢>¦��¸��¦�¢>�K�n��� Ñ«©«¢>���>�ª¡�¢��§�r����¨ª�"���������Ò���à�r¡�¦�¢��®�«~¥¤|~
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TUTTUTVUVVUV

WWXXYUYUYYUYUYZUZZUZ
[U[U[[U[U[\U\\U\ ]U]U]]U]U]^U^^U^

_U_U__U_U__U_U_`U``U``U`

x(n)

n−1

n−1

− a1

− a2 b2

b1

b0 y(n)

�/� ¡�¦�¢>�O�«~ ¤,V�É>ÉÊ½$×C��¢n¨��à�«��¢>�"�"���®ÉnÉ°�K� �§������� � �

Ï ���o�¯�à×C��¢n¨��à�n������� ����¨ª������������� � �«Ý«�r�����{Y4¦������à� ¨ª©«����¨K����������� �����������Ã×C¦����"�����������>¢����«�n×C���¢n�����"�����>�®¢>������� Ú ���"���Å����¨K������¢Î� ������� �r�������®Þ�� �'Y4¦��"���«�O¢>�"����¢>�«��~>�ç�r���"�n��¢n¦��"�>¦�¢��t���®¦��ü�r����¢>���� ¡�� �����û�>�O��� ���{Y4¦��®�������������«��� ���n�H���/�,b«¨ª�"¢>�����®¢>�¸�¯��¢n�������«�O�>¦Å¢>��©«¢>���n�����¯�§�������Å�"��������¡�¢���¨ª�������Þ�� �'Y4¦��"��������¡�¦����Á���T��¢>���"�Ò�«�����O����¦������ ���t���Ò��� ×C�"¢>���«�����§�^j¥¤|}clðÝ>j²¤§±mlE~
a c d8z°Móe�d8ÆÇzÅi�zrbûk0b;jyi�z

Ö|�r�n�ç¨ª����� ©�¦����§�O�����»��©0��¢>����� �����"�(�"�������"��¦r�§�������ª�"�ª����×C��¢n�����"���«Ý��n��©«¦������ç��Þ«�>�����"¢(�§��¢���×C��¢n¨������������� � �à�"�������������à����¨K�M®/�n���	�z�������������y�������5�O���3��������ÝNY4¦����>����� ¦��n�>¢��Ã�"�^���Ã�r¡�¦�¢>�®�«~¥�à�ª�¯��¨àÞ«������>�����«��¦��^¨K³��«��¨K�Ã����¢>�¸�¯��¢n�����"~

n−1

n−1

bcbcbbcbcbdcdcddcdcd

eceecefcffcf

gcggcghchhch iciicijcjjcj

kckckkckcklclcllclcl

b0

b2

b1 − a1

− a2

x(n) y(n)

�/��¡�¦«¢��O�«~²�5Vr�r��¢n¨��à��� ¢>�"�"�¯�à�>¢������n©�¦��"�n�¯�
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¯`Ê�ÛaÊ�ÛZÊ æzÐ�Ì ã'Ø5à ²s²?´ ×FÔÿÒ�Î�Ï,Ò�Î�ÜÝÎ
º»�à���o�¯��×C��¢>¨ª�«Ý+�������"¦r���"������wE�«~²� U ���@×y���"�>��¢>� Ú ���r�������>�"����� �����"�H���(©�¢>� ¨ª�"¢>���!m8�Î�>�"¡�¦����«����¢>�«���ÁÝ� ����¨ª���r�����>���"��� �������`(l�W���W�5�D�n�W*�~�ãû�®×C¦��«�������&������¢��§���n×C�"¢>���«�����K�����@�>� �n�>��¨ª�K�"�Î¢>�"©�¢>�"�>�"�4�����r���"��¨ª��"�»©�¢>����¦��¸���Ò���K×C¦«����� ��������Þ�� Y�¦�������~@���§�r�Ò×C¦��«�������ÅÞ«�\Y4¦r���Å������¨K©����"¨ª�"���¯���r���"��×C��¢n¨������ ¢>�"�"�¯��Ò� ���«���������Ò�����t×C¦��«���������"��¨ª©«���"���Ò�«���Õ�>� �n���"¨��Ò����¨K�Ò�>���"��� �������ê�W���W�N�D�Å���Ç�����>�����r�«~;º»���«����� ¢�ÝY4¦����n��×y�§�"����¢>��Ú������"�Á�4¦�¨ª�"¢����«��¢������"����¨K���r�§����¢��«�����à���"¦r���"�����Íwy�«~¥� U ©r��¢>�®��Þ«���"����¢�×y���¸����¢n��������n��¡�¦��«���&��¢n�����.Ý@� ����©A�������������"¢>�����>����¡�¢n¦�©r���Å�����>���"��� ���������>�"¡�¦������&��¢>���"�Ç�"���Ç©0���������^�"��¢>����"��¨ª©«���ÊÜn���������fÜn¦�¡���������©���¢��O��Þ«�>�����"¢������"�r�"�������>����¢>� �§�����"~�ãû�®�"��¦r�§�������^�®��¨K©�� ��¨K�����¯��¢°���

H(z) = b0

K
∏

k=1

1 + Bk,1z
−1 + Bk,2z

−2

1 + Ak,1z−1 + Ak,2z−2

wE�«~�}�} U
�Î�������

K = N
2

Ý��
Bk,1

Ý
Bk,2

Ý
Ak,1

�
Ak,2
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K

∑
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�«���Á�r����¢>�®��� ¡�� �����.�"��¢>¢n���n©A���,������"�4�>��~
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H(s)
�"�^�"�T©����§���
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z
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~
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z����¦«��¡��à�n����Þ«�>�����«������×C¦«����� ���������>¢������o×C��¢n�����"���
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H(s)�"���������4¦��«~/º»�n�>����¨K©�� ��� ��Y4¦���� Ñ|���n�>��¦����&¢>�"�����"����������¢n���"���^�"�4�>¢>����������¢��§���n×C��¢n¨��§�r��������ãû��©��������w
TL U Ýr�r��¦�¢>� ��¢^w TF U � TZ

~

 

Muestreo

z = esT z = ejω

h(t) h(nT )

H(s) H(z) H(ω)

T L T Z T F

�/��¡�¦�¢��O�«~²¼5Vr¬@¢����«�n×C��¢n¨����"�������«�
H(s)

�
H(z)
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As

1

Ap

|H(Ω)|2

Ωsup
Ω

Ωp

Ωs
1

A2

1
1+ε2

1
1+λ2

�/� ¡�¦�¢��O�|~ õ'V�ºÕ�n©A�"�����r� ���"�����«��������¦��&�/Ó(ÔÙ����������¡������

º»�®���ç�r¡�¦�¢����«~¥õÎ�>��� ��¦��o��¢>���à���§�H���n©A�"��� ��� ���"�������"�»�������ç¨���¡���� �>¦��O���|��¦r���«¢��������������Î¢>�"�>©�¦«���n����"�Ò×C¢n����¦«�����"���®����¦����r� �>¢>�K���r��� ��¡�� ����w
Ω

�>��¢n�"�r�"¢>���®���Ã×C¢>�"��¦��"�������ª����������¡���� � U ~ãT����©r�§¢���¨K�"�>¢>�����à����¨���¢��"�^�"¦��������K�"�^�"�T�����n�����K�>����V
ε
V�½���Ú"�K�"�^���àÞr�������®�«��©r�§�>��~

λ
V�½�� Ú��O���Ò���àÞ������r�®�>¦�©«¢>��¨K�����«~

Ωp
V���¢n���"¦������"���®��������¢o�������Ò���àÞ������r�®����©r���n��~

Ωsup
V��r¢>���"¦����«�����O�����"��¢n�>���"�^���OÞr�����r�O�n¦�©�¢>� ¨ª� �r�«~

�Î���������>�����"ÞA�����§�>���o×y�����"¢WV
|Ha(jΩ)|2 =

1

1 + ε2

���
Ω = Ωp

|Ha(jΩ)|2 =
1

A2

�"�
Ω = Ωs

1

1 + ε2
≤ |Ha(jΩ)|2 ≤ 1, |Ω| ≤ |Ωp|

0 ≤ |Ha(jΩ)|2 ≤ 1

A2
, Ωs ≤ |Ω|½���������� �����������Ò�����"��Þ0�����"�

Ap = −10log10

( 1

1 + ε2

)

⇒ ε =
√

10Ap/10 − 1
wE�«~�} ± U

í������������ õ�Í  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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As = −10log10

( 1

A2

)

⇒ A =
√

10As/10
wE�«~�}f¹ U

ãT����¢n��Ú����
δ1

�
δ2

�"������Þr�����r�����O©����>�t��Þr�§���r���>¦�©«¢>��¨K������¢>�"�>©0���"�>� Ø§��¨K�������®�"�n���§���"�Å�"�>�����������Þ«�>��� ¦«�¯���cV
1 − δ1

1 + δ1
=

√

1

1 + ε2
⇒ ε =

2
√

δ1

1 − δ1

wE�«~�}+¼ U
δ2

1 + δ1
=

1

A
⇒ A =

1 + δ1

δ2

wE�«~�}fõ U
 dfeTi�{�g;jyÆjC{|b0c+e�g@{�g;jyu�{��@e

}�~çÓ»¢n��©A������¢��"�>©0�������r� �§���������������t×C¢>�"��¦��"�������ª����������¡���� �
As

Ý
Ap

Ý
Ωc

Ý
Ωsup

�
fs

~
¤�~Î���§����¦«����¢��"�T��¢>�«���

n
�����Á�r����¢n�K�«���§��¦��"¢>���ª���Á©�¢n�����§����©0�®�O¦«��� ��� Ú ��¢"~

�|~çÔ°¦��>����¢����T©0����� ����¨K���
H(s)

�"�Ò����Þ����§��~
±«~çºH×C�"�"��¦���¢����Ã��¢>�����o×C��¢>¨ª����� �������

H(s)
�

H(z)
~

¹�~�����¢>¨ª��� ��Ú �§¢
H(z)

©r��¢>�O¦��Ò��� ��¢n�OÉ>ÉÊ½�~
¼|~ÎÖ������"���"�����r�§¢�¦��r�®���o��¢>¦«�"��¦«¢��ª©���¢��O��¨K©�� ��¨K�����¯��¢°���Á�r����¢n��~
õ�~çº»���"������¢>��¢

y(n) = TZI{Y (z)} = TZI{X(z)H(z)} ~
¿|~�É ¨K©�� ��¨K�����¯��¢ç�����"��¦r�§�������ü������¦������ ���������"����� ×C�"¢>���«�����§�Î���Å��� ¡�b����n��¨à¦«��������¢�Ý0¦��ü���"��¡�¦r�fÜn��«���§� ���O�«� Ø��"�T�®���Ò¦��r�K��¢�Y4¦��������¸��¦�¢>�O©r��¢��®Ó»¢>�����"����¨K���"�����K�Î��¡�� �¯�§�.����Ö|�"�r�����"��~

¯`Ê[¯IÊ�ÛZÊ µ«ØNà ã'àoã'ÐOâxà�Ï Î�Ô�Î�Ì�Ó�Õ�Ð�Ò�à�ÏKàqÎ�â�ØNà�±`Ð�á§Î�Ò�Ð�à�ÔÝ×FÏKâ¬à�Ì�Ð�ÔÝÓ�á§Ð�Ò�Î�Ï
ãT���O©�¢n�������>��©0���à�§�r������¡����"����� Ñ|���n�>�������"�ª�n���×C¦����"�����«���O�����>¢������o×C��¢n�����"���ü����¢n¨���� ��Ú����r���

H(s)���������r�§�¦��r�Ò¨à¦«��Þ�¦��"�r�&�§©�¢>� Ñ|��¨ª����� ������������×C¦������ ���Ç�«�K�>¢������o×C��¢n�����"���
H(Ω)

�^���t×C¦��«�������� ��� ���
HI(Ω)

~@º»�Ç�"�»�����n�����^���O�r� �>¢>��������������¡����������>�K¦«��� ��� Ú ������¨K©�� ����¨K�������Ã��������©�¢n� Ñ«� ¨��§�����������©0����� ����¨K�������°�n��¡�¦«�������>���WV
Ô°¦«�>�>��¢��°��¢o���
���«��Þ��������¸ØÒ�>��©0�®É(��ÉnÉ
º»� ³�©«�>���������K��������¦���¢
Ô°���>�n���
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¯`Ê[¯IÊ[¯`Ê µ«ØNà ã'àoã'ÐOâxàÑ· ßIãþã'×7Ø%�ÍàoØ'ã� îâ�Î�Ï'à è�ÎCàþÎ�Ï
ãû����©�¢>� Ñ|��¨ª���"�����®Ô�¦|�>���"¢��°��¢n���ª�"�°�"��������� �r������¨z�fÑ«� ¨���¢n���n©�¦����o�¯��©��������«Ý§�O�"�°����¢��§�"���"¢>� Ú ���r�©0��¢�Y4¦��ª�>¦�¢>���n©�¦��"�n�¯���"�Ã©������r�Ò������ÒÞr�§���r�^�«��©r���n�^�Å���Ç���tÞr�����r�Ò�>¦�©«¢>��¨K�����«~ûãû�^¨ª��¡�������¦�����
H(Ω)

�����"¢>���"��¨ª���«����������¨ª�"�����Î�"�
Ω ≥ Ωp

Ý«©���¢��à��Þ|�����«��¢�¦��r�àÞ������r�à���ç��¢��§���>� ������������¡����n�¯��n��¢>�cY4¦����"¢>��¦«�Ç��¢n�����V�§� ���«ÝT�>������¨àÞ���¢>¡��«Ý;�§��¡�¦��«���������n�������������Ç¦����¢n�����
n ≥ 3

�n���ÇÞr�§�n�¯�§�4�>����"��©«����Þ�� ��������¨ª�à�n����Þ��>�"¢nØ§�O���t�����r¡�¦�¢>�K�|~¥¿«~«ãû�à¨���¡���� �>¦��������n¦^¢n���>©«¦����o�¯�®����×C¢>�"��¦��"�������®�"�n����r�§�r�O©A��¢^j¶Ìml
|H(jΩ)|2 =

1

1 + ( Ω
Ωc

)2n

wE�«~�}+¿ U
�Î�������
n
V��������T��¢n�����Ò���"�Á�r� �>¢>�

Ωp
V��"�ç���Ã×C¢>�"��¦��"�������K�����"��¢n�>���"�^���àÞr�������K����©r�§�>��Ýr�"��¨kb���¨K�����>���>�������n���r�®�k�Ê����Þ

Ap = 1/(1 + ε2)
V�¨ª��¡��«� ��¦«���������OÞr�������®�«��©����>�ª�¬�Ê����Þ

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

|H(Ω)|2

Ω
Ωc

n = ∞

n = 1

n = 2
n = 5

n = 10

�/��¡�¦�¢��O�«~²¿5VrÓ»¢n�������>��©0�O����¦��t�r� �>¢>�KÔ�¦«�n����¢�����¢n���Ò©r���n�ªÞ��fÜ>�������t×C¦����"�����t���"�T��¢>���"�
n

�Î�����Ã�r¡�¦�¢>�ª�«~²¿O�>����Þ��n��¢oØ��_Y4¦������7V
Ω = 0, |H(jΩ)|2 = 1

©r�§¢��à�������
n

Ω = Ωc, |H(jΩ)|2 = 0.5
©r��¢>�à�������

n
�"���Ò¦��r�®�§���"�4¦r����� ���Ò�����Ê����Þ

|H(jΩ)| ����¦��r�à×C¦��«�������Ò¨K�����§�����r�à�«����¢n���"�������>�Ã©r��¢>�à�������
Ω

|H(jΩ)| �>����©�¢n� Ñ«� ¨��O�O¦��t�r����¢>�O� ��� �§�Á�>�
n → ∞

1 ≥ |H(Ωp)| ≥ 1 − δp
©r��¢>� |Ω| ≤ |ωp|
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|H(Ωsup)| ≤ δsup
©r��¢>� |Ω| ≥ |ωsup|ãû�à×C¦����"�����t������¢>�����o×C��¢>�"�������K�"�n���K���¸�r��� �r�
H(s) =

1

(s − s1)(s − s2) · · · (s − sn)

H(s) =
1

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s + 1

wE�«~�}+Ì U
���������

si
�>���Ò������©0��� �������Ò���T©��������

s
���������"�|�¸�r��� �������"�

ai
�>���^�þb�¨K��¢n����¢>� �§�����"~

ºHØ§����¦r�§�����ü���Ò×C¦������ ��� |H(jΩ)|2 ����¨K�&×C¦����"�����V�«�
s

©r�§¢������«��������¢>��¢®������©A�������Ã�����"¢>���"Ý»�>�
s = jΩ

Ý������"¨z�§� |H(jΩ)|2 = H(s)H(−s)
�

Ω = s/j
Ýr�n�������"���

|H(jΩ)|2Ω=s/j =
1

1 + ( s
jΩc

)2n
=

(jΩc)
2n

s2n + (jΩc)2n

wE�«~¥¤�Í U
ãû����¢>��³��"���������T�«������¨K����������¢��n���Ò������©0�����������

H(jΩ)

pk = (−1)
1
2n (jΩc) = Ωce

j π
2n

(2k+n+1) k = 0, 1, 2, ..., 2n − 1

º»�Ò¢>���n¦�¨K���Ò���O��©�¢n� Ñ«� ¨��§�������tÔ�¦«�>�>��¢�����¢o���t��� ���������§��� ��¢>���"�>��¢n³��n�>�������WV
º/Ñ|���o���"�

2n
©0�����������

H(s)H(−s)
�«���n�>¢>� Þ�¦�³��«�����"�������"³�¢>�"¦����&����¢����«���

Ωc
��� ¡�¦r��� ¨ª�"������"�>©r�§�����§���������

π/n
¢��§�������«����~�ãû����©A��� �����n���t�>��¨K�"�>¢>� �����°¢>���n©A�"�"�>�����A�ÊÜn��¢>�����.��� ¨���¡����r��¢n����Ý�n�����"¨àÞr��¢n¡���Ý��>������� ���

n
©A��� ���ÝY4¦��Ã���n�����ü¦�Þ�� � ���«���Î�"�ü���/�n��¨K��©��������ª��ÚWY4¦�� ��¢n���ª×C��¢n¨��§�&���×C¦«����� ���t������¢��§���n×C�"¢>���«�����
H(s)

���o�¯��Þ�� ��~
Ö��

n
����©r��¢�������©A��� �����n���7V

pk = Ωce
j πk

2n X Ωc

(

cos(πk
2n

) + jsen(πk
2n

)
)

�«�������
k = 0, 1, 2, 3, · · · , 2n − 1Ö��

n
������¨K©r��¢�� ����©0���������>���7V

pk = Ωce
j( π

2n
+πk

n
) Ý��«������� k = 0, 1, ..., 2n − 1ãT���Î©A��� ���Î�4¦��«� �t���n�������������;�ÊÜn�O� ¨���¡����r��¢n���sw
pk 6= jΩc U ~ÁºÕ�Å��¨ÃÞA���ç� ���n�����>�

n
����©r��¢��� ¨ª©���¢�� ����©A���������n���^�n��¨K�"�>¢>���"����¢n���>©0���¸���ª���T�ÊÜn��¢n� ���E~

Ö��
n

������¨K©r��¢�¦«���ª�«��� ����©0�����������n���K�"�^�"�T�ÊÜn��¢>�����ð~
�����r� �>¢>�à�"���t��©�¢n� Ñ«� ¨��§��������Ô�¦«�n���"¢��°��¢n���Ò�"�n���®�"��¨K©����¸�¯��¨K�������ç� ��¢>���"�>��¢n��Ú �§���O©A��¢�������©r�n�¢���¨K�"��¢n���

n
Ý
ε
Ý
δ
�����à¢>��������� ���

Ωsup/ΩcãT����©0��� �������Ò���à©r�§¢n����� ÚWY4¦����"¢>�r�O���"�T©����§���
s
�>��¦�Þ«��� �§�Ò�"�

pk = Ωc

(

− sen(
(2k + 1)π

2n
) + jcos(

(2k + 1)π

2n
)
)

k = 0, 1, ..., n − 1
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ãû�à×C¦����"�����t�����>¢������o×C��¢n�����"���O�>��©�¦��"�������>�"¢>� Þ���¢

H(s) = (−1)n

n−1
∏

k=0

pk

s − pk

<xú wyi�h;wCe�g@{�w�e�d8g@{�b
n

gû{üh@b\vHw7c+dfeÅc+jyÄ»e 9Ohûc�c+{4d�¡Ãe�dfc¢�
�ç��©«¢>��¨K��¢(©r���n�O�����"�.��� �>���«�à����¦������ ��¢n�àÉ>ÉÊ½Ù�������>� �n���Î���t� ��� ��¦�����¢(���.��¢>���"�

n
��������×C¦����"����������>¢����«�n×C��¢n�����"���

H(s)
���������Ã�"�>©0�������r� �§�����������K���r�§����¡�� � ���"~@ºÕ�o���t�/�§����¦«�������"©A�"�����t���"����� ©A���«���©«¢>� Ñ|��¨ª����� ����Y4¦����>�������n�������������§�����>©0���"� �r������� �����"���«���>�����r�����¯�§�������"��¨ª�5V

Ap
¡����r�����"���à�"�^���"��� ÞA�"�������������àÞr�����r�®����©r���n�

As
¡��������������à���8�����4¦r�§�������Ò�"�^�«����� ÞA�"���"���«�����àÞr�������K�n¦�©�¢>� ¨ª� �r�

fc
×C¢n���"¦������"���®��������¢o�������^ùç�"¢n�>Ú

fp
×C¢n���"¦������"���®��������¢o�����"�&Þr���«�r�O����©r���>�K���^ùç�"¢n�>Ú

fsup
×C¢>�"��¦��"�������K�����"��¢n�>���"�^Þ������r�®�>¦�©«¢>��¨K�����Ã���^ùç�"¢n��Ú

fs
×C¢>�"��¦��"�������K�«��¨Ã¦����o��¢>�"�ª�"�&ù���¢o��Ú�~

�Î�����O�r¡�¦�¢>���«~²Ìª�>��©�¦��"�����ü�¸Ø��§��¦r��¢������ç¨ª��¡��«� ��¦«����������������¡����r�§���������ç�"�����®Þr���«�r�ª����©r���n�Ün¦��o�¯��¨K�����>���"�^���à¢>�"�>©�¦��"�n���ª��������¢n����¦«�>��� ��Ú �§�����à���®�"��¦r�§�������~wy�«~�}+¿ U ~
Ó/�§¢��®�������"�>©0���"� �r������� ������������¦��^�HÓÕÔÎÝ��n�

Ω = Ωp
���Ò���àÞr���«�r�K�«��©����>�

Ap = −10log10

( 1

1 + (Ωp

Ωc
)2n

)

Ap = 10log10

(

1 + (
Ωp

Ωc
)2n

)

(Ωp

Ωc

)2n

= 10Ap/10 − 1

©r�§¢��O���àÞr�§���r�®�>¦�©�¢n��¨K���r�
Ω = Ωs

As = −10log10

( 1

1 + (Ωsup

Ωc
)2n

)

As = 10log10

(

1 + (
Ωsup

Ωc
)2n

)

(Ωsup

Ωc

)2n

= 10Asup/10 − 1
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½����n��� Ø����"�����®©r��¢>�
n

n >
log10

(

100.1As−1
100.1Ap−1

)

2log10(
Ωsup

Ωc
)

wE�«~¥¤|} U
Ó/�§¢��à���o�¯�à×C��¢n¨à¦����|Ý

Ap
�

As
���o�����t�"�tØ§��� ��¢>�"��©0���>������Ø����°���������"��Þ0��� ����Ý��

Ap
¡������"¢���� ¨ª�"�4�>�Î�n���� �>�"�r�O©r��¢��¬� �®�«ÞÁÝ

n
�¯��¨àÞ«�������n��©«¦��������"�>��¢n��Þ�� ¢����t���"¢>¨K���������«��� ��¡���¢n� �>¨ª���(�r�§�>¦�¢��§�����

n >
ln

(

e0.23As−1
e0.23Ap−1

)

2ln(Ωsup

Ωc
)

wE�«~¥¤�¤ U
ãû�������"¦r���"�������"�ywE�«~¥¤|} U �Èwy�«~ ¤�¤ U �>����Øm����� �r����©r�§¢������»�W�����"¦����t���O�r����¢>�����/Ó(ÔÐÔ�¦|�>���"¢��°��¢n���Á~@Ó/�n�¢>�Ç���ç�/��� ��¦�� �Ç���&��� ��¢n�����/ÓAÏZÔ°¦«�>�>��¢��°��¢o���Ù�>���«��Þ0������Ø��"¢n�>��¢��"�Î�"�|�"�������>�������ç����¡���¢>����¨K�Å�"�	������"����¨K���r�§����¢������"�n�¯�§���"��¦r�§�����������"Ý0�"�������"��¢�Ýr�"�>�"¢>��Þ«��¢ Ωc

Ωsup

~
|H(Ω)|2

Ω
Ωp Ωsup

Ap

As

�/��¡�¦«¢��O�«~²Ì5VrÓ;��¢���¨K�"�>¢>����©���¢��O���T�W�����"¦����O�«���T��¢n�����
n

����¦��Ò��� ��¢n�®Ô�¦«�n����¢�����¢n���

 e0wyjEbûe0ÆjCeAu�g@{
9Ohûc�c+{4d�¡Ãe�dfc¢�
ãû�^�¯�§Þ����Ò�«~�}������n���r���"��¨à¦«���¸Ñ��>�����>�&���«Y4¦���¦����r� �>¢>�&ÉnÉÊ½Ë�«�&¦«�>����� Ú ��Ø§������¢n�������

n
¨à¦«����������"Ý@������¨y�������t×y���"�>��¢>� Ú ���"�����Å�>���������ª���V©0����� ����¨K�������«���>�"¡�¦����«�ü��¢>���"�V©r��¢>�^��¨K©�� ��¨K�����¯��¢��� �����"� �"�n�>¢>¦��¸��¦�¢>����Þ��\Y4¦r�§�Á~�º»�n���Ç�¯��Þ����Ç�>�ü©«¦������ü¡������"¢���¢�×����"��� ¨ª�"�4�>�^�n���>�ü¦«Þ��������	�����ª©A��������n��¨K�"��¢n������¨ª�"�������n��Þ�¢>���"�T�>��¨K���"³�¢n��¦�� �à¦������¯��¢n���O��ÚcY4¦����"¢>���®���Ò���T©«�������

s
~

¯`Ê[¯IÊLüIÊ µ«ØNà ã'àoã'ÐOâxàòË£ Ý×eèTõaÏ� Ý×eÐ
º»�n�>���>��©0��������©�¢>� Ñ|��¨ª���"�����à�"������� ������¢>� Ú������K����Þ������r������©r���n�����>¦«©�¢>� ¨ª� �r�«Ý8�>���K��¨ÃÞr��¢>¡���Ý��n�©�¦«�����"�Ò��Þ«���"����¢��r����¢n��������¨K���«��¢���¢n������Y4¦���¦«�Ò�«���>�"���O�����t��©�¢>� Ñ|��¨ª���"������Ô�¦«�>�>��¢�����¢o���t�����������
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÷�¢>���"� Ó;��� ������¨ª� �
}

s + 1¤
s2 +

√
2s + 1�

(s2 + s + 1)(s + 1)±
(s2 + 0.76537s + 1)(s2 + 1.84776s + 1)¹
(s + 1)(s2 + 0.61803s + 1)(s2 + 1.61803s + 1)¼
(s2 + 0.51764s + 1)(s2 + 1.41421s + 1)(s2 + 1.93185s + 1)

¬;��Þ����®�«~�}�VrÓ@����� ����¨K�����(����Ô�¦«�n����¢�����¢n���

¨K���n¨������"�>©0�������r� �§�����������"Ý.���Î�����"��¢�Ý�Y4¦��à������©�¢n� Ñ«� ¨��§�������Ò�>��©0�������"Þ4�������"Ø�¨K�ÊÜn��¢>�ª���ª©0������� ��������"�����®Þr�������ª������¢��§���>� �������&©r��¢>�ª¦��^¨ª� �>¨K�ª��¢>���"�
n

�K�����o�¯���«�Ã�����>¢>����¦���� ¢�¢>��Ú"�������������çÞ������r�������©r���n�Ã���>¦�©«¢>��¨K�����«Ý�©0��¢(���������������n¦���� �>�"���Ã�n����¨K©�¢n��Ø§����� Ñ«� �n�>��¢Õ¦���¢n��Ú"�
ε
Ý4�"�4�>¢>�ç¨z���(���������>����"�0��¢>���"���>�ç¨ª� Ün��¢�������©0������� ��������©0��¢>����¢n�����ç����� �����>���r���ª����¢>��Ú"��~�Ö|¦��°©A�������Õ�>�ç����� ��� ��Ú����O�>� ¨ª�¸��¢>�|�����¨ª�"�����Ã�n��Þ�¢n�Ã¦��r�ª�>��¨K���"��� ©��>����� ¢>�"¦����>�"¢>���¯���"��¦����n��¨K����³ ¢>�"¦����K�����"�;©«�������
s
ÝA�"�n�����>��������¦«����¢����������³���������¨K�������§~�º»����¦r�����>�Î���>¦�¢>�"�>©�¦��"�n���ç����×y���n�(�n����¨z���T�«�ç� �����������"�7Y4¦��Õ�����Á�>��©0��Ô�¦«�>�>��¢�����¢o���Á~

º»�n���ª��©«¢>� Ñ|��¨ª����� �����>���������>���r� �O�®���ÃØ���Ú����7V
¤ ���ª�����¿ýCþ#�B�BÿH�`þ#��®�¥¸ÝA��������� �����O�n������©A��� ����Ý0�¸Ñ'��� ÞA�O¢n��Ú"���������ªÞr�����r���«�O©r���>���&�>¦ü×C¦����"������«���>¢����«�n×C��¢n�����"���O����¨K�������>���r�O���Ò���àÞ������r�®�����>¦�©«¢>��¨K�����«~
¤ ���ª�����2ýCþ#�B�BÿH�`þ#��®¦¥§¥ Ý/�����4�>���"����©A�������Ã�Ç���"¢>���"ÝH�¸Ñ'��� ÞA��¢n��Ú��ü�"�����&Þr�§���r�ü�>¦�©«¢>��¨K�����^��n¦×C¦«����� ���®������¢��§���n×C�"¢>���«���������Õ¨K�������>���r�����K����Þ������r������©r���n��~4ãT���Õ����¢n���(���

H(s)
�n�ç¦�Þ«��� �§��"�ª�"�r�ÊÜn����¨ª��¡�� �r��¢n���������r©��������

s
Ý��¯�§¨àÞ����"�O���(�����«�|�"�������"��¨ª���r����¢n������Ø��"¢>�>�����ç������Þ������«�"Ø0~

Â jywCc d8e < �û{,G � u¨�û{þ0\a
Ö|¦�×C¦������ �������(�>¢����«�n×C��¢n�����"�����>��� ���"������� �����(©A�������T������¨ª��¡�������¦������(����¢>�"�>©�¦«���n���Î����×C¢>�"��¦��"�����������¦��t�r����¢>�à�>��©0�K������Þ������«�"Ø^É����o���®�r���r�O©0��¢^j¶Ìml

|H(jΩ)|2 =
1

1 + ε2C2
n( Ω

Ωp
)

wE�«~¥¤�� U
�"�ÒØ§��¢n����Þ�� �

s

|H(s)|2 =
1

1 + ε2C2
n(−js)

wE�«~¥¤§± U
���������
n
V��������T��¢n�����Ò���"�Á�r� �>¢>��~

ε =
√

10Ap/10 − 1
Ý0���Î����¨ª��¡�������¦��Ò���"�/¢>� Ú����"�ü���KÞr�����r�ª���à©r���n��¢>�"�����"�����r�§�����"�������K¡����r�§�������

í������������ õ�¼  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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�"�^���àÞr�����r�®����©r���n�
Ap

~
Cn(x)

Vr�������T©0��� ������¨K�������������"Þ4�������"Ø^������¢>�«���
n
Ýr�����«���

x = Ω
Ωc

���"�n���®�r���«�K©0��¢cV

Cn(x) =

{

cos(n cos−1(x)) 0 ≤ x ≤ 1
cosh(ncosh−1(x)) 1 < x < ∞

wE�«~¥¤�¹ U
º»�.¢n��Ú��Ã�>�����"ÞA���Ã���Ã�r�§�>¦�¢��§����Ú��Ã����� ����©0��� ������¨K�����

Cn(x)
~r�ç�����Ã¨ª��¡��«� ��¦«����������×C¦����"�������«��>¢������o×C��¢n�����"���®���T��¦�����¢��§���®�>��©�¦����«���Ò¢>���>��� ����¢���� ¡�¦��r��������¢��§�"���"¢>³ �n��� � ���cV

Ó;��¢��
0 < x < 1

Ý
Cn(x)

���>�"�����à������¢n�^��}���}�~
©���¢��

1 < x < ∞ Ý
Cn(x)

�>��� ����¢n��¨K�����¯�®¨ª��������³���� � ��¨K�������ç� ∞ ~
Cn(1) = 1

©r�§¢��O�������
n
~

¬@���r�������§��¢���³ ����������� ����©0����� ����¨K�����
Cn(x)

�|�"¦�¢>¢n���Ò���Ò���T� �4�>��¢oØ��§��� −1 ≤ x ≤ 1

�>�
Ωc = 1

���n�
u = cos−1(Ω)

Ýr�"�4�>�����"���
Cn(Ω) = cos(nu)�������à� �������>���r�����>¢>��¡�������¨K�"�>¢>�����

cos[(n + 1)u] = 2 cos(nu) cos(u) − cos((n − 1)u)

���"����¢n¢>��� �����«���O©r��¢>�®�«� ×C��¢n�������"��Ø��§����¢n�������
n
Ýr�n��©�¦����«����Þ|�����«��¢����à×C��¢n¨à¦�����¢>���"¦�¢>�n� Ø§�

Cn+1(Ω) = 2ΩCn(Ω) − Cn−1(Ω) n = 1, 2, 3, 4...
wy�«~¥¤�¼ U

Y4¦���¡��"����¢>�������/©A��� ������¨ª� ���
Cn(Ω)

Ý�©r��¢����"�«���"����¢n¢>��� �����«��©A��� ������¨ª� ���T������¢n�����®�>¦«©A�"¢>����¢/�>���«��Þ0����"�����>� ����¢>��¢����§���������«����� �����"������� �����§�����
C0(Ω) = 1

�
C1(Ω) = Ω

����¨K�®�>����Þ��n��¢oØ��®���Ò���Ã����Þ����K�|~ ¤|~

÷�¢n����� Ó;��� ������¨K���
Cn(Ω)Í }}

Ω¤
2Ω2 − 1�
4Ω3 − 3Ω±
8Ω4 − 8Ω2 + 1¹
16Ω5 − 20Ω3 + 5Ω

¬;��Þ����O�«~¥¤'V�Ó;��� ������¨ª� ���°�«�Ã���«��Þ��������¸Ø
Cn(Ω U

Ï����"¨z����� Ñ«� �n�>���Å������×C��¢n¨����Î©A���n��Þ�� �������"�»����¨K©0��¢n����¨ª� �������ª�����»¢n��Ú"��©r��¢�� |H(jΩ)|2 ����©0���'���� �����«�Î�>�
n
���H©r�§¢;�ç��¨K©r��¢�Ý �����4����¨K�Î�n����Þ«�>��¢oØ§�Î���à������¡�¦�¢��ç�«~�}+Í«Ýf�������«�

x = Ω
Ωc

�"�H����×C¢>�"��¦��"�����������¢>¨ª����� Ú ���r���K���Ã×C¢>�"��¦��"�������K�����"��¢n�>�
Ωc

~��Î�����Ã�r¡�¦�¢>�®�«~ } Í®�n��©«¦����������"��¦��"��¢`Y4¦���V
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º»�
x = 0 (Ω = 0)

|H(j0)|2 X }��n�T� X ��¨K©r��¢
|H(j0)|2 = 1

1+ε2
�n�T� X ©r��¢

º»�
x = 1

w
Ω = Ωc U

|H(jx)|2 = 1
1+ε2

Ý«©r��¢��
n

©r��¢��K��¨K©r��¢
Ó;��¢��

0 ≤ x ≤ 1 (0 ≤ Ω ≤ Ωc U
|H(jx)|2 ���>�"�����à������¢n�K}�� 1

1+ε2Ö��
x > 1

w
Ω > Ωc U

|H(jx)|2 �����"¢>�"����¨ª���«����������¨ª�"�������®���"¢>�
º»�

x = Ωsup

|H(jx)|2 = 1
A2

n=parn=impar

11

|H(Ω)|2|H(Ω)|2

Ωsup

Ωc

Ωsup

Ωc

Ωc Ωc

1
A2

1
A2

1
1+ε2

1
1+ε2

�/��¡�¦�¢��O�«~�}+Í5V�½��"�>©�¦��"�n���ª���t×C¢>�"��¦��"�������K�«�����O��©�¢n�+Ñ|� ¨����"�����Ò���«��Þ��������¸Ø&É

s eTi�zrwyj�2�z�i�jyk0b g@{üwCe0uOÄ»eAwCe0uOÄ;z�dfz�vHw7c+dfe0u < �û{þG � u¨�û{D0\a
É ¡�¦r�§�������«�®�K�"��¢>�K���.��������¨ª� �r������¢��«�����à���"¦r����� ���~wE�«~¥¤§± U Ý«�>����Þ«�>���"�����t���§��¢���³ �����

1 + ε2C2
n(−js) = 0 =⇒ Cn(−js) = ±j/ε

wy�«~¥¤�õ U
�n¦��n�>� ��¦|�����«���

s = σ + jΩ
�����à���¸�r��� �����"����������� ����©A�������«��¨ª� ���

Cn(x)

cos(ncos−1(Ω − jσ)) = ±j/ε
wy�«~¥¤�¿ U
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���¸�r��� �������
cos−1(Ω − jσ) = x + jy

Ý
cos(nx + jny) = ±j/ε

wE�«~¥¤�Ì U
©0��¢����«������� �r�����"����¢>� ¡�������¨ª�¸��¢>� � ���

cos(nx)cos(jny) − sen(nx)sen(jny) = ±j/ε
wE�«~²��Í U

�r�§���_Y�¦«�
cos(jx) = cosh(x)

�
sen(jx) = j senh(y)

Ý������`Y4¦��"�r�
cos(nx)cosh(ny) − jsen(nx)senh(ny) = ±j/ε

wE�«~²�«} U
� ¡�¦r�����������à������©r��¢o���"��¢n� ��� ��������¨ª��¡�� �r��¢n�����

cos(nx)cosh(ny) = 0
�

sen(nx)senh(ny) = ±1/ε
wE�«~²��¤ U

���������
cosh(ny) 6= 0

�
sen(nx) = 1

Ý��������������"�
cos(nx) = 0

Ý�©0��¢����_Y4¦��
x = (2k + 1)

π

2n
, k = 0, 1, 2, · · · , 2n − 1

wy�«~²��� U

y = ± 1

n
senh−1(1/ε)

wE�|~¥��± Uº»�������«���������§��©r��¢n�>����¢>�������"������¨ª��¡�������¢>�����°�«�����à����� ��� ��Ú������ ��������� ����©A���������n���
σk = ±sen

(

(2k + 1)
π

2n

)

senh
( 1

n
senh−1(1/ε)

) wE�«~²��¹ U
Ωk = cos

(

(2k + 1)
π

2n

)

cosh
( 1

n
senh−1(1/ε)

) wE�«~²��¼ U©r�§¢��
k = 0, 1, 2, · · · , 2n − 1

������©0��� �������o�����^�����o��¢n��Þ�¦�� �������n��Þ�¢n�����à��� ��©��n�
σk

senh2y
+

Ωk

cosh2y
= 1 y =

1

n
senh−1(1/ε)

wE�|~¥��õ U
�������������T� Ün��¨K���«��¢����

σ
wy¢>����� U �����T¨ª� ����¢

jΩ
wy��¨ª��¡�� �r��¢n��� U ~

<xú wyi�h;wCe�g@{�w�e�d8g@{�b
n�Î�����§�����>©0���"� �r������� �����"�

Ap = 10log(1 + ε2)
�

ε =
√

100.1Ap − 1

� �§����¦«�������«�O���O¨��§¡�������¦«�����
Asup

Asup = 10 log
(

1 + ε2C2
n(

Ωsup

Ωp

)
) wE�«~²��¿ U
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�n¦��n�>� ��¦|�����«�����"�T©A��� ������¨ª� �
Cn

©���¢��
Ω > Ωsup

Asup = 10 log
(

1 + ε2cosh2(ncosh−1(
Ωsup

Ωp
))

) wE�«~²��Ì U
©0��¢����à���������

cosh2
(

ncosh−1(
Ωsup

Ωp

)
)

=
100.1Asup − 1

100.1Ap − 1

wE�«~¶±�Í U
�r������¨K���������«���>©0�ÊÜ>�§�����

n

n >
cosh−1

(

√
100.1Asup−1√
100.1Ap−1

)

cosh−1(Ωsup

Ωp
)

wE�«~¶±�} U
Â jywCc d8e0u < �û{þG � u¨�û{D0Ya+a

º»�n���Ò�§©�¢>� Ñ|��¨ª����� ���^����¨àÞ�� �����"�������«�|�"���r���"��¨K�t������Þ������«�"Ø�����Ø���¢>�n���&��� �����Ã¦��r��¨ª��¡�������¦��©������r���"�ü����Þ������r�����O©����>���&¢>��Ú"�����ü����Þr���«�r���>¦�©�¢n��¨K���r�|~Aãû��×C¦��«�����������à��¢>�����o×C��¢>�"�������
H(s)�>�����«�Î©0�������(���"��¢n����~«ã@�à¨ª��¡��«� ��¦«�����0��¦r�§��¢����«�O��������×C¦����"�������«�Î��¢>�����n×C�"¢>�"�������à����¦����r����¢n�Ã��� ©A������"Þ��|�����"Ø^���o���®�r���r�O©0��¢

|H(jΩ)|2 =
ε2C2

n(
Ωsup

Ω
)

1 + ε2C2
n(Ωsup

Ω
)

wE�«~¶±4¤ U
�"���Ò�§���"��¦������ ���

As(Ω) = 10 log
(

1 +
1

ε2C2
n(Ωsup

Ω
)

) �«Þ wE�«~¶±�� U
�������"¦������«���

ε
Ý+���

Ω = Ωsup
��������� ���������°����Þr���������n¦�©�¢>� ¨ª� �r�������Õ��������Þ������«~ ¤��>�Õ©�¦«�����(����¨K©�¢n��Þr��¢Y4¦��

Cn(1) = 1

As(Ω) = 10 log
(

1 +
1

ε2C2
n(1)

)

=⇒ ε =
1√

100.1As − 1

wE�«~¶±�± U
º»�K����Þr���«�r���«��©����>������¨y�8Ñ|��¨ª���§�>���4¦r���"�����®©0��¢>¨K� �>���r�

Ap
����©«¦��������¸Ñ|�"�����"¢

Ω = Ωp
Ý������>�������"�

Ap = 10 log
(

1 +
1

ε2C2
n(Ωsup

Ωp
)

) wE�«~¶±4¹ U
�"����¢>�«���®�>���������"¦����Î�«��� ¡�¦r���4×C��¢n¨��ÝY4¦���©r�§¢������|�r� �>¢>�������"Þ4�������"ØKÉ¯~�ãT���»©0�������;�à� ���H�"��¢>���(©«¦������"��������"¦�����¢n�>���§�r����³���� � ��¨K�������ç©A��¢�¨ª�"�����®���

|H(s)|2 = H(s)H(−s) =
ε2C2

n( jΩsup

s
)

1 + ε2C2
n( jΩsup

s
)

wE�«~¶±�¼ U
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ãT�����"��¢>���ç�n��©«¦������"�&�������"¦�����¢���¡�¦r�§�������«�O�K�"��¢n�K�"�T�4¦�¨ª�"¢����«��¢��������Ã×C¦����"�����t�����>¢������o×C��¢n�����"���
Cn(

jΩsup

s
) = 0

�
cos

(

ncos−1(
jΩsup

s
)
)

= 0

Y4¦������8�����o×y�����
cosh−1(

jΩsup

s
) =

mπ

2n
m

� ¨ª©r�§¢
�"�4�>�����"�����������"��¢>�����"�n�����^¦«Þ����������������

sm = jΩsupsec(
mπ

2n
) m = 1, 3, · · · , 2n − 1

wy�«~¶±4õ U
ãû�O����� ��� ��Ú������ ��������� ����©A���������n����Þ«��� �����"�^�������"¦����§�����O���§��¢���³ �������«���û©A�������«��¨ª� �

1 + ε2C2
n(

Ωsup

Ω
) = 0

wE�«~¶±�¿ U
����×C��¢n¨��®�>� ¨ª� ����¢��ª�����"Þ4�������"ØüÉ¯Ý��n�����	Y4¦��¬�r� �1Y4¦��Ã¢n���"¨ª©�����Ú �§¢ −s

©0��¢
1/s

~0º»�Î���"����¢"Ý3Y�¦«�Ã�����©0���������������«��Þ��������¸ØÇÉnÉ��>���Å������¢n���"³�©�¢n�|�"�������ª� �������"�(É¯Ýû�"�4�>�����"���Ã�n�
sp

����¦��Å©A��� �t�����»��� ©A�tÉ¯Ý
1/sp

�"��¦���©0�����à�«�Î��� ©A�àÉnÉ¯~�ãT����©0��� �������"�.��� ©A�ÃÉ>É»�¯��¨ÃÞ����"�����o�����t¦�Þ�� � ���«�����>��Þ�¢>��¦����à����� ©��>�¬j²ÌnlðÝj²¤�õHlE~
a"ÆÇÄ;wy{�ÆÇ{�bAc+z�i�jyk0b g@{&h;b\v/wCc d8e < �@{þG � u¨�@{D0\a

����¨K���"�Î�������|�"�����ª©r��¢>�ª¦����n���o����¨ª�ª�"������� ��¦«�������^×C¦������ ���&�«����¢>�����o×C��¢>�"�������
H(s)

����¦����§�@��"�n�¯�§Þ����§ÝÁ�����Î©A��� �������
H(s)H(−s)

����Þ0���Å���o�¯��¢���������©r��¢n�>�O��ÚcY4¦����"¢>�r�����"�»©������«����ÝÁ�"�n������©0��� ����n���^��Þ«���"�������������7�r��� ����¢�������¢>��³��"�������"�T©A��� ������¨ª� �Ã���"�T��������¨ª� �r������¢
p(x) = 1 + ε2C2

n(
s

jΩc

)
wE�«~¶±�Ì U

Ó;��¢��K�>¦��n����¦��"�����Ò�>�Ã©�¦����«�Ã����¨ª©�¢n��Þr��¢IY4¦��Ã�n�
pk = σk + jΩk

ÝA���������
k = 0, 1, 2, ..., n − 1

Ý��>���������¢��§³����"�������T©0����� ����¨K���
p(x)

Ýr�����>�������"�Î�����r�O¦��r�®����������Ø§��¢n����Þ«�������>���

σk = (aΩc) cos
(π

2
+

(2k + 1)π

2n

)

Ωk = (bΩc) sen
(π

2
+

(2k + 1)π

2n

)

©r�§¢��
k = 0, 1, 2, 3, ....n − 1

a =
1

2

(

n
√

α − n

√

1

α

)

b =
1

2

(

n
√

α +
n

√

1

α

)

α =
1

ε
+

√

1 +
1

ε2
=

1 +
√

ε2 + 1

ε
= βn
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ãû���K¢���³ ���"�ª�"�n���§�Y¦�Þ�� � ���r�§�ª�n��Þ�¢>�Ò¦��r������� ©��>�t�"���\� Ün�&¨ª�+����¢
bΩc

��� Ün�&¨K������¢
aΩc

~��ç�r��Ø��"Ú�������"¦������«�O������©0�������
pk

Ý«���n�>�����>���>¦��o������¦«�����&�"�^���à�>� ¡�¦����"������×C¦����"�����
H(s)

����������Þ��������¸Ø&É

H(s) = K
n−1
∏

k=0

pk

(s − pk)

wE�«~¥¹�Í U
�Î�������

K
�"��¦«�Ò×y���¸����¢��«���«��¢>¨ª����� Ú ���"�����ª��� ��¡�� ���O�������O�>� ¡�¦�� ��������×C��¢n¨��

K =

{ −1 ,
�n�

n
��¨K©r��¢

1√
1+ε2

,
�>�

n
©���¢ wE�«~¥¹|} U

�����Ç����������¦������ ��������wE�«~¥¹�Í U � wy�«~¥¹|} U �>��©�¦«�����"� ¡������"¢���¢�������©A��� ������¨ª� �������t���«��Þ��������¸ØVÉ�©r��¢���"¦r���\Y4¦�� ��¢�¢n��Ú��
ε
����¢n�����

n
~

���������������°�"�>©0���"� �r������� �������°�������r����¢>�«Ý
Ωp

Ý
Ωsup

Ý
Ap

�
As

Ý4�n�Î¢>�cY4¦����"¢>�����>¢>�"��©r��¢���¨K�"��¢n���(©r��¢�����¸���"¢>¨K���r��¢°¦����r� �>¢>�K�����"Þ��|�����"ØÒÉ�V
ε, Ωc

�
n
~rãû�����"��¦r�§�����������aY4¦���¢>�"�����"�������������o������©r�§¢���¨K�"�>¢>����n���

ε =
√

100.1Ap − 1 y A = 10As/10 wE�«~¥¹�¤ U���������
Ωc = Ωp

©r��¢>�O���T��¢n�����
n

n =
log10(l +

√
l2 − 1)

log10(Ωr +
√

Ω2
r − 1)

l =
√

(A2 − 1)/ε2
wE�«~¥¹�� U

�������à¡�¢��§��� �®�«~�}�}��>�������"�����t�������>� ¡�¦����"��������Ø§��¢n����Þ�� ���
ε =

√

100.1Ap − 1 , λ =
√

100.1As − 1

K0 =
Ωp

Ωsup

�
Ap = 10log(1 + ε2)

Ó/�§¢��®���àÞr���«�r�K�n¦�©�¢n��¨K���r�
As = 10log

(

1 + ε2C2
n(

Ωsup

Ωp
)
)

�n¦��n�>� ��¦|�����«�����"�T©A��� ������¨ª� �
C2

n(Ω)

As = 10log
(

1 + ε2cosh2(ncosh−1(
Ωsup

ωp
))

)

���"�T��¢>�«���
n

©r��¢��O¦��^�HÓÕÔÙ�>��©�¦��"�����������"¦����§¢�©A��¢����à���"¦r���"�����

n >
cosh−1

(

√
100.1As−1√
100.1Ap−1)

)

cosh−1(Ωsup

Ωp
)

wE�«~¥¹§± U
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Ó;��¢��Ç�¸×C���¸�������«�&�/�§����¦«���Ç�«�������®×C¦����"�����«�����n������¾�����>���«� ����©0��¢nÞA��� ���"�Å�n��©�¦��"�����Ù¦«�>��� ��Ú �§¢O������ ��������� �r�����"�
senh−1(x) = ln

[

x +
√

x2 + 1
]

cosh−1(x) = ln
[

x +
√

x2 − 1
]

cos(jx) = cosh(x) y sen(jx) = j senh(y)

senh(x) =
ex − e−x

2
y cos(x) =

ex + e−x

2ãT����©0�����������n�����Ò¦�Þ��������������"�
sk = sen

[

(2k + 1)
π

2n

]

senh
[ 1

n
senh−1 1

ε

]

+jcos
[

(2k + 1)
π

2n

]

cosh
[ 1

n
senh−1 1

ε

] wE�«~¥¹�¹ U
©r�§¢��

k = 0, 1, 2, 3, ....n − 1

º»�Ã���"��� ¢hY4¦��ª�>�K�����"���K� ��� ��¦������r�����t¦�Þ�� � ���"�����Å���K������©0�����������ª¦������ ��¢n�����«��Þ��������¸ØÉÎ���n�©�¦«��������Þ«�>�����"¢ç���Ã×C¦����"�����t������¢>�����o×C��¢>�"�������
H(s)

~

1

1

|H(ω)|2

Ω

Ωc

ΩsΩp

Ap

As
1

1+δ2

1 + ε2

�/� ¡�¦�¢��O�|~ }�}�V��Z�����"¦����O�«����¢>���"�
n

���Ò¦����r����¢>�®�"���&�§©�¢>� Ñ|��¨ª����� ���t�����"Þ��|�����"Ø^É
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� z5G/wCzÅg@{�Ä»e0wyjEbûe0ÆjCeAuÃg@{ < �û{þG � u¨�û{D0ãT���/©0��� ������¨K�����.����������Þ��������¸Ø
H(s)

�n��©�¦��"�����O�«�����§¢>¢>�������§¢û�Î©r��¢o����¢û���°�����û©0����� ����¨K�����
Cn(Ω)�"��¨ª�V�n�ü�¸Ñ|©�� ����� �����>��¢>� ��¢>¨K�����>��Ý��n���Ù��¨ÃÞr��¢>¡���Ý°��� � Ñ«� �n�>���	�¯��Þ«����������Þ�¦������r����©���¢������×C��¢n�������"�Ø§��� ��¢>�"�Ã���"��¢>� Ú��

ε
Ý/�������^����Þ����&�«~²���>��¨à¦«���n�>¢������"�����"��©A�������«��¨ª� ����©r��¢>�&��¢>�"�O¢>� Ú�������� ×C�"¢>�����>����~Ö|�»�n�ª�«���>���&�������|�"��¢�������©0��� ������¨K�����Î���K¨�� ����¢���¢>���"�Ç¦Å����¢>�����¯��Þ������������Ç����×C��¢>�"�����K¢>��Ú"��Ø���¢����¢n�"×C��¢n�����"����j¶Ìmlð~

÷�¢n�����
n

Ó@����� ����¨K����©r��¢��O¢n��Ú��®���®}���Þ~w
ε = 0.50885)}

s + 1.96523¤
s2 + 1.09773s + 1.10251�
(s2 + 0.49417s + 0.99421)(s + 0.49417)±
(s2 + 0.27907s + 0.98651)(s2 + 0.67374s + 0.27940)¹
(s + 0.28949)(s2 + 0.17892s + 0.98832)(s2 + 0.46841s + 0.42930)÷�¢n�����

n
Ó@����� ����¨K����©r��¢��O¢n��Ú��®����¤à��Þ~w

ε = 0.76478)}
s + 1.30756¤
s2 + 0.80382s + 0.82306�
(s2 + 0.36891s + 0.88610)(s + 0.36891)±
(s2 + 0.20978s + 0.92868)(s2 + 0.50644s + 0.22157)¹
(s + 0.21831)(s2 + 0.13492s + 0.95217)(s2 + 0.35323s + 0.39315)÷�¢n�����

n
Ó@����� ����¨K����©r��¢��O¢n��Ú��®�����O��Þ~w

ε = 0.99763)}
s + 1.00238¤
s2 + 0.64490s + 0.70795�
(s2 + 0.29862s + 0.83917)(s + 0.29862)±
(s2 + 0.17034s + 0.90309)(s2 + 0.41124s + 0.19598)¹
(s + 0.17753)(s2 + 0.10970s + 0.93603)(s2 + 0.28725s + 0.37701)

¬;��Þ����K�|~¥�5V�Ó;��� ������¨K���������������"Þ4�������"Ø

¯`Ê[¯IÊ&çZÊ ç Ð�Ï,×�ÎÝà§Ü�× Ñ�Ì ã,ØNà�ÏÈ×FÌ�Í�âIã'Ð�Ò�à�Ï
ãT���°��� ��¢n���(����³ ©«��� ������wC�®����¦��"¢ U � Ñ'����Þ0����¢n��Ú"����� ¡�¦r��� ���»�¯�����>�à��������Þr�§���r�Ã���ç©r���n�à����¨K�Ã�"�����Þr�§���r�®�>¦�©�¢n��¨K���r�|Ý«�>¦t×C¦����"�����Ò������¢>�����o×C��¢>�"�������K�"������� ������©A���������t�"��¢n����Ý�©r��¢>�àØ��§����¢n�������

n
¨à¦«�Þr�+Ün���Ã�n������¡�¢����Å¡�¢>�������"�Ã©0������� �������"�à���Ç���tÞr�����r�Ò���ª�>¢����«�>���"�����.Ý@©0��¢����t�¯�����>�&�>��©�¦����«�����"����¢Y4¦����>���ª�r� �>¢>���Õ¨à¦«�®��©«��� ¨ª���"Ý�©0��¢>���>¦K×y���>�����°�¸Ñ���¢n��¨ª���r��¨K�����������������«� ���E~�º»�n�>���°�r����¢n���Õ�>���ª¨à¦«�����×C³��"�����"�����O��������� Ú ��¢��Ò�����n���r�§¢�Ý0©A��¢ç���yY�¦«�à�>�à¦|����� ��Ú������¯��Þ���������©�¢>��¡�¢���¨ª����©r��¢>���>¦��«���>�"����~.ã@�¨ª��¡�������¦����«���n¦Ò×C¦«����� ���t������¢��§���n×C�"¢>���«�����®���T�"¦r����¢>�����®�>�����n��¢n��Þ0�

|H(jΩ)|2 =
1

1 + ε2U2
n( Ω

Ωp
)

wE�«~¥¹�¼ U
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�Î�������
n
�"�;�"����¢>���"�Ã���"�4��� ��¢n�����"�4©r��¢��§¨ª�¸��¢>�

ε
���n���ç¢n�����§�������r�������������"��¢n��Ú"�ç�"�Ã����Þr�§���r�ç�«�°©r�§�>��~

U(·) �"�Ã�"�������������^����¨ª�^¦��r�^×C¦��«�������Ç¢��§�������r���Õ�������«��Þ��������¸Ø�Ç�n¦��Ã¢>��³��"�������n�����V¢>�"�����"���������r�����¦���×C¦����"�������>�"���ª©��§����Þ��������t��� ³�©«�>���������®��¢>�«���
n

�������"¦����§�r��©A��¢h�AØ���¢n�"Øówo} Ì�¼�õ U j¶��¤HlEÝ�j¶Ìmlð~ûãT����"��¢>�����"�n�����^¦«Þ����������������Ò���T� Ün�
jΩ

~
 dfe0Ä;jC{|gûzrgû{�uKgû{üwCz°M h;b@i�jCkAb

U(Ω)}�~
Un(Ω)

�"��©���¢��>�
n

����©r�§¢���������¨K©r��¢��n�
n

������¨K©r��¢
¤�~çãT�����"��¢n���ç�«�

Un(Ω)
�"�n���§�^�"�^�"�T�������"¢nØ§����� |Ω| < 1

��� ����©A���������"�^�"�T�������"¢nØ§��� � |Ω| > 1�|~çãû�à×C¦����"�����
Un(Ω)

���n�������à������¢n� ±1
���Ò���OÞr�§���r�O����©r���n�

±«~
Un(Ω) = 1

�n�
Ω = 1¹�~

Un(Ω)
���n��� ���������>¢>� ±1/d

�Õ� �«�r����������������Þ������r���>¦�©«¢>��¨K�����«Ý
d
�>�(���"�����°�"���"��©�¢>�����"����¨K���"������«���«���>�"����~

? i�hûzri�jCe0b@{�u®g@{ = jEu�{��ûe
�Z��� ��¦�� �O�����T��¢n�����

n

n =
K(k)K(

√

1 − k2
1)

K(k1)K(
√

1 − k2)

wE�«~¥¹�õ U
k =

Ωp

Ωsup

wE�«~¥¹�¿ U
k1 =

ε√
A2 − 1

=
ε

δ

wE�«~¥¹�Ì U
δ2 = 1/

√
1 + δ

wE�«~²¼�Í U���Ã×C¦������ ���
K(x)

�"�����O�������"¡�¢����.����³ ©«��� � �Ã�"��¨K©����¸�¯�à����©�¢n��¨K��¢���¢n�����Ò���¸�r�������
K(x) =

∫ π/2

0

dθ√
1 − x2sen2θ

wE�«~²¼«} U
� ���TØ��§����¢n���@���°�"�n���Î�������"¡�¢��§�4�����r�§�à�>� ���ç�������"¦����§�����û���>��©«¦������"�O�����"������¢>��¢/�"���¯�§Þ�������wCØ���¢«©�������ö§���º»¨ª�«�^}+Ì§±4¹t������� ¡�����}+Ì�¹�õ U j²��¤Hlð~;�ç���^×C��¢>¨ª�t©�¢����¸��� � �^�«��� �§����¦«����¢����(��¢n�����

n
�"Ø����¯�����«�&���� �4�>��¡�¢>���Á�"�xj²¤§±nl

n ≈ 2log(4/k1)

log(1/q)

wE�«~²¼�¤ U�"���
q = q0 + 2q5

0 + 15q9
0 + 150q13

0

q0 =
1

2

(1 − (1 − k2)1/4

1 + (1 − k2)1/4

)

í������������ ¿�¹  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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Ì¬�ã'àaÜÝàTÜÝ×ÞÒ6®�Ì�Ò�ßÝÌ�à ÜÝ×Þß�ÔîÑÝÌ ã'Ø5àq×FÌ�Í�âIã'Ð�Ò�à
º»���>�"¡�¦������Ã�>�������������°©r�§�>����©���¢��Ã�"�.�W�����"¦���������¦������ ��¢n�Ã�"��³�©|�����"��¢n� ��� ��Ú������������ ��¢n�������§©�¢>� Ñ|�v�¨ª����� �����"��Ý4�������O���o����©�¢n�|�"����� ¨ª� �������à�"��×y���"�>��Þ�� �Î����©«¢>��¡�¢>��¨ª��¢>� ���"�Ò¦«�r�à����¨K©�¦«��������¢>��j²Ìnlð~«Ó/��¢>�×C¦��«������������������¢>�����o×C��¢>�"�������

H(s)
����¢>¨ª����� Ú ���r�§���

Ω = 1
~Ö|�

n
©���¢

H(s) = H0

n/2
∏

i=1

s2 + ai

s2 + bis + ci

wE�«~²¼�� U
Ö|�

n
� ¨ª©���¢

H(s) =
H0

s + a

(n−1)/2
∏

i=1

s2 + ai

s2 + bis + ci

wE�«~²¼�± U
����� ��¦�����¢

}�~
k = Ωp/Ωsup¤�~

q0 =
1

2

(1 − (1 − k2)1/4

1 + (1 − k2)1/4

) wE�«~²¼�¹ U
�|~

q = q0 + 2q5
0 + 15q9

0 + 150q13
0

wE�«~²¼�¼ U
±«~

d =
( 100.1Ap − 1

100.1Asup − 1

)1/2 wE�«~²¼�õ U
¹�~

n ≥ log(16/d2)

log(1/q)

wE�«~²¼�¿ U
¼|~

ε =
√

100.1Ap − 1
wE�«~²¼�Ì U

õ�~
β =

1

2n
ln

(1 + ε2)1/2 + 1

(1 + ε2)1/2 − 1

wE�«~¥õ�Í U
¿|~

a =

2q1/4

∞
∑

m=0

(−1)mqm(m+1)senh[(2m + 1)β]

1 + 2
∞

∑

m=1

(−1)mqm2)cosh[2mβ]

wE�«~¥õ|} U

í������������ ¿�¼  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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Ì|~
U =

√

(1 + ka2)(1 + a2/k))
wE�|~ õ�¤ U

}+Í|~
Ωi =

2q1/4
∑∞

m=0(−1)mqm(m+1)senh[(2m + 1)πl/n]

1 + 2
∞

∑

m=1

(−1)mqm2

cosh[2πml/n]

wE�«~¥õ�� U

�«�������
l = i − 1/2, i = 1, 2, · · · , n/2

©r��¢>�
n

©r�§¢
l = i, i = 1, 2, · · · , (n − 1)/2

©r��¢>�
n

� ¨ª©���¢
}�}�~

Vi =
√

(1 − kΩ2
i )(1 − Ω2

i /k)
wE�«~¥õ§± U

}f¤�~
ai =

1

Ω2
i

wE�«~¥õ�¹ U
}+�|~

bi =
2aVi

1 + a2Ω2
i

wE�«~¥õ�¼ U
} ±«~

ci =
(aVi)

2 + (ΩiU)2

(1 + a2Ω2
i )

wE�«~¥õ�õ U
}f¹�~ç�;���r��� ¨ª�"�����

H0 = a

(n−1)/2
∏

i=1

ci

ai
n

��¨K©r��¢ wE�«~¥õ�¿ U

H0 =
1√

1 + ε2

n/2
∏

i=1

ci

ai

n
©���¢ wE�«~¥õ�Ì U

©r��¢>�O�����n����¢>¨ª��� ��Ú �§¢�Ý«�n¦��n�>� �>¦���¢
s
©A��¢

s/Ω0
~

ãû����×C¦����"�������"������¢>¨ª��� ��Ú �§�r�����«�
Un(Ω)

�O���Ã×C¢n���"¦������"���®���"�4�>¢����
Ω0

���n�����Ò�r���r����©0��¢

Un(Ω) = Ω

(n−1)/2
∏

i=0

Ω2
i − Ω2

1 − Ω2
i Ω

2
n

��¨K©r��¢ wE�«~²¿�Í U

í������������ ¿�õ  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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Un(Ω) =

n/2
∏

i=0

Ω2
i − Ω2

1 − Ω2
i Ω

2
n

©r��¢ wE�«~²¿«} U
ãT���à©0��� �����Ç����������¢n���O���

Un(Ω)
�n���V¢>�"��³�©«¢>�������à�"����¢>���n³��� Ñ'����Þ0���V¡��"��¨K�"��¢n³��&�n��¨K�"�>¢>�����^�"���¢n���>©0���¸���ª�O���à×C¢>�"��¦��"�������K�"������¢>���

Ω0
Ý������"¨z���^j¶Ìml

Un(
1

Ω
) =

1

Un(Ω)

wE�«~²¿�¤ U
º»�n�>�à�>�Î����Þ0���¬Y4¦�������×C¦����"�����ª×C¢����"�������r�������������"Þ��|�����"Ø

Un(Ω)
�¸Ñ'��� ÞA���n��¨K�"�>¢>³���������¢>�"�>©0���"�>�K�����×C¢>�"��¦��"�������O�������>¢����

Ω0 = 1
Ý|������Y4¦����"¦r���\Y4¦�� ��¢(×C¢>���"¦����«�����

Ωi
�"�����.� ������¢oØ§�����

0 ≤ Ω ≤ Ω0
�"�����¢n����³ ©�¢>�����®�����"¦r���\Y4¦�� ��¢�Ø§��� ��¢�����¡��"��¨ª�¸��¢n³��Ã�n��¨K�"��¢n�����à�����Ò¢>�"�>©0���"�>���

1/Ωi
~

1
N=impar

1
N=par|H(ω)|2 |H(ω)|2

ΩΩ
Ωc Ωc ΩsupΩsup

Ap Ap

Asup Asup
1

1+δ2

1 + ε2

�/� ¡�¦�¢��O�|~ }f¤,Vr½��"�>©�¦«���n���ª�"�Ò×C¢n����¦«�����"���®����¦��Ò��� ��¢n�O��� ³�©«�>�����

º»�Ù��������� ��¢n������� ³�©«�>���"�����n¦ ¢n���n©�¦����o�¯� ���	×y���>�ü�"�������r� Ø|³��Ç¨y����������� ��� �������Ù���Þr�����r�V���©r�§�>�°Y4¦��t�����Ã��� ��¢n���à��� ©A��Ô�¦«�>�>��¢�����¢o�����V�����Ã��� ©A�Å�����"Þ��|�����"Ø0Ý°©A��¢Ã���n���Å¢>��Ú���� �«�Å�n�t¦«��� ����Ú����×C¢n����¦«�������"¨ª�"�4�>�ç�"����©«����������� �����"�H©�¢��§�"��� � ���"Ý��>� �ª�"¨àÞr��¢n¡���Ý�©���¢���¦��K��¢>�«���K�r���������o��������©0�������r����¢>�©�¢n�|�«¦�����¦��r�OÞr�§���r�®������¢��§���>� ��������¨z�����§��¡����o�¯�«~
¯`Ê[¯IÊ[ï`Ê æzÐ�Ì ã'Ø5à�ÏÈÜ�× · ×FÏ,Ï,×FÌ

Ö|���Å�r� �>¢>�������"�(�>��©0�t�>�|�«�&©0������ÝT�n¦Ç����¢����¸���"¢>³��o��� � �^� ¨ª©0��¢o�¯�������O�"�Ã�n¦Ç×y���>�K��� ��� �§�»�>��Þ�¢n�ª�>�|�r����ÅÞr�§���r�Ç���^©r���n�Ç©0��¢>�Ç�����Y¦«�r��Þr�§���r�Ç���Ò��¢>�����>� ��� ���¾¨ª� ����¢	Y4¦������Å¢n���>©«¦����o�¯�����¦«�¾�r����¢>�Ô�¦|�>���"¢��°��¢n���Ù������¡�¦r�§�ç��¢n�����.~�ºÕ�o�����>��©0�V������©�¢n�+Ñ|� ¨����"�����\�>�ü� �§¢����¸����¢n��Ú���©0��¢�����×C¦����"�����Ù����>¢������o×C��¢n�����"���
H(s) =

1

BN(s)

wE�«~²¿�� U
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���������
B(s)

�"�ç¦«�r�à×C¦������ ���t©A�������«��¨ª������������¢>�«���
N
Y�¦«��©«¦��������>�"¢��¸Ñ|©�¢>�"�������ª����¨ª�

B(s) =

N
∑

k=0

aks
k wE�«~²¿�± U

��� �����"�|�¸�r��� �������"�
ak

���o�����Ò�r��������©0��¢
ak =

(2N − 1)!

2N−kk!(N − 1)!
k = 0, 1, 2, 3, · · ·N wy�«~²¿�¹ U

ÏÎ�����"¢>�r�§�>� Ø§��¨K��������� ���O©0����� ����¨K���������&Ô°���>�n����©�¦��"�����Y�n��¢K¡����«��¢��§�����K¢>���"¦�¢>�n� Ø§��¨K�������Ò���t���¢n�����§�������
BN (s) = (2N − 1)BN−1(s) + s2BN−2(s)

wE�«~²¿�¼ Uº»�������(�r� �>¢>���(��� ©A�ÃÔ����n�>���.�>�����"ÞA���"�«×y�§�>��Ú �§¢CY4¦����n¦�� ��¢>���"�>��¢>³ �n�>��� �����Î×y���n�Î��� ��� �§�A���Î¦����r����¢>�����������¡��������"�����"�n�>¢>¦�� �r�Ã©0��¢°�"��©�¢>�����"�>�à���ç������Ø���¢>�n��������������¨K����� ���«�����r� �>¢>������¡����¯���«©A��¢(¨K����� ��������Ã��¢��§���n×C��¢n¨��§�������t���r��� ��¡������à�O����¡�� �¯�§�A¦«�>��� ��Ú �§�r��j¶��¤nlE~
����¨K�Î¢n���>¦«¨ª�"�O���������@�>��©0���;�«����©�¢n�+Ñ|� ¨����"�����«���@�>��©«¦�������¨K���«�������r��¢;Y�¦«��©r��¢>�ç¦��O��� �>�"���������

k = 0.75
Ý
Ap X ¤K��Þ&�

As = 60
Ý0�>�Ã�����"���>���¯��¦��&��¢>���"�ü���®¤�¹®©r��¢>����©�¢n�+Ñ|� ¨����"�����^Ô�¦«�n���"¢��°��¢n���ÁÝ���®}+ÍO©r�§¢��K������Þ������«�"ØÒ������¼O©r��¢��O¦��Ò��� ³�©«�>���"��~

ïy³Oô�³ éÍë�¶x¼�·�înÅhë.z ¶xºC¸cÅx¼�Â`·ìÀ�Â¤¹1µ�¾Fë�Åx·ì¶x¼�¶^µc»híx¸cº�Åx·
º»�����o�¯�à�>�"���"�������n��������¢n�|��¦«����������¡�¦«�r���°�>¢����«�n×C��¢n¨����"�����«����©���¢��Ã�"�.��� �>�"���O���Î�r����¢n������� ¡�� �������"��"�����>� ����¢>������� Y4¦��ü�n�ü�����"�����	©«¢>���>����� ©A���������"��¦r���«�������Ù���Î©������«�

s
Ý����Ç� ��� �����t�����«�|�"��¢��"�n������>¢������o×C��¢>¨ª���"�������"��������Þ0��¢��n¦���Ø������¯�+Ü>���������¸Ø��"�4���fÜ>���"~ �ç���t�>¢������o×C��¢>¨ª���"�����ü��©|����¨ª�����"�(©«�������

s
���H©��������

z
ÝT�«��Þ0�O¨���©0� �§¢Î�������t���H� Ün�®��¨ª��¡�������¢>� �ª�"�

s
�>��Þ«¢>�®���H�"³�¢n��¦�� ��¦���� ����¢>� �����Å���/©������«�

z
Ý��Ò�����r�ª���ª¢>�"¡��������ª���ª� ÚWY4¦����"¢>�r�ª�����@©����§���

s
���"����¢>�������;��³�¢n��¦�� ��¦��«� �¯�§¢>���®�"�ü���@©������«�

z
ÝA���n�>��"��¨ª��©0� ��¢����Ò¢n��¡�� �������n����Þ�� �ª�"�Ç©��������

s
�^����¢>��¡����������o�¯��Þ«���K���Ç�"�Õ©������«�

z
~H����¨ª�t�>�KØ��"¢��^�"��n��¡�¦�� �r�«Ý4�¸Ñ|� �n���"��Ø§��¢>�����°©0���n��Þ�� �������������Õ���ç�����n�����Ã���ç�r����¢n���°ÉnÉÊ½ ¦|����� ��Ú�����������¢>�����n×C��¢>¨ª����� �������"Ý4�>����"¨àÞr��¢n¡���Ýr��� ¡�¦��r�§����¢>�����n×C��¢>¨ª����� ��������¨Ã¦����o��¢��§�^�"����¢o������� �������4Ø������ �������"��~

¯`ÊLü�Ê�É�Ê ç Ð�Ï,×�ÎÝà§Ü�× Ñ�Ì ã,ØNà�Ï ²s²?´ âxàoØKØN×FÏþâ�ßÝ×FÏDã'ÎqÎ�Ì{Ð�áRâÝßÝÌ�Ï,àqÐ�ÔbÐ�ÎoØNÐ�Î�ÔCã'×
ãT�����r� �>¢>������� ¡�� �������"��É>ÉÊ½`�¯�§¨àÞ����"���n��©�¦«�����"������n���r�§¢��n�°�n�K�>�����«���Ç� Ñ|��¡��"�����������n��Þ�¢n�ª���Ò¢n�����©�¦«���n���t���/� ¨ª©�¦«���>�«ÝA�"���«����� ¢�Ý�Y�¦«�K�n�OÞ�¦��n� ��¦��r��×C¦����"�����ü�«�à��¢��§���n×C�"¢>���«��������� �>�"¢>�"�������®¦����r����¢>���� ¡�� �����DY4¦�����¨Ã¦��������Î¢>�"�>©�¦«���n�������«� ¨ª©�¦«���>�ç����¦��O�r����¢n�����r�§����¡�� ����~§����¨K�����Î¢>�"�>©�¦��"�n�����§�«��¨K©�¦�� �>����Î¦����r� �>¢>�Ã���r��� ��¡����"�

h(t)
Ý|���������4�>���4¦r�«Ý������«�����"����¢n���O¨à¦«���n�>¢>����¢>����©r��¢>�à��Þ«�>�����"¢�¦��r�à¢n���>©«¦����o�¯����.��¨K©�¦����n�à��� �>��¢n�"���

h(n)
~�ºÕ�o����©�¢n�|�"����� ¨ª� �������O�"�n�¯�§Þ����"����¦��r�®����¢n¢>�"�>©0�������"�������®�«��¢>�"�"���®�"����¢>�����¢n���>©«¦����o�¯�Ç�§����¨K©�¦�� �>�ü���"��©�¢>���>����� ©A�����r��� ��¡����"�&�V����¢n���n©�¦����o�¯��������¨K©�¦�� �>�ü���"���r� �>¢>�ü��� ¡�� ��������>¢�� Ø��"�������0¨à¦��"�n�>¢>���Ã���Î����©�¢n��¨K��¢>�«ÝD�r���"�����«���¬Y4¦���� ���»Ø§������¢n���(���Î����¢n���n©�¦����o�¯�®������¨K©�¦�� �>�

h(nT )
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���"�»�r� �>¢>�t����¡�� �¯�§�H�>�����Ç� ¡�¦r��� �����t������Ø§������¢>����¨à¦«���n�>¢>�������������ª����¢>���n©�¦��"�n�¯�&���»��¨K©�¦�� �>�
h(t)

������r����¢n�®���r��� ��¡����"��~Ö|�Õ�������"�|�¸�r��� �������"�Ã���
H(z)

�n���V�fÜn¦��o�¯���«���Ã���®�¯�§�Õ×C��¢>¨ª�1Y4¦��ª�>¦¢n���>©«¦����o�¯�ü���Õ��¨K©�¦�� �>�t�>���� ��������� � ��������¢>�"�>©�¦��"�n���^���/��¨K©�¦����n�
h(n)

���n©A�"�����r� �����«ÝT�������������"���n�®�����"�kY4¦��®���/�r����¢n�������n���r�§���
H(z)

��������Ø§��¢>�������������T� ¨ª©�¦«���>�O�t�"�Î�WY4¦���Ø§�����"�4�>�Ã�§�T�>���o���"¨��K���r��� ��¡�� ���
H(s)

~�º»�n����¨ª�¸�������®©�¢>�%��n��¢nØ§������¢>���n©�¦��"�n�¯��������¨K©�¦����n�&���"���>� �n�>��¨ª�����r��� ��¡�� ����Ýû©0��¢>�ü�«�ü����¨ª��¡�������¦�������¢>�"�>©�¦��"�n���Å�"�×C¢n����¦«�����"���à���"Þ������®�§�T���������>� ��¡�������¢n�|��¦«�����«��Ý|©0��¢�� �kY4¦������o����¨K�"�������à�"�����r���«����¦������O�����"�Á��� �>���«������r����¢n����©r���n�ª�§� �¯�§�����>¦�©«¢>���n��¢�����Þr�����r�|~
 dfeTi�{�g;jyÆjC{|b0c+e�g@{�g;jyu�{��@e

}�~ç�Î������¦«���>� �n���"¨��ª���r��� ��¡�� ���K�����&×C¦«����� ���&������¢>�����n×C�"¢>�"�������
H(s)

Ý�¦«��� ����Ú��������®���ª¬@¢������o×C��¢��¨ª���r�à�«��ãû��©«�����"������Ø��"¢>���®��Þ«�>�����"¢
h(t)

H(s) = L
(

h(t)
) ���������«�����

h(t) = L−1
(

H(s)
)

¤�~Î·Ò¦����o��¢>����¢`�>wC� U �®� ������¢oØ§�������
T

�>�EÝ
t = n/fs = nT

h(n) = h(t)|t=nT�|~Î÷�Þ«�>�����"¢
H(z) = TZ{h(n)}

±«~çºHØ§��� ¦r��¢��"�T�����n��¨K©A�"���ª�«�����O¢>���n©�¦��"�n�¯�K���t×C¢>�"��¦��"�������
H(ejω)

¹�~çÓ@��¢»��¢>�����n×C��¢>¨ª���r�
Z

����Ø��"¢>�������
H(z)

��Þ«���"����¢(�����"��¦r�§�������ª�"������×C��¢>�"���������H�O���"�>©0�ÊÜ>��¢
y(n)

º»�ç¨Ã¦����o��¢>�"�V���&¦«�r�Ç�>�"�r�����������>���4¦r���>�����«�&��� ��¢o�¯���ª��¨K©���� � ���"�������"��Ý;�>�Î¦«�r�Ç�>�"�r���
ha(t)

�"����"�>©0���"�>¢>�
Ha(fa)

wC��� ¨ª���¯�������"� Þ������r� U Ý°�"��¨à¦��"�n��¢n� �����V�¢���Ú"���	���
fs = 1/T

¨à¦����o��¢>����©A��¢�n��¡�¦��«����Ý.�"�;�"�>©0���¸��¢>���«�à���®�>�"�r���/¨Ã¦����o��¢>�����r���"�Î�����4�>���4¦���ÝA©A�"¢>� �|��� ���®�Ò���>�������§����©0��¢
fsHa(fa)�"���t©A�"¢>³������

fs
j²��¤Hl

H(f) = fs

∞
∑

k=−∞
Ha[(f − k)fs]

wE�«~²¿�õ U
���������

f = fa/fs
�"������×C¢>�"��¦��"�������Ò����¢>¨ª����� Ú ���r�ª¢>���n©A�"�"�>�^���®����×C¢n���"¦������"�������K¨à¦��"�n��¢n���

fs
~@Ö|����^×C¢>�"��¦��"���������«��¨à¦����o��¢n�������O¨K������¢kY4¦��������àØ������"�ª�"�����«����������Þr���������«�

Ha(fa)
�|�"¦�¢>¢n�����×C�"����¨K�����®���Ý(o�§�����§�>���«¡m*¯~�ãû�O����¦������ ��� wE�«~²¿�õ U �n��©«¦����������n��¢n��Þ�� ¢����t����¢n¨ª� ���������

ω

H(ω) = fs

∞
∑

k=−∞
Ha[(ω − 2πk)fs]

wE�«~²¿�¿ U
º»����"��¢>³��^�n�������n���r�^¦���r� �>¢>�^����¡����¯���»�"���V¢>�"�>©�¦«���n���ü���×C¢>�"��¦��"�������

H(ω)
�"������§�Ã¨K���>¨ª����� �n�¢>���"�>��¢>³ �n�>��� �§�ç�"��×C¢>���"¦����«�����ª���à�>¦ü�"��¢>¢n���n©A���«�����"�4�>�Ã�r����¢>�����r��� ��¡�� ���®�>�;���/� ������¢oØ§�����K���à¨à¦«���n�>¢>�"�

T
���Ò�n�����Ò�>�"�����"��� ���r�����^�����"��¦r�§�r��¨K�������K©r��¢>�Ò�¸Ø|���¯��¢�� �����"×C�"�"�����Ã���K��� �����n����¡�~.�Î�ª��Y4¦�³Õ�>�K©�¦�������Ã��©�¢n��������¢IY�¦«�à���;¨ª�¸������������¢>�"�>©�¦��"�n���t� ��Ø��§¢>���§�4�>�Ã�§�;� ¨ª©�¦«���>�K���ç���r�§©�¢>��©«�������K©r��¢>�����@��� �>���«�

í������������ Ì�Í  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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���O�r����¢n����©r���n�&�§� �¯�§������Þ«�����Ò���H�"�>©0���¸��¢>�&���������>� ��¡zY4¦��®¢n���>¦«� �¯�����"�»©�¢>�����"�>�Ò���®¨à¦��"�n��¢n����~ûº»�Å�������¨ª� �����à�«�����Ã×C¢>�"��¦��"�������«Ýr������×C¦«����� �������������>¢������o×C��¢n�����"���
H(z)

�
H(s)

�n��¢>��������� ���r���

H(z) =
1

T

∞
∑

k=−∞
H(s − j

2π

T
k)

º»�n���K� �������>���r���
H(ω) = 1

T
H(Ω)

����Øm����� �r�Ã�n�
H(Ω) = 0

©���¢��àØ§������¢>�����§�r������¡����"��� |Ω| ≥ π/T
~

Ó/�§¢�������Ø��"�n�>��¡���¢��"�»¨��§©A�"�Ò�«�O������©�¦«�4�>����������¢n�ª�"�»©����§���
z

�����»©��������
s
©A��¢��"�»©�¢>�����"�>�Ò�����¨à¦«���n�>¢>�"��Ý;�n��� �§����¦«���t���Ò�>¢����«�n×C��¢n¨������

Z
�«�

h(n)
��©«�����W�����������®������¢>�����n×C��¢>¨ª���r�^�«��ãû��©����������

h(t)

H(z)|z=esT =
1

T

∞
∑

k=−∞
H(s − j

2π

T
k)

wE�«~²¿�Ì U
©0��¢����¸�r�����"�����t���

TZ

H(z) =

∞
∑

k=0

h(n)z−n wE�«~²Ì�Í U

H(z)|z=esT =

∞
∑

k=0

h(n)e−sTn wE�«~²Ì«} U
º»�������"��¢�Ý#Y4¦����������"�|�¸�r��� �������"�ç�«�

H(z)
�>�����fÜn¦��o�¯���«���Î�®������Ø��§����¢n�����������O¢>�"�>©�¦«���n�������T� ¨ª©�¦«���>����"�T�>� �n���"¨��®����������¡������

h(t)
���n©A�"�����r� �����ª�����������"¨��§����~

����¨K�®�>�������«�|�"�����à¢>�"�����"�����
z = esT wE�«~²Ì�¤ U�

s = σ + jΩ = eσT ejΩT �
z = rejω Ý�"�4�>�����"�����>¦��o��� �>¦«���"�����ª���Ò���Ã��¢>�����o×C��¢>¨ª����� ���

z = rejω = eσT ejΩT

����¡�¦r�����§�����Ã�>��¢>¨K���«���
r = eσT y ω = ΩTY4¦�����¦«¨ª©�� ��������V�n�

σ < 0
���������«�����

0 < r < 1�n�
σ > 0

���������«�����
r > 1

~�n�
σ = 0

���T�ÊÜn�
jΩ

�>��¨��§©A���®�n��Þ�¢n���>�|�«�K�"�T��³ ¢>��¦«���O¦������¯��¢n����~
º»�n�>��¨���©0���à���>�"¡�¦�¢��à¢n���n©�¦����o�¯�����"��×C¢>���"¦����«�����à¨Ã¦«���n��¨K������¢>�"�°�à� ����©«¢>���>����� ©A���°���r�§����¡�� �����Õ���� �>�"���������n����Þ�� ����~.Ö|� �&��¨ÃÞr��¢>¡���Ý��r�����yY�¦«�Ã���O×C¢>�"��¦��"����������� ¡�� �����

ω
�"�n�������"�������r�K�����"�;� ������¢oØ§�����

í������������ Ì«}  �!#" è%$�ë'&�ô8ñ
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(−π, π)
Ý/���������«�����ª����¨ª��©0���

ω = ΩT
��¨K©���� � �&�"���������"¢nØ§����� −π/T < Ω < π/T

~H¬;��¨àÞ�� �������� �4�>��¢oØ��§��� −π/T < Ω < 3π/T
©�¦����«�&¨ª��©A����¢>�n�^�"�

(−π, π)
ÝÕ�"�\¡��"����¢>������¦r��� Y4¦����"¢K� ������¢oØ§�����

(2k − 1)π/T < Ω < (2k + 1)π/T
Ý;� �
Y4¦����n��¡������r� �1Y4¦������°¨���©0���&���

jΩ
�������>¢>�ü���"����³ ¢>��¦«���¦��«� �¯�§¢>�������O���ab«�����"��Ý«�"�n���O¢n�c�r� Ü>�O�����°�"×C���¸�������«�����������>� ��¡Ã���"Þ����«�O���.¨Ã¦����o��¢>�"��~rº»�t������¡�¦�¢��O�|~ }+��n��¨Ã¦����o��¢��®���T¨ª��©0���O�"³���� ���"�O�����T©��������

s
�§�Á©����§���

z
~

¯°¯°¯°¯°¯°¯°¯°¯°¯°¯±°±°±°±°±°±°±°±°±°±
²°²°²°²°²°²°²°²°²°²³°³°³°³°³°³°³°³°³°³
´°´°´°´°´°´°´°´°´°´µ°µ°µ°µ°µ°µ°µ°µ°µ°µ
¶°¶°¶°¶°¶°¶°¶°¶°¶°¶·°·°·°·°·°·°·°·°·°·

¸°¸°¸°¸°¸°¸°¸°¸°¸°¸¹°¹°¹°¹°¹°¹°¹°¹°¹°¹
Real

−j

−1

j

Img.

º°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°ºº°º°º°º°º°º°º°º°º°º°º

»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»»°»°»°»°»°»°»°»°»°»°»
Plano z

zona estable

1

Plano s
jΩ

σ

5π/T

π/T

3π/T

−π/T

−3π/T

−5π/T¼¾½À¿$Á!Â§ÃÅÄ%Æ�Ç¢Ä%È�É°Ã�Ê6ËÍÌcÎ!ËÍÏÐÊ!ÏÑÃ�Ò!Ì
s
Ã)Ï�Ê%ÏÑÃ)Ò!Ì

z
Ê�Ì$ÂÓÎ!½ÀÔ�ËÖÕ!Ì×Î!ËØÂ§ËÍÔ§Ê!Á%ËÖÔ�ÙÚÃ¦Ã)Ï�½ÀÛ×Ê!Á!ÏÀÔ�ÌÅ½ÀÒ�Ü�Ã)Â§½ÀÃ)Ò�ÙÚË

Ý Î!½ßÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)ÏÀÛ×ËÖÒ�Ù§Ë�ËÖÒ?ËÍÏ�Î%½ÀÔ§ËÍÕ!ÌàÊ�Ì$ÂáËÖÏ�Û×âÍÙÚÌ�Î!ÌãÎ!Ë+Â§ËÖÔ�Ê!Á!ËÍÔ�ÙäÃå½ßÒ�Ü)Ã�Â§½ÑÃ�Ò*Ù§Ë2Ã)Ï*½ÀÛ×Ê!Á!ÏßÔ§Ì;Ê!Á!ËÍÎ!ËÖÒ?Ëçæ�½ÀÔéèÙ§½ÀÂ+Ì)ÙÚÂ�Ì$ÔêËìëíËÖÞÍÙ§Ì$ÔÖî�Ô§½�ËÖÒïËÍÏ6Î!Ì)Ûc½ßÒ!½ÀÌðÃ)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌØËìæ�½ÀÔéÙÚËÍÒòÜ)Ã�Â§½ÀÌ)Ô7Ê�Ì$ÏÀÌ)Ô
pk ó Ô�½ ck

Ô�Ì$ÒïÏÀÌ)Ô7ÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔÎ!ËØÏÀÃ?Ëìæ�Ê�Ã)Ò!Ô�½Àñ$ÒõËÖÒöëíÂÚÃ�ÞÖÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔãÊ!Ã)Â§ÞÍ½ÑÃ)ÏßËÖÔ
H(s) =

N
∑

k=1

ck

s − pk ÷ Ä%Æùø$Ä�úËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔãÊ6Ì$ÂûÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)Î!Ã?Î!Ëýü"Ã�Ê!ÏÑÃ)ÞÍËþ½ÀÒ�Ü$ËÍÂ§Ô§Ã
h(t) =

N
∑

k=1

cke
pkt t ≥ 0 ÷ Ä%Æùø)ÿ*úÛ?Á%ËÖÔ�Ù§Â§ËÖÃ)Ò!Î!Ì

h(t)
ËÖÒõÊ�ËÖÂ��ßÌ�Î%Ì$Ô

t = nT

h(n) =

N
∑

k=1

cke
pkTn ÷ Ä%Æùø��$úÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ)Ò%Î!ÌÅÏÑÃ�Ù§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)Î�Ã

Z
Î!Ë

h(n)

H(z) =
∞

∑

k=1

h(n)z−n =
∞

∑

k=1

(

N
∑

k=1

cke
pkTn

)

z−n =
N

∑

k=1

ck

∞
∑

k=1

(epkT z−1)n ÷ Ä%Æùø���ú
����	�
����� ø�� ���������������! 
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ÞÍÌ$ÛcÌÅÏßÌ$ÔÓÊ�Ì$ÏÀÌ$Ô
pk < 0

î�Â�ËÖÔ�Ì$ÏßÜ�½ÀËÍÒ!Î!Ì ÏÑÃ?Ô�ËÖÂ�½ÀËØ¿$ËÖÌ)ÛcâìÙÚÂ§½ßÞ¨Ã
∞

∑

k=1

(epkT z−1)n =
1

1 − epkT z−1 ÷ Ä%Æùø�9$úÊ�Ì$ÂÓÏÀÌ?ÙÚÃ)Ò�ÙÚÌ ÏÑÃ?ëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)ÒõÎ%ËØÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ Î!ËÖÏÐÔ�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃ?Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï;:*Á!ËÍÎ�Ã
H(z) =

N
∑

k=1

Ck

1 − epkT z−1 ÷ Ä%Æùø�<�ú
ó ÏßÌ$ÔûÊ�Ì$ÏÀÌ)ÔÓÎ!ËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ�ÌÅÎ!½À¿$½�ÙäÃ)Ï6ËÖÔéÙ>=)ÒõÁ,?!½ßÞ¨Ã)Î!Ì)ÔãËÍÒ

zk = epkT k = 1, 2, 3, · · · , N ÷ Ä%Æ ø)ø�ú@àËÍÏ Ã�Ò�=)ÏÀ½ßÔ§½ßÔ;Ã)Ò�ÙÚËÖÂ�½ÀÌ$ÂãÔ§ËðÎ!Ë�?�Ë�ÌA?!Ô§ËÍÂ�Ü�Ã)Â-:*Á!ËðÏÑÃ×Û¦Ã)¿)Ò!½ßÙ§Á!ÎöÎ!Ë�ÏÀÃ×Â�ËÖÔ§Ê%Á!ËÖÔéÙäÃòÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏÐËÖÔéÙ>=¦ËÍÔ§Þ¨Ã�ÏÑÃ)Î�ÃÊ�Ì$Â
fs = 1/T

Î!Ë�?!½ßÎ!Ì9Ã�Ï+Ê%Â§Ì�ÞÖËÖÔ�Ì9Î!ËcÛ?Á!ËÖÔéÙÚÂ�ËÖÌ!î"Ê6Ì)ÂðÏßÌB:*Á!ËòÏÀÃöëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò Î!Ë×ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ
H(z)Ì�?�ÙÚËÖÒ%½ÀÎ�ÃÅÎ!ËC?6ËØÛ?Á!Ï�ÙÚ½ßÊ!ÏÀ½ßÞ¨Ã)Â�Ô§ËãÊ6Ì$Â

T
î!Ê�Ì$ÂûÙäÃ�Ò*Ù§Ì

H(z) = T

N
∑

k=1

Ck

1 − epkT z−1 ÷ Ä%Æ�Ç2D�D�úÝ Á!Ò,:*Á!ËÓÏÀÌ)Ô Ê�Ì$ÏÀÌ$Ô¾Ô§Ì$Ò ÛcÃ)Ê�Ë¨Ã)Î!Ì)Ô Î!ËÍÏ!Ê!ÏÑÃ�Ò!Ì
s
Ã)Ï%Ê!ÏÀÃ)Ò!Ì

z
Ê�Ì$Â¾ÏÑÃàËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ÷ Ä%Æùø$ø�ú"Ô�ËÓÎ!Ë�?�ËÓÌ�?!Ô�ËÖÂéÜ)Ã�Â:*Á!Ë ÏÀÌ$Ô+ÞÖËÍÂ§Ì$ÔûËÍÒòÏÀÌ)Ô7Î!Ì)ÔêÎ!Ì$Û×½ÀÒ%½ÀÌ$Ô�Ò!Ì�ÔÚÃ�Ù§½ÀÔ�ë�Ã�ÞÖËÖÒcÏÑÃýÛc½ßÔ§ÛcÃØÂ�ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßñ$Ò�ÆFE¾Ì)ÂêÏÀÌýÙäÃ)Ò�Ù§Ì!î*ËÖÏ�ÛcâìÙÚÌ�Î!Ì�Î!Ë½ßÒ*Ü�Ã)Â�½ÑÃ)ÒHG¨Ã?Ã)Ï�½ÀÛ×Ê!Á!ÏÀÔ�Ì?Ò!Ì ÞÖÌ)Â§Â§ËÍÔ§Ê�Ì$Ò!Î!ËýÃ?Á!ÒõÛcÃ)Ê6ËÍÌÅÁ!Ò!Ì×Ã?Á!Ò!Ì Î!ËØÏßÌ$ÔûÊ!Á!Ò�Ù§Ì$Ô;ËÖÒõÃ)ÛI?�Ì$ÔÓÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì$ÔÎ�Ã�Î!Ì Ê6Ì$ÂÓÏÀÃÅËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ Ä%Æùø��$úçÆüáÃ9Î!ËÖÔéÜ$ËÍÒ*ÙÚÃKJ§Ã Î%ËõËÍÔ�Ù§ËïÛcâìÙÚÌ�Î!ÌªËÖÔL:*Á!ËõÃ)ÏûÁ�ÙÚ½ÀÏß½$GÖÃ)ÂðÊ%Â§Ì)Ù§Ì)ÙÚ½ßÊ6Ì$Ô�Ã)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌ$ÔðÒ!ÌªÏÀ½ßÛc½�ÙäÃ)Î!Ì)ÔðËÍÒ

?�Ã�Ò!Î�Ãò¿$ËÍÒ!ËÖÂ§Ã)Ò Ã�ÏÀ½ÑÃ�Ô§½ÀÒ%¿¦ËÖÒ ÏÀÃòÂ§ËÖÔ�Ê!Á!ËÍÔ�ÙäÃöËÖÒªëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃïÎ!ËÖÏ«ô!ÏßÙÚÂ�ÌòÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï î ó ÃM:*Á!Ë H(ω)
ËÖÔþÁ%Ò�ÃÜ)ËÖÂ§Ô�½Àñ$ÒõÊ�ËÖÂ§½ßñ�Î%½ÀÞ¨ÃðÎ!ËØÏÑÃÅÂ§ËÍÔ§Ê!Á!ËÍÔ�ÙÚÃcËÖÒöëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×Î%ËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ§Ì Ã�Ò�Ã)ÏÀñ)¿$½ÀÞÍÌ

H(Ω)

N »CO�PRQ�SUT ù
@åÃ)Î!Ã×Á!Ò!ÃÅëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò

H(s)
Î!ËØÁ!Òöô�Ï�ÙÚÂ§Ì×Ã)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞÖÌ

H(s) =
(s + 8)

(s + 2)(s + 4)
=

3

s + 2
− 2

s + 4ÞÍÌ$Ò9Ê�Ì$ÏÀÌ$Ô ËÖÒ
s = −2 ó s = −4

î�Ã)Ê!Ïß½ÀÞÖÃ)Ò!Î!Ì×ÏÑÃ ÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�Î�Ã¦Î!Ë�ü"Ã�Ê!ÏÑÃ)ÞÍË�½ßÒ*Ü)ËÖÂ�ÔÚÃòÔ§Ë�Ì�?%ÙÚ½ßËÖÒ!ËðÏÑÃÂ�ËÖÔ§Ê%Á!ËÖÔéÙäÃ¦Ã�Ï�½ÀÛ×Ê!Á!ÏßÔ§Ì
h(t) = {3e−2t − 2e−4t}U(t)Ù§Ì$Û¦Ã�Ò!Î!ÌÅÏÑÃ�Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½Àñ$ÒïÎ%½ÀÂ§ËÍÞÍÙÚÃ Î%ËýÊ�Ì$ÏßÌ$ÔÓËÖÒöÜ�Ã)Â§½ÀÃA?!ÏÀË

z
Á%Ù§½ÀÏß½$G¨Ã�Ò!Î!Ì?ÏÀÃ?ËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ Ä%Æ�Ç2D�D�ú

H(z) =
3T

1 − e−2T z−1
− 2T

1 − e−4T z−1

V Ì$Û×Ê�Ã)Â§Ã)Î!ÌÅÏÀÃ)ÔÓÂ§ËÍÔ§Ê!Á!ËÍÔ�ÙÚÃ)ÔàËÍÒõëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ%È
����	�
����� ø$Ä ���������������! 
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Ê!Ã)ÂÚÃÅËÖÏ�ô!ÏßÙÚÂ�Ì Ã)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌ
H(Ω) =

(jΩ + 8)

(jΩ + 2)(jΩ + 4)Ê!Ã)ÂÚÃÅËÖÏ�ô!ÏßÙÚÂ�ÌÅÎ!½À¿)½ßÙäÃ�Ï
H(ω) =

3T

1 − e−2T e−jωT
− 2T

1 − e−4T e−jωTÏÀÃ)ÔûÂ§ËÍÔ§Ê!Á%ËÖÔ�ÙÚÃ¦ËÖÒB@ V î�Ê�Ã�ÂÚÃÅËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ�ÌcÃ�Ò�Ã)ÏÀñ)¿$½ÀÞÍÌ?ËÖÒ
Ω = 0

H(0) = 1Ê�Ã�ÂÚÃÅËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ�ÌÅÎ!½À¿$½�ÙäÃ)Ï6ËÖÒ
ω = 0

H(ω) =
3T

1 − e−2T
− 2T

1 − e−4T
6= 0üÐÌ$ÔïÂ�ËÖÔ§Á%ÏßÙäÃ�Î!Ì$ÔïÔ§Ì)Ò Î!½�ëíËÖÂ�ËÖÒ�ÙÚËÍÔõÊ!Ã)ÂÚÃ ËÖÔéÙÚË£Ê!Á!Ò�ÙÚÌ Î!ËC?!½ÀÎ%Ì Ã�ÏþÃ)ÏÀ½ÀÃ)Ô§½ßÒ!¿BËÍÒ ëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ%Æ V Ì$Ò Á!Ò!ÃÂ§ÃAGÖñ$Ò Î%ËòÛ?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ�ËÖÌ

T
Û?Á ó Ê6ËC:�Á%ËÖÕ�Ã Ô§ËïÊ!Á%ËÖÎ!ËÍÒXW!Ã)ÞÖËÍÂÅÏÑÃ)Ô�Ã)Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔ e−2T ≈ 1 − 2T ó

e−4T ≈ 1− 4T
î�ËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔÓÏÑÃýËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò

H(ω)|ω=0

Ô§ËþÃ�Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ�Ã�Á%Ò!Ì!Æ�Y2ÒïËÍÔ�Ù§ËþËZJ�ËÖÛ×Ê!ÏßÌ�Ô§ËàÊ!Á!ËÖÎ%ËÞÍÌ$Ò!ÞÖÏßÁ!½ÀÂ[:*Á!ËýÁ%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)Ò%Î!ÌÅÁ!Ò�Ã ëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ Î!ËýÛ?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ�ËÖÌ¦Ã)ÏßÙÚÃ ËÍÏáËÍëíËÖÞìÙÚÌ×Î!ËðÃ)ÏÀ½ÀÃ)Ô§½ßÒ!¿ÅËÖÔãÎ!ËÖÔ�Ê!Â§ËÍÞÖ½ÀÃA?!ÏÀËÃ?ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×ÞÍËÖÂ�Ì!Æ
¯`ÊLü�Ê�ÛZÊ Õ¬ØNÎ�ÔÝÏoÆ�àoØ#á§Î�ÜÝÎ^] �@á§Î ã'Ò! Ý×FÜ

_ ÙÚÂ�ÌåÛcâìÙÚÌ�Î!ÌàÊ!Ã)ÂÚÃàÞÍÌ$Ò�Ü$ËÍÂ�ÙÚ½ßÂ ô�Ï�ÙÚÂ§Ì)Ô«Ã)Ò�Ã�ÏÀñ$¿$½ßÞÖÌ$ÔáËÍÒÅÔ§ÁÅË�:*Á!½�Ü�Ã)ÏÀËÍÒ*Ù§ËûÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï�ËÖÔ«ËÍÏ%ÛcÃ)Ê�ËÖÌåÎ!½ßÂ§ËÍÞÍÙÚÌÎ!Ë£ÏÀÌ)ÔïÊ6Ì$ÏßÌ$Ô ó ÞÖËÍÂ§Ì$ÔõÎ!Ë£ÏÑÃ ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò
H(s)

ËÍÒ ÏßÌ$ÔöÊ6Ì$ÏßÌ$Ô ó ÞÖËÍÂ§Ì$ÔõÂ§ËÍÔ§Ê�ËÖÞìÙÚ½ßÜ)Ì$Ô°ËÍÒ ËÍÏØÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì
z
Æ

` Á%Ê6Ì$Ò%½ÀËÖÒ%Î!Ìa:�Á%ËýÊ!Ã)ÂÚÃ ËÖÏÐÔ�½ÀÔ�Ù§ËÖÛcÃÅÃ)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌ?Ô�ËýÙ§½ÀËÖÒ%ËþÏÑÃ?ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Òcb Ä��Kd
H(s) =

∏M
k=1(s − ck)

∏N
k=1(s − pk) ÷ Ä%Æ�Ç2D%Ç�úÎ!Ì)Ò!Î!Ë

ck

Ô§Ì)ÒªÏÀÌ$ÔåÞÍËÖÂ�Ì$Ô ó pk

Ô§Ì$ÒªÏßÌ$ÔàÊ�Ì$ÏßÌ$ÔàÎ!ËÍÏ ô�Ï�ÙÚÂ§Ì%î6ËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔØÏÑÃcëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò
H(z)

Ê�Ã�ÂÚÃòÁ!Ò9ô�Ï�ÙÚÂ�ÌÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï
H(z) =

∏M
k=1(1 − eckT z−1)

∏N
k=1(1 − epkT z−1) ÷ Ä%Æ�Ç2D��$úÎ!Ì)Ò!Î!Ë

T
ËÖÔàËÖÏ ½ßÒ�ÙÚËÖÂéÜ�Ã)ÏÀÌ×Î!Ë?Û?Á%ËÖÔ�Ù§Â§ËÍÌ!Æ V Ã)Î!ÃòÁ!Ò!ÌòÎ!Ë�ÏÀÌ$Ôãë�Ã)ÞÍÙ§Ì$Â§ËÍÔ

(s − a)
Î!Ë

H(s)
Ô§Ì)ÒªÛ¦Ã)Ê�Ë¨Ã�èÎ!Ì)ÔýÞÍÌ$Û×Ì

(1 − eaT z−1)
ËÍÒ

H(z)
Æ Ý ËÍÔ�Ù§Ë×Ù§½ÀÊ�ÌõÎ%ËcÛcÃ)Ê�ËÖÌöÔ§Ë×ÏÀË ÞÖÌ)Ò!Ì�ÞÍË ÞÖÌ$Û×Ì e �gfAhHi�®kjn�%�+fml��&¸!h

npo �+f e l`þ�q�r Æ
E¾Ã)ÂÚÃÅÊ!Â�ËÖÔ§ËÍÂ�Ü�Ã)Â;ÏÑÃ�ÔûÞ¨Ã)Â§Ã)ÞÍÙ§ËÖÂg�ÀÔ�Ù§½ÀÞÖÃ)ÔÓÎ!ËþÂ§ËÍÔ§Ê!Á%ËÖÔ�ÙÚÃcËÍÒõëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃÅÎ!ËÖÏ�ô!ÏßÙÚÂ�Ì Ã)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌ!î*ËÖÏÐ½ßÒ�ÙÚËÖÂéÜ�Ã)ÏÀÌ
s Î!Ë�Û?Á!ËÖÔéÙÚÂ�ËÖÌïËÖÒct�è Û¦Ã0ÙÚÞ>W!ËÍÎ°Î!ËC?6Ë?Ô�ËÖÂåÔ�ËÖÏßËÖÞÖÞÍ½ÀÌ$Ò!Ã)Î!ÌïÃ)Î%ËÖÞÖÁ!Ã)Î�Ã)Û×ËÖÒ�ÙÚË�Ê�Ã)ÂÚÃcÊ!Â§Ì�Î!Á!ÞÍ½ÀÂàÏÀÃcÏßÌ�ÞÖÃ)ÏÀ½ è
GÖÃ)ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËØÏÀÌ$ÔÓÊ�Ì$ÏÀÌ)Ô ó ÞÖËÍÂ§Ì$Ô;ËÍÒ ÏÀÃ Ê�Ì$Ô�½ÀÞÖ½ßñ$ÒïÞÖÌ)Â§Â§ËÍÔ§Ê�Ì$Ò!Î!½ßËÖÒ�ÙÚËØËÍÒ ËÍÏÐÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì z

Æ
����	�
����� ø)ÿ ���������������! 
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` ËãÊ!Á!ËÍÎ!Ë ÌA?!Ô§ËÍÂ�Ü�Ã)Âu:*Á!Ë ÏßÌ$Ô2Ê6Ì)ÏÀÌ$Ô�Ì�?�ÙÚËÖÒ%½ÀÎ!Ì$Ô2Ê�Ì$Â�ÏÑÃåÙ§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÍ½Àñ$Òvt�è ÛcÃ�Ù§Þ>W!ËÖÎ Ô§Ì)Ò¦½ÀÎ%âÖÒ�ÙÚ½ßÞÖÌ$ÔÃ?ÏßÌ$ÔûÊ�Ì$ÏÀÌ$ÔêÌ�?%ÙÚËÍÒ!½ÀÎ%Ì$ÔûÞÖÌ)ÒõËÍÏ�Û×âÍÙÚÌ�Î!Ì?Î%ËýÂ�ËÖÔ�Ê!Á!ËÖÔéÙäÃ ½ÀÒ�Ü�Ã)Â§½ÀÃ)Ò�ÙÚËàÃ)Ï�½ÀÛ×Ê!Á!ÏßÔ§Ì!î�Ã)Á%Ò,:*Á!ËØËÖÒöËÖÔéÙäÃ)Ô;Î!Ì$ÔÙ§âÖÞÖÒ%½ÀÞ¨Ã�ÔãÂ�ËÖÔ�Á!ÏßÙÚÃ)ÒöÎ!½ßëíËÍÂ§ËÖÒ�Ù§ËÖÔ;ÏÑÃ)ÔÓÊ�Ì$Ô�½ÀÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔÓÎ!ËØÏÀÌ$ÔÓÞÍËÖÂ§Ì)ÔÖÆ
wyx T{z�Om|}8P~}UO����2T�|�O�|}8��O � TRQ�T x ��� ò�� �Kz � Om|Ç)Æ�@àÃ)Î�Ã)Ô7ÏÑÃ)Ô+ËÖÔ�Ê6ËÍÞÖ½ßô!Þ¨Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔûÎ!Ë Á!Ò¦ô�Ï�ÙÚÂ§ÌýÊ�Ã)Ô�ÌI?�ÃKJ§Ã�ÔÖî

ωp, ωsup

î
Ap ó As

î�Ê!Ã)ÂÚÃýÁ!Ò�Ã�Î!ËìÙÚËÍÂ§Û×½�èÒ!Ã)Î�Ã�ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËåÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ
H(z)

î%Ô§ËØÊ!Á!ËÍÎ!ËØÎ!½ÀÔ�ËÖÕ�Ã)ÂÓÁ%Òöô!ÏßÙÚÂ�Ì Ã)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌ�ËC:*Á!½ßÜ�Ã)ÏßËÖÒ�ÙÚË óÏßÁ!ËÖ¿)ÌÅÔ§ËýÛ¦Ã)Ê�Ë¨Ã?ËÍÒ ËÍÏ�ô�ÏßÙ§Â§ÌÅÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï�Î%ËÖÔ§ËÖÃA?!ÏßË)Æ
��Æ�Y�ÏßËÖ¿$½ßÂûËÖÏÐÊ�ËÖÂg�ÀÌ�Î!ÌÅÎ!ËØÛ?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ�ËÖÌ

T ó Î%ËÍÙÚËÍÂ§Û×½ÀÒ�Ã�ÂûÏÑÃ)ÔûëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ô Ã)Ò�Ã�ÏÀñ$¿$½ßÞ¨Ã)ÔÍÈ
Ωp y ΩsupÄ�Æ��;ÙÚ½ßÏÀ½$GÖÃ)Ò!Î!Ì

Ωp, Ωsup

î
Ap ó As

î�Î!½ÀÔ�ËÖÕ�Ã)Â
H(s)

ÞÖÌ)ÒõÏÀÃ Ã)Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)ÞÍ½Àñ$ÒòÎ%ËÖÔ§ËÖÃ)Î�Ã+�êÁ%Ù�ÙÚËÖÂ��êÌ)Â�Ù(W�î
V W%Ë�? ó Ô�W!ËìÜ6î6ËÖÏ\�ÀÊ%Ù§½ÀÞ¨ÃðÌv�7ËÖÔ§Ô�ËÖÏ Æÿ%Æ ` ½ÐÁ!Òõô!ÏßÙÚÂ�Ì Ã)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌ?ÙÚ½ßËÖÒ!Ë

p
Ê�Ì$ÏÀÌ)ÔÓÎ!½ßëíËÍÂ§ËÖÒ�Ù§ËÖÔ ó q

ÞÖËÍÂ§Ì$ÔÍî�Ô§ËØÊ!Á!ËÍÎ!ËðÁ�ÙÚ½ÀÏß½$GÖÃ)ÂûËìæ�Ê�Ã�Ò!Ô§½ßñ$Ò ËÍÒÊ%Â§Ì�Î!Á!ÞÍÙ§Ì$ÔÓÊ�Ã)Â§Ã
H(s)

H(s) =

∏q
k=1(s − ck)

∏p
k=1(s − pk)

��Æ ` ½ÐÔ§ËýÛ?Á!ËÖÔéÙÚÂ�Ë¨Ã Þ¨Ã)Î�Ã Ê�ËÖÂ��ßÌ�Î%Ì
T
î�Ô�ËðÊ!Á%ËÖÎ!ËÍÒ ÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÂÓÏÀÌ)ÔÓÊ6Ì$ÏßÌ$Ô ó ÏÀÌ)ÔÓÞÖËÖÂ�Ì$Ô Ã)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ÀÞÍÌ$ÔËÍÒ Ô�Á!Ô;Â§ËÍÔ§Ê�ËÖÞÍÙ§½ßÜ)Ì$Ô Ê�Ì$ÏßÌ$Ô ó ÞÖËÍÂ§Ì$Ô;Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏÀËÍÔêÎ!½ßÂ§ËÍÞÍÙäÃ�ÛcËÍÒ*Ù§ËØÞÖÌ$Ò epkT ó eckT

H(z) =

∏q
k=1(1 − eckT z−1)

∏p
k=1(1 − epkT z−1)

��Æ��2ËÍÂ§½�ô�Þ¨Ã)ÂÓÏÀÃ?Â§ËÍÔ§Ê!Á!ËÍÔ�ÙÚÃcËÖÒöëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ
H(ejω)

Î%ËÖÏÐÎ!½ßÔ§ËÖÕ%Ì
Y�Ô�Ù§ËãÊ%Â§Ì�ÞÖËÖÎ%½ÀÛ×½ÀËÖÒ�Ù§ÌþÎ!Ë;Î!½ÀÔ�ËÖÕ!ÌØÔ§ËãÊ!Á!ËÍÎ!Ë;¿$ËÖÒ%ËÖÂÚÃ�ÏÀ½$GÖÃ)Â«Û×Ì$Ô�Ù§ÂÚÃ)Ò%Î!Ì�:�Á%Ë

H(z)
Ê!Á%ËÖÎ!Ë;Ô§ËÍÂ2Ì�?%ÙÚËÍÒ!½�èÎ�ÃÓÎ!½ßÂ§ËÍÞÍÙäÃ�ÛcËÍÒ*Ù§Ë�Î!Ë

H(s)
î¨Ô§½ßÒþÙÚËÖÒ%ËÖÂ�:�Á%Ë+ËÍÒ!ÞÖÌ)Ò*Ù§ÂÚÃ)Â

h(t) ó ËÖÒýÞÖÌ$Ò!Ô�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ h(nT )
Æ�üáÃ;Î%ËÖÔ�Ü)ËÖÒ�ÙäÃ2J§ÃÎ!Ë�ËÖÔ�Ù§Ë?Û×âÍÙÚÌ�Î!ÌcËÖÔ�:*Á!Ë?Ëçæ%½ßÔ�Ù§Ë?Á!ÒB�éÃ�ÏÀ½ÑÃ�Ô§½ÀÒ%¿7�åËÍÒªÏÑÃ¦Â�ËÖÔ�Ê!Á!ËÖÔéÙäÃïËÖÒ ëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ ó ËÖÒ Ã�ÏÀ¿$Á!Ò%Ì$Ô ÞÖÃ)Ô§Ì)ÔËÍÔà½ÀÒ�Ù§Ì$ÏÀËÍÂÚÃA?!ÏßË)Æ�Y�Ô�Ù§Ë?ÛcâìÙÚÌ�Î!Ì¦ËÍÔ��%Ù§½ÀÏáÔ§ñ$ÏßÌ¦ÞÍÁ�Ã)Ò!Î!Ì¦ËÖÏ¾ô!ÏßÙÚÂ�ÌòÃ)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞÖÌ ËÍÔåËÖÔ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)ÏßÛcËÍÒ*Ù§Ë�Ïß½ÀÛ×½ßÙäÃ�Î!ÌËÍÒ�?�Ã)Ò!Î!Ã ó Ê!Á!ËÍÎ!Ë?Ô§ËÍÂåÁ%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)Î%Ì×Ê!Ã)ÂÚÃ×ËÖÏ"Î!½ÀÔ�ËÖÕ!ÌcÎ!ËÅ¼�@�¼�E Ý ó ¼ ` ��� î�Ê6ËÍÂ§Ì¦Ò%ÌòÊ!Â§ËÍÔ§ËÍÂ�Ü�Ã)Â(=cÏÑÃ)ÔÛcÃ)¿$Ò!½�ÙÚÁ!Î%ËÖÔûËC:�Á%½ÀÂ§Â�½$GÍÌ×Î%ËýÏßÌ$ÔÓÊ!Â�Ì)ÙÚÌ)Ù§½ÀÊ�Ì$ÔûÎ!Ë V W!ËC? ó ÔgW!ËÍÜ ó ËÍÏ$�ÀÊ�ÙÚ½ÀÞÍÌ$ÔÖÆ

N »CO�PRQ�SUT ù
` ½ÐÔ�ËØÙ§½ÀËÍÒ!ËþÁ!ÒõÔ§½ÀÔéÙÚËÍÛ¦Ã Ã)Ò�Ã�ÏÀñ$¿$½ßÞÖÌ?Â�ËÖÊ!Â�ËÖÔ�ËÖÒ�ÙäÃ)Î%Ì¦Ê�Ì$ÂÓÏÑÃ?ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËþÙ§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ

H(s) =
1

s + a

����	�
����� ø�� ���������������! 



"�#$�&%(')�+*,%-��#$.0/1 &�2�3"-#54�#6/0�7.8%(�

Ã)Ê%ÏÀ½ÀÞÖÃ)Ò!Î!Ì?Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)Î!Ã?Î!Ëýü"Ã�Ê!ÏÑÃ)ÞÍËþ½ÀÒ�Ü$ËÍÂ§Ô§Ã
h(t) = L−1{ 1

s + a
} = e−atU(t)

:*Á!ËØÔ§ËØÊ!Á%ËÖÎ!ËýÛ?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ�Ë¨Ã)Â;Ê�Ã�ÂÚÃ
t = nT ó Ã)Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã)Ò%Î!ÌÅÏÑÃ�Ù§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)Î�Ã Z

TZ{e−anT} =
1

1 − e−aT z−1ËÍÔ�ÙÚÌö½ßÛcÊ!Ïß½ÀÞÖÃ+:*Á!ËÅÔ�ËÅËÖÔ�Ù(=ïËÍëíËÖÞìÙÚÁ�Ã�Ò!Î!ÌõÁ!Ò�Ã¦ÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$Ò9Î!ËÅÁ%ÒªÊ6Ì$ÏßÌïÃ)Ò�Ã�ÏÀñ$¿$½ßÞÖÌ
s = −a

ÃòÁ!ÒÊ�Ì$ÏÀÌÅÎ%½À¿$½�ÙäÃ)Ï
z = e−a

(s + a) → (1 − e−aT z−1)
E¾Ã)ÂÚÃÅÁ!ÒõÊ6Ì)ÏÀÌÅÞÖÌ)ÛcÊ!ÏßËZJ�ÌÅÔ�ËýÙ§ËÖÒ!Î!Âg�ÑÃ

(s + a − jb) → (1 − e−(a−jb)T z−1)

¯`ÊLü�Ê[¯`Ê ç Ð�Ï,×�ÎÝà âxà�Ø
ÎoâÝØNà�±`Ð�á§Î�Ò�Ð�Ó�ÔqÔZß�á ¬7Ø5Ð�Ò�Î ÜÝ× Ì�Îå×FÒ�ßÝÎ�Ò�Ð�Ó�Ô§×FÔTÜÝÐ�Æ�×7ØN×FÔÓ�
Ò�Ð�Î�Ï

� Ò Ê%Â§Ì�ÞÖËÖÎ%½ÀÛ×½ÀËÖÒ�Ù§Ì Ô�½ÀÛ×Ê!ÏÀË×Ê�Ã)Â§Ã°ÞÖÌ$Ò�Ü)ËÖÂ�Ù§½ÀÂ?Á%Ò ô�ÏßÙ§Â§Ì°Ã)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ÀÞÍÌ°Ã Á!Ò!ÌªÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï�ËÖÔÅÃ�Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)ÂÁ!Ò!ÃØËÍÞÖÁ�Ã�ÞÖ½Àñ)ÒcÎ!½�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ï%ÃØÁ%Ò�ÃýËÍÞÖÁ�Ã�ÞÖ½Àñ)Ò×ËÍÒcÎ%½ßëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)ÔÍÆFY�Ô�ÙÚËÓÙ§½ÀÊ�ÌþÎ!ËãÃ)Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)ÞÍ½Àñ$Ò?ËÍÔ+ëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ�èÙ§ËÖÛ×ËÖÒ�ÙÚËåÁ�ÙÚ½ÀÏß½$GÖÃ)Î!ÌØÊ�Ã)Â§Ã�Â§ËÍÔ§Ì$Ï�Ü$ËÖÂêËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÖÔêÎ!½ßëíËÍÂ§ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ�ÏÀËÖÔ+ÞÖÌ)ÒïÞÖÌ�ËÍô�ÞÍ½ÀËÖÒ�Ù§ËÖÔûÞÍÌ$Ò!Ô�ÙÚÃ)Ò�ÙÚËÍÔÓËÖÒòëíÌ$Â�Û¦ÃÒ*Á!Û×âÖÂ�½ÀÞ¨Ã�ÆÉ Á!ËÍÔ�Ù§Â§Ë¨Ã�Ò!Î!ÌBÁ!Ò!Ã£ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò ÞÖÌ)Ò*Ù§½ÀÒ*Á�Ã
y(t)

Ã£ÙÚ½ßËÖÛ×Ê6Ì)Ô
t = nT

î2Î!Ì$Ò!Î%Ë
T
ËÍÔcËÍÏãÊ�ËÖÂg�ÀÌ�Î!Ì£Î!ËÛ?Á%ËÖÔ�Ù§Â§ËÍÌ ó Á%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)Ò%Î!ÌÅÙÚâÖÞÍÒ!½ÀÞÖÃ)ÔãÎ!Ëð½ßÒ�ÙÚËÖ¿)ÂÚÃ)ÞÍ½Àñ$ÒöÒ*Á!Û×âÖÂ§½ßÞ¨Ã%î�ÏÀÃ Î%ËÖÂ§½�Ü�Ã)Î�Ã Î!Ë�ÏÀÃÅëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò y(t)

ËÍÒ°ËÖÏÙ§½ÀËÖÛ×Ê�Ì?ÞÖÌ$Ò�Ù§½ÀÒ*Á!Ì×Ô§ËýÃ)Ê!Â�Ì¢æ�½ßÛ¦Ã?Ê�Ì$ÂÓÎ!½�ëíËÖÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ôûô�Ò!½�ÙäÃ)Ô ÷ Ü$ËÖÂÓô�¿)Á!ÂÚÃ Ä%Æ�Ç¨ÿ*ú
dy(t)

dt
|t=nT =

y(nT ) − y(nT − T )

T
=

y(n) − y(n − 1)

T ÷ Ä%Æ�Ç2D$Ä�úËÍÔ�ÙäÃ ËÖÔ;ÏÀÃÅÃ)Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)ÞÍ½Àñ$ÒïÎ!ËyY�Á!ÏßËÖÂ ó ËÍÔ Á!ÒöÞÖÃ)Ô§Ì×ËÖÔ�Ê6ËÍÞÖ½ÑÃ�ÏÐÎ!Ë
dy(t)

dt
|t=nT =

1

T

M
∑

i=0

aiy(nT − iT ) ÷ Ä%Æ�Ç2D)ÿ�úÊ�Ã�ÂÚÃ
y(n) = y(nT )

Æ
Y�Ò ÏÀÃöËÍÞÖÁ�Ã�ÞÖ½Àñ)Ò ÷ Ä%ÆßÇkD$Ä�úìî�Ê�Ã)ÂÚÃöËÖÏ�ÏÀÃ)Î!ÌöÎ!ËÍÏ2Ù§½ÀËÍÛcÊ�ÌïÞÖÌ$Ò�Ù§½ÀÒ*Á!ÌõÏÑÃòëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò£Î!ËÅÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃõËÍÔH(s) = s ó ËÖÒ¦ËÍÏ�ÏÑÃ)Î!ÌØÎ!ËÍÏ�ÙÚ½ÀËÍÛcÊ�ÌþÎ!½ßÔ§ÞÖÂ�ËÍÙ§ÌðÔ�ÁcëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò×Î!Ë;ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃýËÍÔ H(z) = (1−z−1)/T

îÎ!Ì)Ò!Î!ËØÔ§ËØÌ�?%Ù§½ÀËÍÒ!ËþÏÑÃÅÞÖÌ)Â§Â§ËÍÔ§Ê�Ì$Ò!Î!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ
s =

1 − z−1

T
=

1

T

z − 1

z ÷ Ä%Æ�Ç2D��$ú
����	�
����� ø�� ���������������! 
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:*Á!Ë×ËÖÔýÏÑÃöÃ)Ê!Â�Ì¨æ%½ßÛ¦Ã�ÞÖ½Àñ)Ò£Î%ËvY�Á!ÏßËÖÂÍÆY�Ò�ÙÚÌ)Ò!ÞÖËÍÔ�Á!Ò�ÃõÃ)Ê!Â�Ì¨æ%½ßÛ¦Ã�ÞÖ½Àñ)Ò£Î%ËcÁ!Ò£Ô§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃ Ã)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞÖÌïÊ�Ì$ÂÁ!ÒõÔ§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃ?Î!½À¿$½�ÙäÃ)Ï6Ô§ËÍÂ��ÑÃÅÏÀÃ�ÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�ÞÖ½Àñ)Ò
H(z) = H(s)|s= 1

T
z−1

z ÷ Ä%Æ�Ç2D���úÎ!Ì)Ò!Î!Ë
H(s)

ËÖÔïÏÀÃ ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒUÎ!Ë9Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ Î!ËÍÏàô�ÏßÙ§Â§Ì Ã�Ò�Ã)ÏÀñ)¿$½ÀÞÍÌBÃ Ã)Ê!Â�Ì¨æ%½ßÛ¦Ã�Â¦Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏÀÛ×ËÖÒ�ÙÚË�îÙÚÃ)ÛI?!½ßâÖÒ9Ô�Ë×Ê%Á!ËÖÎ!Ë Î!ËÍÔ§Ê�ËZJ§Ã)Â
z = 1/(1 − sT )

Æ ` ½«Ô�ËÅÂ§ËÍÊ!Â§ËÍÔ§ËÖÒ�ÙÚÃ)Ò ÏÀÃ)ÔàÜ�Ã)Â§½ÀÃA?!ÏßËÖÔàÞÍÌ$Û×Ê!ÏÀË�J§Ã)ÔåÞÖÌ)ÛcÌ
s = r + jx ó z = R + jI ó Ô§½ T = 1

î%ËÖÒ�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔ Ô§ËØÏÀÏßËÖ¿�ÃÅÃÅÏÀÃ)ÔÓËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ
(

R − 1

2(r − 1)

)2

+ I2 =
1

4(r − 1)2 ÷ Ä%Æ�Ç2D�9$ú
R2 +

(

I − 1

2x

)2

=
1

4x2 ÷ Ä%Æ�Ç2D�<�úÔ�½¾Ô�Ë?ÙÚÌ$ÛcÃ)Ò9Ã
r ó x

ÞÖÌ$Û×Ì¦Ê!Ã)Â(=)Û×ËÍÙ§Â§Ì$ÔÍî6ÏÀÃ)ÔàÎ%Ì$ÔàËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔØÃ)Ò�ÙÚËÍÂ§½ßÌ$Â§ËÍÔà¿$ËÍÒ!ËÖÂ§Ã)ÒªÏÑÃ)Ô;ë�Ã)Û×½ÀÏß½ÑÃ)ÔÓÎ!ËÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ)ÔÖÈ
ÞÍÌ$ÒöÞÖËÍÒ*Ù§Â§Ì

C( 1
2(r−1)

, 0) ó ÂÚÃ)Î%½ÀÌ 1
2(r−1)ÞÍÌ$ÒöÞÖËÍÒ*Ù§Â§Ì

C(0, 1
2x

) ó Â§Ã)Î!½ßÌ 1
2xÊ�Ì$Â;ÏÀÌa:*Á!Ë�Ô�ËðÞÍÌ$Ò!ÞÍÏÀÁ ó Ë�:*Á!Ë�ËÍÔ�Ù§ËýÙ§½ÀÊ�ÌcÎ!ËØÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒöÛ¦Ã�Ê6ËÖÃ ÏÀÃ+GÍÌ$Ò�Ã ËÖÔéÙäÃA?!ÏßËðÎ%ËÖÏáÊ!ÏÑÃ�Ò!Ì s

ÃÁ!ÒöÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ�Î!ËØÂÚÃ)Î!½ßÌ
1/2

ÞÖ½ßÂ§ÞÖÁ%Ò!Ô§ÞÍÂ§½ßÙ§Ì ËÖÒöËÖÏ�ÞC�ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌÅÁ!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌ�ËÍÒ ËÍÏ�Ê!ÏÑÃ�Ò!Ì
z
Ô§Ì�?!Â�ËØËÖÏ�Ë�J�ËþÂ§Ë¨Ã�Ï�Î!ËyDÃïÇ$Æ ` ½

Ω
Ü)Ã�Â��ÑÃ?Î%Ë −∞ Ã ∞ î�ÏßÌ$ÔÓÊ!Á!Ò�Ù§Ì$Ô ÞÍÌ$Â§Â�ËÖÔ�Ê6Ì$Ò%Î!½ÀËÍÒ*Ù§ËÖÔ ËÖÒõËÖÏÐÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì

z
ËÍÔ�Ù>=�Ò°Á,?!½ßÞ¨Ã)Î%Ì$Ô;Ô§Ì�?!Â�ËÁ!ÒõÞ��ßÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌÅÎ!ËØÂ§Ã)Î!½ÀÌ

1/2
ÞÖËÍÒ�ÙÚÂÚÃ�Î!ÌcËÍÒ
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Ô§Ì�?%Â§ËØËÖÏÐË�J�ËýÂ�Ë¨Ã)Ï Æ

Y�Ô�Ù§Ë?Û¦Ã�Ê6ËÍÌ×Ù§½ÀËÖÒ%ËðÏÀÃcÞ¨Ã�ÂÚÃ)ÞìÙÚËÖÂg�ÀÔéÙÚ½ÀÞÖÃ×Î%ËÖÔ§ËÖÃA?!ÏßË�Î!Ëð½ÀÂãÎ!Ë�ÏÀÃ+GÍÌ$Ò�Ã¦ËÍÔ�ÙäÃ7?!ÏÀËýÎ!ËÖÏ"Ê!ÏÀÃ)Ò!Ì
s
Ã)ÏáÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì

z
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z
ËÖÔ�Ù(=Û?Á ó Â§ËÍÔ�Ù§Â§½ÀÒ%¿$½ÀÎ�Ã Ã)Ï�Î!½ÀÔ�ËÖÕ!Ì Î!Ëð¼�Eu�UÎ!ËýÃ)Ò!Þ>W!Ì×Î!Ë�?�Ã)Ò!Î!Ã×Û?Á ó Ã)Ò!¿)Ì$Ô�Ù§Ì!Æ

¯`ÊLü�ÊLüIÊ ç Ð�Ï,×�ÎÝà§Ü�× Ñ�Ì ã,ØNà�Ï ²s²?´ âxàoØ�Õ¬ØNÎ�ÔÝÏoÆ�àoØ#á§Î�ÜÝÎÑ·ÍÐ�Ì�Ð�ÔÝ×FÎ�Ì
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jΩ
ËÖÒ9ËÍÏ¾Ê%ÏÑÃ)Ò!Ì

s
Ã)ÏáÞÖ½ßÂ§ÞÖÁ%ÏÀÌ×Á!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌcËÍÒ9ËÖÏÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì

z ó ÙÚÌ�Î�ÃÅÏÑÃLGÖÌ$Ò!Ã×ËÍÔ�ÙäÃ7?!ÏÀËØËÖÒõËÖÏáÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì s
Ã�ÏÐ½ÀÒ�ÙÚËÍÂ§½ÀÌ)ÂûÎ!ËÖÏáÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌÅÁ%Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌ!î%Ê�Ì$Â;ÏÀÌa:*Á!ËýËÍÜ�½ßÙÚÃÃ)Ïß½ÑÃ)Ô�½ÀÒ!¿ðÎ!ËØÏÑÃ)ÔÓÞÍÌ$Û×Ê6Ì$Ò%ËÖÒ�ÙÚËÍÔ ËÍÒõëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ�bùÄ��!d Æ

Y æ�½ÀÔ�Ù§ËÖÒÅÜ�Ã)Â§½ßÌ$Ô Û×âÍÙ§Ì�Î%Ì$Ô«Ê�Ã)Â§ÃåËÖÏ�Î!½ÀÔ�ËÖÕ!ÌØÎ!Ëêô!ÏßÙÚÂ�Ì$Ô«Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏÀËÍÔ�g�Z�ýî�Ô§½ßÒÅËÖÛI?�Ã�Â§¿$Ì!î0Á!Ò!ÌØÎ!ËêÏÀÌ$Ô«Ûv=)ÔÁ%Ù§½ÀÏß½$G¨Ã�Î!Ì$ÔØËÖÔ?ÏÀÃ ÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$Ò£Î!Ë�?�Ã)Ò%Î�Ã)Ô?Î!ËcëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ�ÔÅÊ6Ì$Â�s��àî�:*Á!Ë¦ÞÖÌ$Ò�Ü�½ÀËÍÂ�ÙÚËÍÒ Á!Ò ô�Ï�ÙÚÂ§ÌÊ�Ã�Ô§ÌI?�Ã2J§Ã ÷ ¼�Eu�Óú+Ã)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌýÒ!Ì$Â§ÛcÃ)Ïß½$G¨Ã�Î!Ì�Ãýô�ÏßÙ§Â§Ì�Ê!Ã)Ô§ÌÅÃ�ÏßÙäÃ ÷ ¼�E Ý úçî�ô�Ï�ÙÚÂ�Ì�Ê�Ã)Ô�ÌL?�Ã)Ò!Î!Ã ÷ ¼�Eu��� ú
ó ô�ÏßÙ§Â§ÌòÔ�Á!Ê!Â§ËÍÔ§Ì$ÂØÎ!Ëa?�Ã�Ò!Î�Ã ÷ ¼ ` ��� úàÒ!ÌöÒ!Ì$Â�Û¦Ã�ÏÀ½$GÖÃ)Î!Ì$ÔÍÆ�Y«æ�½ßÔ�ÙÚËÍÒ Î%Ì$ÔåÙÚâÍÞÖÒ!½ßÞ¨Ã)ÔþÊ�Ã�ÂÚÃòËÍëíËÍÞÍÙ§Á�Ã)ÂþÏÑÃÙ§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÍ½Àñ$Ò ó Ì�?%ÙÚËÍÒ!ËÖÂ;ô�Ï�ÙÚÂ§Ì)ÔûÎ!½À¿)½ßÙäÃ�ÏÀËÖÔ�bùÄKd îpb Ä��!d î{b ø7d î\b Ä�<7d Æ
����	�
����� ø�9 ���������������! 
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y(nT)
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£¤

¥¦

n−1 n

y(nT)

y((n−1)T)

t

y’(t)

T

y(t)

∆y(t) ∆y(t)

¼¾½À¿$Á!Â§ÃÅÄ%Æ�Ç¨ÿ!È Ý Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒïÊ�Ì$ÂÓÎ!½ßëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ôûô�Ò!½�ÙäÃ)Ô
Ç)ÆàÉ Ã)Ê6ËÍÌ Î%Ë Á!Ò ¼�Eu� Ã�Ò�Ã)ÏÀñ)¿$½ÀÞÍÌ Ò!Ì$Â§ÛcÃ)Ïß½$G¨Ã�Î!ÌBËÖÒ ËÖÏØÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì

s
Ã)ÏþÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì

z
Ã�Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã)Ò!Î%Ì Á%Ò�ÃÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½Àñ$Ò¦ËÖÒõÏÑÃL?�Ã)Ò!Î!Ã Î%ËØëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)ÔÍÆ

��Æ§s"ÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�ÞÖ½Àñ)Ò�Î!ËÓÁ!Ò×¼�Eu� Ã)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞÖÌ Ò!Ì$Â�Û¦Ã)Ïß½$GÖÃ)Î!ÌåÃåÁ%Ò ô!ÏßÙÚÂ�ÌþÃ)Ò�Ã�ÏÀñ$¿$½ßÞÖÌ Ò!ÌþÒ!Ì$Â�Û¦Ã)Ïß½$GÖÃ)Î!Ì
:*Á!ËØÊ!Á%ËÖÎ!ËýÔ§ËÍÂãÎ%½À¿$½�ÙäÃ)Ïß½$G¨Ã�Î!Ì�Ê�Ã�ÂÚÃÅÌ�?%Ù§ËÖÒ!ËÍÂãËÍÏ�ÙÚ½ßÊ6ÌÅÎ!ËÍÏ�ô�ÏßÙ§Â§Ì Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï6Î%ËÖÔ§ËÖÃ)Î!Ì!Æ

` Ë¨W�Ã9ÞÖÌ$Û×Ê!Â�Ì�?�Ã)Î!Ì©:�Á%ËïÏÑÃ°Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏÀ½\G¨Ã)ÞÍ½Àñ$Ò Î!Ë¦Á!ÒBô�ÏßÙ§Â§ÌªÃ�Ò�Ã)ÏÀñ)¿$½ÀÞÍÌ°Á%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)Ò%Î!Ì ÏÀÃ©s"ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)Î�Ã
�ê½ßÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã)Ï ÷ s��ûú�Ê%Â§Ì�Î!Á!ÞÖË;Â�ËÖÔ§Á%ÏßÙäÃ�Î!Ì$Ô2Ô§½ßÛc½ßÏÑÃ)Â�ËÖÔ Á%ÔÚÃ)Ò!Î%ÌðÏßÌ$Ô�Î!Ì$Ô2Ê!Â�Ì�ÞÍËÖÎ!½ßÛc½ßËÖÒ�ÙÚÌ$Ô«Ã)Ò�ÙÚËÖÂ�½ÀÌ$Â�ËÖÔ§b Ä7d îªb Ç¢øKd ÆÝ ÞÖÌ$Ò�Ù§½ÀÒ*Á�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò Ô§Ë Î!½ÀÔ�ÞÖÁ%Ù§½ÀÂ(=�Ò Ã)Û�?6Ì$Ô Û×âÍÙ§Ì�Î!Ì)Ô ó Ô�Ë°ÞÖÌ)ÛcÊ!Â�Ì�?�Ã)Â�=«:�Á%Ë°Ô§Ë ÏÀÏßËÖ¿�Ã Ã ÏßÌ$Ô Ûc½ßÔ§Û×Ì$ÔÂ�ËÖÔ§Á%ÏßÙäÃ�Î!Ì$ÔÖÆáüáÃ¬s�� Ù§½ÀËÖÒ%ËcÏÀÃöÞÖÃ)ÂÚÃ�ÞÍÙÚËÍÂ��ßÔ�ÙÚ½ßÞ¨ÃöÎ!Ë+W�Ã)ÞÖËÍÂðÁ%Ò ÛcÃ)Ê�ËÖÌõÒ!Ì Ïß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï«Î!Ë×ÏÑÃöÂ§ËÍ¿$½Àñ)Ò£ËÍÔ�ÙÚÃA?!ÏÀËÎ!ËÍÏ¾Ê%ÏÑÃ)Ò!Ì×ÞÖÌ)ÛcÊ!ÏßËZJ�Ì

s
ÃcÏÑÃ×Â§ËÍ¿$½Àñ$Ò ËÖÔéÙäÃA?!ÏßËðÎ%ËÖÏ"Ê!ÏÑÃ)Ò%Ì¦ÞÖÌ)ÛcÊ!ÏßËZJ�Ì

z
Æ;Y2Ô Î!ËÖÞÍ½ÀÂÍî):*Á!ËðÏÑÃvs�� Ê!Â§Ì�Î!Á!ÞÍËÔ�½ÀËÖÛ×Ê!Â�Ëåô�ÏßÙ§Â§Ì$ÔÓÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏÀËÍÔêËÍÔ�ÙäÃ7?!ÏÀËÍÔ ÃÅÊ�Ã�Â�ÙÚ½ßÂÓÎ!ËØÊ!Â§Ì�ÙÚÌ)Ù§½ÀÊ�Ì$ÔÓÃ)Ò�Ã�ÏÀñ$¿$½ßÞÖÌ$Ô7ËÖÔéÙäÃA?!ÏßËÖÔÍÆ

üáÃLs�� ËÍÔ�Ù>= Ê!Â�Ì)ëíÁ!Ò!Î�Ã�ÛcËÍÒ*Ù§ËØÏÀ½À¿$Ã)Î�Ã?Ã ÏÑÃ?Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½Àñ)ÒM:�Á%ËýËçæ�½ÀÔ�Ù§ËðËÍÒ�ÙÚÂ§ËØÏßÌ$ÔÓÎ!Ì$Û×½ÀÒ!½ßÌ$Ô
s ó z

z = esT ÷ Ä%Æ�Ç2D$ø�úÎ!ËÍÔ§Ê�ËZJ§Ã)Ò%Î!ÌcÔ
s =

1

T
ln(z) ÷ Ä%Æ�Ç$Ç2D�ú@àË°ËÖÔ�ÙÚÃ)ÔòÎ!Ì)Ô��!ÏßÙ§½ÀÛcÃ)Ô ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔòÔ§Ë9Ê%Á!ËÖÎ!Ë9Ü)ËÖÂ�½ßô�ÞÖÃ)Â¨:*Á!ËªÏÀÃ Ê�Ã)ÂéÙÚË ½$G�:*Á!½ßËÖÂ�Î�Ã Î!ËÍÏàÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì

s
Ô�ËÛcÃ)Ê�Ë¨ÃþÎ!ËÖÒ�Ù§Â§ÌýÎ!ËÖÏ�Þ��ßÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌþÁ!Ò%½ßÙäÃ�Â§½ÀÌþËÍÒcËÍÏ�Ê!ÏÑÃ)Ò%Ì

z ó ÏÑÃåÊ!Ã)Â�Ù§ËãÎ%ËÖÂ§ËÍÞ>W�Ã�Î!ËÍÏ�Ê!ÏÑÃ�Ò!Ì s
Ô§Ë;ÛcÃ)Ê�Ë¨ÃåëíÁ!ËÖÂ§ÃÎ!ËÍÏêÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ°Á!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌ°ËÍÒ ËÖÏûÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì

z
î«Ê6Ì)Â�Ì)Ù§Â§Ì9ÏÀÃ)Î!Ì9ËÍÏûËZJ�Ëò½ßÛ¦Ã�¿$½ÀÒ�Ã�Â§½ÀÌöËÍÒ ËÖÏûÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì

s
Ô�ËïÛ¦Ã�Ê6ËÖÃÔ�Ì�?!Â§ËýËÖÏáÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ Á!Ò%½ßÙäÃ�Â§½ÀÌÅÎ%ËðÛcÃ)Ò!ËÍÂÚÃ Ê6ËÍÂ��ÀÌ�Î!½ßÞ¨ÃÅÞ¨Ã)Î!Ã

Ω = 2π/T
Æ ` ½áÔ§ËØÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃÅÁ!Ò�Ã×ëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò

����	�
����� ø�< ���������������! 
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H(s)
Á%ÙÚ½ßÏÀ½\G¨Ã)Ò!Î%ÌòÏÑÃòËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ÷ Ä�ÆßÇ$ÇkD�úàÔ§Ë Ì�?%Ù§½ÀËÍÒ!Ë Á!Ò�ÃòëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò H(z)

½ÀÂ�ÂÚÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò�Ã�Ï ËÖÒ ÙÚâÍÂ§Û×½ÀÒ!Ì)ÔþÎ!ËÏßÌ$¿�Ã)Â�½ßÙÚÛ×Ì$ÔÍî�ÏÑÃõÞÖÁ�Ã)Ï7Ò!ÌªËÖÔ��%ÙÚ½ßÏ7Ê�Ã�ÂÚÃ°Â�Ë¨Ã)Ïß½$G¨Ã�ÂðÁ!Ò Ô�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃ%ÆE Ã)Â§Ã°Ì�?%Ù§ËÖÒ!ËÍÂÅÁ!Ò�Ã ëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$ÒBÂÚÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)ÏÎ!Ë
H(z)

ËÍÔàÒ!ËÍÞÖËÖÔ§Ã)Â§½ßÌòÂÚÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)ÏÀ½\G¨Ã)ÂÓÏÀÃ ëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò9ÏÀÌ)¿�Ã)Â���ÙÚÛ×½ÀÞÖÃ�Î!Ë
z
Æ�üáÃcËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ÷ Ä%Æ�Ç$Ç2D�úÓÔ§ËðÊ!Á!ËÍÎ!ËËçæ%Ê%Â§ËÖÔ§Ã)ÂãÎ!ËÖÔ§Ã)Â§Â�Ì$ÏÀÏÀÃ)Ò!Î!ÌÅÏÀÃ?Ô§ËÖÂ�½ÀËØÎ!ËÍÏÐÏÀÌ$¿�Ã�Â§½ßÙ§ÛcÌ¨bùÄ�9Kd

s =
2

T

[z − 1

z + 1
+

1

3

(z − 1

z + 1

)3

+
1

5

(z − 1

z + 1

)5

. . .
]

÷ Ä%Æ�Ç$Ç$Ç�ú
s =

1

T

[z − 1

z
+

1

2

(z − 1

z

)2

+
1

3

(z − 1

z

)3

. . .
]

÷ Ä%Æ�Ç$ÇK�$úV Ì$Û×Ì
z
Ô§ËöÃ)Ê%Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ9ÃªÁ!Ò!Ì!î¾ËÖÒ�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔ×ÏÑÃ Ô§ËÖÂ�½ÀË ÷ Ä%ÆßÇ)Ç$Ç�úðÞÍÌ$Ò�Ü$ËÖÂ�¿$ËöÛ?Á ó Â(=)Ê!½ßÎ!Ì!î"Ê6Ì)Â?ÏÀÌ«:*Á!ËïÔ�ËÊ!Á%ËÖÎ!ËÍÒòÎ!ËÖÔ�Ê!Â§ËÍÞÖ½ÀÃ)Â7ÏßÌ$Ô2ÙÚâÖÂ�Ûc½ßÒ!Ì$Ô�Î!Ë Ì$Â§Î%ËÖÒ¦Ô�Á!Ê�ËÖÂ§½ßÌ$ÂÖî�Ã)Á%Ò,:*Á!ËàÔ�ËàÃ)¿)Â§ËÖ¿$ÃðÁ!ÒcÏÀ½À¿)ËÖÂ§ÌØËÍÂ§Â§Ì)ÂÖî�ËÖÒ�Ù§Ì$Ò!ÞÖËÍÔ

s =
2

T

(z − 1

z + 1

)

÷ Ä%Æ�Ç$Ç¢Ä�úó Ê!Ã)ÂÚÃÅÏÑÃ?Ô�ËÖÂ�½ÀË ÷ Ä%Æ�Ç$ÇK�)ú
s =

2

T

(z − 1

z

)

÷ Ä%Æ�Ç$Ç¨ÿ*úüáÃàÁ%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)ÞÍ½Àñ$ÒØÎ!ËêÏÑÃ ËÍÞÖÁ�Ã�ÞÖ½Àñ)Ò ÷ Ä%Æ�Ç$ÇK�)úáÏßÏÀËÍÜ�ÃãÃàÁ!ÒÅÛcÃ)Ê�ËÖÌàÎ%ËûÏÑÃãÂ§ËÖ¿)½Àñ$ÒðËÖÔ�ÙÚÃA?!ÏßËêÎ!ËÍÏ%Ê!ÏÀÃ)Ò!Ì s
Ã Á!ÒÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌÅÞÍ½ÀÂ�ÞÖÁ!Ò!Ô�ÞÖÂ�½ßÙÚÌ×ËÖÒ ÏÑÃÅÊ�Ã)ÂéÙÚËØÎ!ËÍÂ§ËÖÞ>W!ÃcÎ!ËÍÏ"ÞC�ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌ×Á%Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌÅËÖÒ°ËÍÏÐÊ!ÏÑÃ�Ò!Ì

z ÷ ô!¿$Á!ÂÚÃ×Ä%Æ�ÇK�?Â§ËÍ¿$½Àñ$ÒÔ�Ì$ÛI?!Â�Ë¨Ã)Î�Ã$úÓÏßÌa:�Á%Ë�Ì�Þ¨Ã)Ô�½ÀÌ$Ò�ÃÅÛcÃ ó Ì$Â;Î!ËìëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒöËÖÒ ÏÑÃ?ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$Ò ó ÛcËÍÒ!Ì$ÔãÊ6Ì)Ô§½$?%½ÀÏÀ½ßÎ�Ã)Î!ËÍÔËÍÒ ÏÀÃ?Ô§ËÖÏßËÖÞÍÞÖ½Àñ)Ò Î!ËýÃ)Ò%Þ>W!Ì$Ô;Î!Ë�?�Ã)Ò!Î!Ã)Ô ó ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)ÔÖÆ
_ ÙÚÂ§Ã¦ëíÌ$Â§ÛcÃ¦Î!Ë ÏÀÏßËÖ¿�Ã�ÂàÃïÏÑÃ�ÔåËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ ÷ Ä%Æ�Ç$Ç¢Ä�ú ó ÷ Ä�ÆßÇ$ÇÖÿ*ú ËÖÔþÞÍÌ$Ò ÏÑÃ¦Ù§âÖÞÖÒ%½ÀÞ¨ÃòÎ%Ë×½ßÒ�ÙÚËÖ¿)ÂÚÃ)ÞÍ½Àñ$ÒÒ*Á!Û×âÖÂ�½ÀÞ¨Ã9Á�ÙÚ½ÀÏß½$GÖÃ)Î�Ã°Ê�Ã�ÂÚÃªÔ§½ßÛ?Á!ÏÑÃ�Â?Á!Ò ½ÀÒ�ÙÚËÍ¿$ÂÚÃ)Î%Ì$Â?Î!ËöÁ!Ò ô�ÏßÙ§Â§Ì Ã)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞÖÌ°Ì£ÏÀÃª½ÀÒ�ÙÚËÍ¿$ÂÚÃ)ÞÍ½Àñ$Ò Ê�Ì$ÂËÍÏ7Û×âÍÙ§Ì�Î!ÌõÙÚÂ§Ã)Ê6ËCGÖÌ$½ßÎ�Ã)Ï2Î!ËcÁ!Ò�Ã°ËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ËÖÒBÎ!½�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ô¨bùÄ��2d îb®�7�!d Æ üáÃ©s�� Ê%Á!ËÖÎ!Ë¦Â§ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Â�Ô§ËÞÍÌ$Ò ÏÀÃ ëíñ)Â§Û?Á!ÏÀÃ�ÙÚÂ§Ã)Ê6ËCGÖÌ$½ßÎ�Ã)ÏÐÎ!Ëý½ÀÒ�Ù§ËÖ¿$Â§Ã)ÞÖ½ßñ$ÒöÒ�Á%ÛcâÍÂ§½ÀÞÖÃ%î�Ô§½áÔ�ËðÙÚ½ßËÖÒ!ËØÁ!Ò Ô§½ßÔ�ÙÚËÍÛ¦Ã Â§ËÍÊ!Â§ËÍÔ§ËÍÒ*ÙÚÃ)Î!ÌòÊ�Ì$ÂËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ;ËÖÒõÎ!½ßëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)ÔÓÎ!ËØÊ!Â§½ßÛcËÍÂûÌ$Â�Î!ËÖÒ

dy(t)

dt
+ ay(t) = bx(t) ÷ Ä%ÆßÇ)ÇK�$úÃ)Ê%ÏÀ½ÀÞÖÃ)Ò!Î!ÌÅÏÀÃ Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)Î!Ã Î%Ë�üáÃ)Ê!ÏÀÃ)ÞÖËØÔ�ËýÙ§½ÀËÖÒ%ËýÏÀÃ?ëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒõÎ!ËýÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ×Î!ËðÁ%Òõô�Ï�ÙÚÂ�ÌcÏß½ÀÒ!ËÖÃ)ÏÃ)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞÖÌ

H(s) =
b

s + a ÷ Ä%Æ�Ç$Ç2��úÔ�½ÐËÖÒõÏÀÁ!¿�Ã�ÂûÎ!ËØÁ%ÙÚ½ßÏÀ½\G¨Ã)Â7Î!ËÖÂ�½ßÜ�Ã)Î�Ã)ÔÍî!Ô§ËýÁ%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)Ò¦Î!½ßëíËÍÂ§ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ�Ôûô�Ò!½ßÙÚÃ)Ô
y′(t) =

∆y

∆t
=

y(t + ∆t) − y(t)

∆t ÷ Ä%Æ�Ç$ÇK9$ú
y(t) = −y′(t)∆t + y(t + ∆t) ÷ Ä�ÆßÇ$Çk<�ú

����	�
����� ø$ø ���������������! 
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Ô�½ÐÔ§ËØ½ÀÒ�ÙÚËÍ¿$ÂÚÃÅÏÀÃ?Î!ËÖÂ�½ßÜ�Ã)Î�Ã ó Ã)Ê%Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)Ò!Î!ÌÅÏÀÃ ½ßÒ�ÙÚËÖ¿)ÂÚÃ)Ï6Ê6Ì$Â;ÏÀÃ?Â§ËÖ¿)ÏÑÃ?Î!ËÍÏ�ÙÚÂÚÃ�Ê6ËÍÞÖ½ÀÌ
y(t) =

∫ t

to

y′(τ)dτ + y(to) ÷ Ä%Æ�Ç$Ç¢ø�úÎ!Ì)Ò!Î!Ë
y′(t)

ËÍÔ;ÏÑÃÅÎ!ËÖÂ�½ßÜ�Ã)Î�Ã?Î%Ë
y(t)

î%Ù§Ì$Û¦Ã�Ò!Î!Ì
t = nT ó to = nT − T

y(nT ) = y(nT − T ) +
T

2
[y′(nT ) + y′(nT − T )] ÷ Ä%Æ�ÇK�AD�úËìÜ)Ã�ÏÀÁ�Ã)Ò%Î!ÌÅÏÑÃÅËÖÞÍÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!½�ëíËÖÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ï�ËÍÒõÙ§½ÀËÖÛ×Ê�Ì$Ô

t = nT ÷ Ü$ËÍÂãô!¿$Á!ÂÚÃ Ä%Æ�Ç¨ÿ*ú
y′(nT ) = −ay(nT ) + b(x(nT )) ÷ Ä%Æ�ÇK��Ç�úÔ�½

y(n) = y(nT ) ó x(n) = x(nT ) ó Ô�Á!Ô�Ù§½ßÙ§Á ó ËÍÒ!Î!Ì y′(nT )
ËÍÒ ÷ Ä%ÆßÇ2�AD�ú7Ô�ËýÙ§ËÖÒ!Î!Âg�ÑÃ

y(nT ) = y(nT − T ) +
T

2
[−ay(nT ) + bx(nT ) − ay((n − 1)T ) + bx((n − 1)T )] ÷ Ä%Æ�ÇK���$úÂ�Ë¨Ã)¿$Â�Á!Ê�Ã)Ò%Î!ÌÅÙÚâÖÂ�Ûc½ßÒ!Ì$ÔÓÔ�ËýÌA?%ÙÚ½ßËÖÒ!Ë

(

1 +
aT

2

)

y(n) −
(

1 − aT

2

)

y(n − 1) =
bT

2
[x(n) + x(n − 1)] ÷ Ä�ÆßÇK��Ä�úÃ)Ê%ÏÀ½ÀÞÖÃ)Ò!Î!Ì?Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)Î!Ã

Z
(

1 +
aT

2

)

Y (z) −
(

1 − aT

2

)

z−1Y (z) =
bT

2
(1 + z−1)X(z) ÷ Ä%Æ�ÇK��ÿ*úËC:�Á%½ßÜ�Ã)ÏÀËØÃÅÏÀÃ�ëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËþÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×Î!ËØÁ!Òöô�Ï�ÙÚÂ§ÌÅÎ%½À¿$½�ÙäÃ)Ï

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

bT
2

(1 + z−1)

1 + aT
2
− (1 − aT

2
)z−1 ÷ Ä%Æ�ÇK���$úÂ�ËÖÌ$Â�Î!ËÖÒ�Ã�Ò!Î!Ì ÙÚâÖÂ�Ûc½ßÒ!Ì$Ô

H(z) =
b

2
T

(

1−z−1

1+z−1

)

+ a ÷ Ä%Æ�ÇK�A��úÔ�ËàÌ�?!Ô�ËÖÂéÜ)Ã�:�Á%ËåÔ§Ë�W�ÃðÂ�Ë¨Ã)Ïß½$G¨Ã�Î!ÌðÁ%ÒòÛ¦Ã�Ê6ËÍÌ�Î!ËÍÏ6Ê!ÏÀÃ)Ò!Ì
s
Ã)Ï�Ê!ÏÑÃ)Ò%Ì

z
Î%ËàÏÑÃØëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò

H(s)
Î!ËåÊ%Â§½ÀÛ×ËÖÂÌ$Â�Î!ËÖÒ Ã

H(z)
Ê6Ì$ÂÓÛ×ËÖÎ%½ÀÌÅÎ!ËØÏÑÃ�Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½Àñ$Ò

s =
2

T

(z − 1

z + 1

)

÷ Ä%Æ�ÇK��9$úËÍÔ�ÙäÃàÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½Àñ$Ò�ËÖÔ�ÞÖÌ)Ò!Ì�ÞÍ½ÀÎ�Ã ÞÖÌ$Û×Ì©¯ �gfAhHi�®kjn�%�+f�r�f-°`�²±ª�²h;q�fA± ó ËÍÔ�½À¿$Á�Ã�Ï%Ã)Ï�Â§ËÍÔ§Á!Ï�ÙäÃ)Î!ÌþÌA?%ÙÚËÍÒ!½ÀÎ!ÌËÍÒ ÏÀÃ?ËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ Ä%Æ�Ç$Ç¢Ä�úçÆ_ ÙÚÂ�Ì×Ò%Ì$ÛI?!Â�ËþÎ!ËØËÖÔ�ÙÚÃ Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½Àñ$ÒïËÍÔa³$´ �²h;q�f�� ¤ �gfml>l��0j!h�fA±Uµ î�Ê6Ì)Â�:*Á!ËØÞÖÁ�Ã�Ò!Î!Ì×Ô§ËØÌ$Â§Î%ËÖÒ�ÃÅÏÑÃëíÂ§Ã)ÞÖÞÍ½Àñ$ÒïÎ!ËØÏÀÃ ËÍÞÖÁ�Ã�ÞÖ½Àñ)Ò ÷ Ä%Æ�Ç$Ç¢Ä�úêÔ�ËýÌA?%ÙÚ½ßËÖÒ!ËþÏÀÃÅëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËØÔ ó G)È
T

2
sz +

T

2
s − z + 1 = 0� Á!ËØËÖÔ;Ïß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï�Ô�½

s
Ì

z
Ô�Ì$ÒõÞÖÌ$Ò!ÔéÙäÃ)Ò�Ù§ËÖÔÖî�Ìa?!½ßÏÀ½ÀÒ%Ë¨Ã)Ï6ËÖÒ

s ó z
Æ

����	�
����� Ç2D�D ���������������! 
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Real

Img.

Plano z

zona estable

1

Plano s

z − 1

z − 1

z + 1

z

jΩ

σ

¼ ½À¿)Á!ÂÚÃÅÄ%Æ�ÇK��È!ü"Ã?Ù§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)Î�ÃI?%½ÀÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã�Ï6Î!ËÍÏáÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì
s
Ã)Ï�Ê!ÏÀÃ)Ò!Ì

z

ò�� Q�OFT¶|pOmSQ�S � �pT
s
� SQ�S � �pT

z
Q�T x S � ��·

` ½ÐÔ�ËýÎ%ËÖÔ§Ê�ËZJ§Ã
z
Î%ËýÏÀÃ?ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ Ä%Æ�Ç$Ç¢Ä�ú

z =
1 + sT/2

1 − sT/2
=

2/T + s

2/T − s ÷ Ä%Æ�ÇK�A<�ú
V Ì$Û×ÌÅÏÑÃ�ÔûÜ)Ã�Â§½ÑÃ7?!ÏÀËÍÔ

s ó z
Ô§Ì)Ò ÞÍÌ$ÛcÊ%ÏÀËZJ§Ã�ÔÖî!Ô�ËýÎ%ËÍô�Ò!Ë
z = rejω = R + jI ó s = σ + jΩËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔãÔ§ËØÌ�?%Ù§½ÀËÖÒ%ËýÏÀÃ�Ü�Ã)Â§½ÀÃA?!ÏÀË

z
ËÍÒõëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)ÒõÎ%ËýÏßÌ$ÔÓÊ�Ã)Â�=)Û×ËÍÙÚÂ�Ì$ÔÓÎ!ËÍÏÐÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì

s

z =
1 + σT/2 + jΩT/2

1 − σT/2 − jΩT/2 ÷ Ä%Æ�ÇK�)ø�úÞÍÁ ó Ì×Ûcñ�Î!Á!ÏßÌ |z| Î%ËÖÊ�ËÖÒ!Î!ËýÎ!ËÍÏ�Ü)Ã�ÏÀÌ$ÂÓÎ!Ë σ
î!Ê6Ì)ÂûÙäÃ)Ò�ÙÚÌ×Ô§ËþÙ§½ÀËÖÒ%ËÖÒöÙÚÂ§ËÍÔ;Ê6Ì$Ô�½$?!½ßÏÀ½ßÎ�Ã)Î!ËÍÔêÎ!ËÍÏÐÛ¦Ã)Ê�ËÖÌ%È

Ç)Æ üáÃ Ê�Ã)ÂéÙÚË�½\G�:*Á!½ßËÖÂ§Î!Ã×Î!ËÍÏ¾Ê%ÏÑÃ)Ò!Ì
s
ËÖÔ Û¦Ã�Ê6ËÖÃ)Î�Ã Î!ËÖÒ�ÙÚÂ�ÌòÎ!ËÍÏ¾ÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ×Á!Ò!½�ÙäÃ)Â�½ÀÌ Î!ËÍÏ"Ê%ÏÑÃ)Ò%Ì

z
Æ)Y�ÔÎ%ËÖÞÖ½ßÂÖî7:�Á%ËãÏÀÃàÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$Ò?Ê�Ã)Â§ÃåÁ!Ò×Î!½ÀÔ�ËÖÕ!ÌØÃ)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞÖÌàËÖÔ�ÙÚÃA?!ÏßËÓÊ!Â§Ì�Î!Á!ÞÍËÓÁ!ÒcÎ%½ÀÔ§ËÍÕ!ÌþÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏËÍÔ�ÙÚÃA?!ÏÀË

σ < 0 |z| =
1 + σT/2 + jΩT/2

1 − σT/2 − jΩT/2
< 1 ÷ Ä%Æ�Ç¢Ä�D�ú

��Æ�Y�Ï�Ë�J�Ë×½ßÛ¦Ã�¿$½ÀÒ�Ã�Â§½ÀÌ×Î!ËÍÏ+Ê%ÏÑÃ)Ò!Ì
s
ËÖÔýÛ¦Ã)Ê�Ë¨Ã�Î!ÌïÔ§Ì�?%Â§Ë×ÏÑÃòÊ�ËÖÂ§½�ëíËÖÂ�½ÑÃòÎ!ËÍÏ+ÞC�ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌïÁ!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌïËÖÒ£ËÖÏÊ%ÏÑÃ)Ò!Ì

z
ÆªY2ÔéÙÚÌ×½ÀÛ×Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã�:*Á!ËØÒ!Ì×Ëìæ�½ßÔ�ÙÚËýÃ)Ïß½ÑÃ)Ô�½ÀÒ!¿�ËÖÒõËÖÏÐÎ!Ì$Û×½ÀÒ%½ÀÌ�Î%ËýÏÀÃ?ëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ

σ = 0 |z| =
1 + jΩT/2

1 − jΩT/2
= 1 ÷ Ä%Æ�Ç¢Ä%Ç�ú

����	�
����� Ç2D%Ç ���������������! 
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Ä�Æ üáÃàÊ!Ã)Â�Ù§ËûÎ!ËÖÂ�ËÖÞ>W�ÃØÎ!ËÍÏ!Ê!ÏÑÃ�Ò!Ì
s ÷ GÖÌ)Ò�Ãå½ÀÒ!ËÍÔ�ÙÚÃA?!ÏÀË7Î!Ë H(s)

ú"ËÍÔ�Û¦Ã�Ê6ËÖÃ)Î�Ã ëíÁ!ËÍÂÚÃåÎ!ËÍÏ!Þ��ßÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ Á!Ò!½�èÙÚÃ)Â§½ßÌþÎ!ËÖÏ�Ê%ÏÑÃ)Ò!Ì
z
Æ ` Ë;ÞÍÌ$Ò!ÞÖÏßÁ ó Ë§:*Á!ËãÏÑÃåÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒÅÊ�Ã)Â§ÃØÁ%Ò¦Î!½ßÔ§ËÖÕ%Ì�Ã)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞÖÌà½ÀÒ!ËÍÔ�ÙäÃ7?!ÏÀËÊ%Â§Ì�Î!Á!ÞÖËØÁ!ÒõÎ!½ßÔ§ËÖÕ%Ì×Î%½À¿$½�ÙäÃ)Ï6½ÀÒ!ËÍÔ�ÙäÃ7?!ÏÀË

σ > 0 |z| =
1 + σT/2 + jΩT/2

1 − σT/2 − jΩT/2
> 1 ÷ Ä%Æ�Ç¢Ä��$ú

` ½
σ = 0

z =
1 + jΩT/2

1 − jΩT/2
= ejωT ÷ Ä%Æ�Ç¢Ä$Ä�úÞÍÁ ó Ã Û¦Ã�¿$Ò!½ßÙ§Á!ÎïËÖÔØÇ$î ó Ô§½ÐÂ§ËÍÔ§Ì$Ï�Ü$ËÍÛcÌ$Ô;Ê�Ã�ÂÚÃ ω

ËÍÒõëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!Ë
Ω
ÌÅÜ�½ÀÞÍËÍÜ$ËÍÂ§Ô§Ã%î�Ô§ËþÙÚ½ßËÖÒ!Ë

ω =
2

T
tg−1

(ΩT

2

)

o Ω =
2

T
tg

(ωT

2

)

÷ Ä%Æ�Ç¢Ä)ÿ*úËÍÔãÎ%ËÖÞÖ½ßÂ[:*Á!Ë
Ω
ËÖÔéÙ>= Â§ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Î!Ã?Ò!Ì ÏÀ½ÀÒ%Ë¨Ã)ÏßÛcËÍÒ*Ù§ËàÞÍÌ$Ò

ω
î!Ô§½ßÒõËÍÛI?�Ã)Â�¿$Ì!î!Ò%ÌcËçæ%½ßÔ�Ù§ËðÃ�ÏÀ½ÑÃ�Ô§½ÀÒ%¿!Æ

` Á!ÔéÙÚ½�ÙÚÁ ó ËÖÒ!Î!Ì ÏÀÃ)Ô7Ü�Ã)Â�½ÑÃA?!ÏßËÖÔ s ó z
ËÍÒïÏÑÃðËÍÞÖÁ�Ã�ÞÖ½Àñ)Ò ÷ Ä%Æ�ÇK��9$úçî*Ô§ËþÊ!Á!ËÍÎ!ËÖÒöÌ�?�ÙÚËÖÒ%ËÖÂûÏÀÃ)Ô7ë�Ã)Û×½ÀÏß½ÑÃ)Ô�Î%ËÞÍÁ!Â�Ü�Ã)Ô�:*Á!ËØÎ!ËÍô!Ò!ËÖÒ ÏÑÃ?ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒòÌ+:�Á%ËýÂ�Ë¨Ã)ÏÀÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)ÒöÃ�ÛI?6Ì)ÔÓÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì$Ô

s =
2

T

(rejωT − 1

rejωT + 1

)

=
2

T

(r(cosωT + jsenωT ) − 1

r(cosωT + jsenωT ) + 1

)

s =
2

T

( r2 − 1

1 + r2 + 2rcosωT
+ j

2rsenωT

1 + r2 + 2rcosωT

)

½ß¿$Á�Ã)ÏÀÃ)Ò!Î!Ì�Ù§âÖÂ�Ûc½ßÒ!Ì$ÔûÂ�Ë¨Ã)ÏßËÖÔ;ËØ½ÀÛcÃ)¿$½ÀÒ!Ã)Â§½ßÌ$Ô
σ =

2

T

( r2 − 1

1 + r2 + 2rcosωT

)

÷ Ä%Æ�Ç¢Ä��$ú
Ω =

2

T

( 2rsenωT

1 + r2 + 2rcosωT

)

÷ Ä%Æ�Ç¢Ä���úÔ�ËØÜ)ËÖÂ�½ßô�ÞÖÃ+:*Á!ËØÔ§½
r < 1

î!ËÍÒ�ÙÚÌ$Ò!ÞÍËÖÔ
σ < 0 ó Ô§½ r > 1

î%ËÖÒ�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔ
σ > 0

î!Ê�Ì$ÂÓÏßÌL:�Á%ËØÙ§Ì�Î!Ã ÏÀÃ?Â§ËÍ¿$½Àñ$Ò½\G�:*Á!½ÀËÍÂ§Î�ÃýÎ!ËÖÏ�Ê!ÏÀÃ)Ò!Ì
s
ËÍÔûÛ¦Ã�Ê6ËÖÃ)Î�Ã�Ã�Ï�½ßÒ�ÙÚËÖÂ�½ÀÌ$Â+Î!ËÍÏ6ÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌðÁ!Ò!½�ÙäÃ)Â�½ÀÌýËÖÒòËÍÏ�Ê!ÏÀÃ)Ò!Ì

z
Æ V Á!Ã)Ò!Î!Ì

r = 1
σ = 0

î!ËÖÒ�ÙÚÌ)Ò!ÞÖËÍÔ
Ω =

2

T

senωT

1 + cosωT
=

2

T

2sen(ωT/2)cos(ωT/2)

2cos2(ωT/2)
=

2

T
tan(ωT/2) ÷ Ä�ÆßÇ¢Ä�9$úÎ!ËÖÔ�Ê6Ë�J§Ã)Ò!Î!Ì

ω =
2

T
tan−1(

ΩT

2
) ÷ Ä%Æ�Ç¢Ä�<�úÎ!Ë¦ËÖÔ�ÙÚÃ)ÔÅÎ!Ì$ÔL�%ÏßÙÚ½ßÛ¦Ã�ÔðËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ ó Ê6Ì$Â�ÏÑÃ°Î!Ëìô�Ò!½ßÞÖ½Àñ)ÒBÎ!ËïÏÑÃöëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒBÙÚÃ)Ò!¿$ËÍÒ*Ù§ËïÔ§ËïÌ�?%Ô§ËÖÂéÜ�Ã�:�Á%ËËÍÏ ½ÀÒ�Ù§ËÖÂ�Ü�Ã)ÏßÌòÞÖÌ)ÛcÊ!ÏßËÍÙ§ÌòÎ!ËÅÏÑÃ×ëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃöÃ)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞ¨Ã

Ω ÷ −∞ < Ω < ∞ úãËÖÔþÛcÃ)Ê6ËÖÃ)Î�ÃòÎ!ËÍÒ�ÙÚÂ§ÌöÎ!ËÍÏ
����	�
����� Ç2D�� ���������������! 
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½ßÒ*Ù§ËÖÂéÜ)Ã�ÏÀÌ Î!ËýÏÑÃÅëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ×Î!½À¿)½ßÙäÃ�Ï
π ≤ ω ≤ π

î�ÞÖÌ$Û×Ì×Ô§Ë�ÌA?!Ô§ËÍÂ�Ü�ÃcËÍÒ°ÏÑÃÅô�¿$Á%ÂÚÃ×Ä%ÆßÇk�%ÆªY�Ô�ÙÚËðÛ¦Ã�Ê6ËÍÌËÍÔ Ò!ÌcÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã)Ï î%Ê�Ì$Â;ÏÀÌ+:*Á!Ë�Ô�ËðÊ!Â�Ì�Î%Á!ÞÖËðÁ!Ò�Ã ÞÖÌ$Û×Ê!Â§ËÍÔ§½ßñ$Ò ËÍÒ9ÏÑÃ?ëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃcÌcÁ!Ò rmj?��±$q§� Î%Ë�?!½ßÎ!Ì¦Ã ÏÑÃÒ!Ì¦ÏÀ½ÀÒ%Ë¨Ã)Ïß½ÀÎ�Ã)ÎïÎ%Ë?ÏÑÃÅëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒªÃ�Â§ÞÖÌcÙäÃ)Ò!¿)ËÖÒ�ÙÚË�î6Á!ÒªÊ%Á!Ò�ÙÚÌòËÍÒ
s = ∞ ¿$ËÍÒ!ËÖÂ§Ã¦Á!ÒªÊ�Ì$ÏÀÌ×ËÖÒ

z = −1 óô�Ï�ÙÚÂ�Ì?Ã)Ò�Ã�ÏÀñ$¿$½ßÞÖÌýÞÖÌ$Ò¦Ê6Ì$ÏßÌ�ËÍÒ
s = −∞ Ê!Â�Ì�Î%Á!ÞÖËåÁ%Òòô�ÏßÙ§Â§Ì�Î%½À¿$½�ÙäÃ)Ï�ÞÍÌ$ÒòÁ!ÒïÞÍËÖÂ§ÌÅËÍÒ

z = −1
Æ!üáÃ�s��ÞÍÌ$Ò!Ô§ËÍÂ�Ü�ÃöÏÑÃöÃ)Û×Ê!ÏÀ½�ÙÚÁ!Î9Î%Ë×ÏßÌ$ÔþÂ§½\GÖÌ$ÔØÃ�Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)Î�Ã)Û×ËÖÒ�Ù§ËÅÞÖÌ$Ò!ÔéÙäÃ)Ò�Ù§ËÖÔ ó ÏÑÃòëíÌ$Â�Û¦ÃòÎ!Ë ÏÀÃöÛcÃ)¿$Ò%½ßÙÚÁ%Î�îÊ�Ì$ÂûËÍÏ�ëíËÖÒ!ñ)ÛcËÍÒ!Ì Î!Ë rmj?��±$q§� ÏÀÃ?ËÖÔ§ÞÖÃ)ÏÑÃ?Î%ËýÏÀÃ)ÔêëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ô;Ã)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞ¨Ã�Ô ó Î%½À¿$½�ÙäÃ)ÏßËÖÔêÔ�Ì$ÒöÎ!½ßëíËÍÂ§ËÍÒ*Ù§ËÖÔ óËÍÔ�Ù>=�Ò Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)Î�Ã)ÔêÊ6Ì$ÂÓÏÀÃÅËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ Ä%Æ�Ç¢Ä�<�úçÆ

Ω

Ω

ω

ω

|H(Ω)|2

|H
(ω

)|2 π

−π

ω = 2tan−1(ΩT
2

)

¼ ½ß¿$Á!Â§ÃÅÄ%ÆßÇk�%È�É°Ã)Ê�ËÖÌ ËÍÒ*Ù§Â§ËýÏÑÃ)ÔûëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ô
ω ó Ω

Ê6Ì$Â[s��
@àËàëíÌ)Â§ÛcÃýÔ�½ÀÛ×½ÀÏÑÃ�Â«Ô§ËåÊ%Á!ËÖÎ!ËÍÒïÌ�?%Ù§ËÖÒ!ËÍÂêÏÑÃ�Ô7ËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔûÊ�Ã�ÂÚÃ)Û×âÍÙ§Â§½ÀÞÖÃ)Ôu:*Á!ËåÎ!ËÍÔ§ÞÖÂ�½$?�ËÖÒïÏÀÃ)Ô7ÞÍÁ!Â�Ü�Ã)Ô

÷ Þ��ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌ$ÔäúÐËÖÒ�ËÖÏ�Ê!ÏÑÃ)Ò%Ì z
¿$ËÍÒ!ËÖÂ§Ã)Î!Ì$Ô Ê6Ì$Â"ÏÑÃ;ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$Ò�î¢Ô§½�Ô§ËêÞÖÌ$Ò!Ô�½ÀÎ!ËÍÂÚÃàËÍÒ?ÏÑÃãËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ Ä%Æ�ÇK��9$úÃÅÏÑÃ?ÞÍÌ$Ò!ÔéÙäÃ)Ò�ÙÚË 2

T
= 1 ó Ô§ËýÔ§Á!ÔéÙÚ½�ÙÚÁ ó ËÖÒ°ÏÀÃ�Ü�Ã)Â§½ÀÃA?!ÏÀËÍÔ s ó z

ËÍÒõëíÌ$Â�Û¦Ã?ÞÖÃ)Â�Ù§ËÖÔ�½ÑÃ)Ò�Ã�î!ËÖÒ�ÙÚÌ)Ò!ÞÖËÍÔ
σ + jΩ =

R + jI − 1

R + jI + 1
=

R2 + I2 − 1

(R + 1)2 + I2
+ j

2I

(R + 1)2 + I2 ÷ Ä%Æ�Ç¢Ä$ø�ú½ß¿$Á�Ã)ÏÀÃ)Ò!Î!Ì?Ê!Ã)Â�Ù§ËÖÔ;Â§ËÖÃ)ÏÀËÍÔãËþ½ßÛ¦Ã�¿$½ÀÒ�Ã�Â§½ÑÃ�Ô
σ =

R2 + I2 − 1

(R + 1)2 + I2 ÷ Ä%Æ�Ç¨ÿ�D�ú

����	�
����� Ç2D$Ä ���������������! 
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Ω =
2I

(R + 1)2 + I2 ÷ Ä%Æ�Ç¨ÿ!Ç�úÎ!ËÍÔÚÃ)Â�Â§Ì$ÏßÏÑÃ)Ò%Î!ÌØâÖÔ�ÙÚÃ)ÔûËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ ó ÞÍÌ$ÛcÊ%ÏÀËÍÙÚÃ)Ò!Î!ÌýÞÖÁ!Ã)Î!ÂÚÃ�Î!Ì$ÔêÔ�ËàÌ�?�ÙÚ½ÀËÍÒ!ËÖÒcÎ!Ì$Ô+ë�Ã)Ûc½ßÏÀ½ÀÃ)Ô Î!Ë Þ��ßÂ§ÞÖÁ%ÏÀÌ$ÔËÍÒ ËÍÏÐÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì
z
ÞÍÌ$Ò ÞÍÌ�Ì)Â§Î!ËÍÒ�Ã)Î�Ã)Ô

R ó I
î!ÞÖÌ)Ò Ê�Ã�Â(=)Û×ËÍÙ§Â§Ì$Ô

σ ó Ω
ÆªE¾Ã)ÂÚÃ ÏÑÃ?Ê!Ã)Â�Ù§ËýÂ�Ë¨Ã)Ï

I2 +
(

R +
r

r − 1

)2

=
1

(r − 1)2 ÷ Ä%Æ�Ç¨ÿF�$ú
:*Á!ËØÂ§ËÍÊ!Â§ËÍÔ§ËÍÒ*ÙÚÃcÏßÌ$ÔÓÞ��ßÂ§ÞÖÁ%ÏÀÌ$ÔÓÞÍÌ$Ò ÞÍËÖÒ�ÙÚÂ�ÌcËÍÒ

C( r
r−1

, 0) ó Â§Ã)Î!½ßÌ 1
(r−1)Ê�Ã�ÂÚÃÅÏÑÃ?Ê�Ã�Â�ÙÚËØ½ßÛ¦Ã)¿)½ÀÒ�Ã)Â�½ÑÃ � Æ

(

R + 1
)2

+
(

I − 1

x

)2

=
1

x2 ÷ Ä%Æ�Ç¨ÿ�Ä�ú:*Á!ËØÂ§ËÍÊ!Â§ËÍÔ§ËÍÒ*ÙÚÃcÏßÌ$ÔÓÞ��ßÂ§ÞÖÁ%ÏÀÌ$ÔÓÞÍÌ$Ò ÞÍËÖÒ�ÙÚÂ�ÌcËÍÒ
C(−1, 1

x
) ó ÂÚÃ)Î!½ßÌ 1

x

¯`ÊLü�Ê&çZÊ Ì ×�ã5àaÜ�à�Ì�à�ÕAÍ�Î§ÜÝ×åÜÝÐ�Ï,×�ÎÝàqÜÝ× ßÝÔÿÑ�Ì ã,ØNàÓ²o²^´ â¬àoØ Õü·
E Ã�Â�ÙÚ½ßËÖÒ!Î%ÌcÎ!ËýÏÑÃ�ÔÓËÖÔ§Ê�ËÖÞÍ½ßô�ÞÖÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ Î!ËýÎ!½ßÔ§ËÖÕ%ÌcÎ!ËýÁ!Òöô�ÏßÙ§Â§Ì Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï î

ωp

ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃcÎ!ËØÞÍÌ$Â�Ù§ËðËÍÒÏÀÃa?!Ã)Ò!Î�Ã Î!ËýÊ�Ã)Ô§Ì%î
ωsup

ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃcÎ!ËýÞÖÌ)Â�ÙÚËýËÖÒ ÏÑÃL?�Ã)Ò%Î�ÃcÔ�Á!Ê!Â§½ßÛc½ßÎ�Ã%î
Ap

¿�Ã�Ò�Ã)Ò!ÞÍ½ÑÃÅËÖÒ ÏÑÃL?�Ã)Ò!Î!ÃÎ!ËþÊ!Ã)Ô§Ì ó As

Ã�ÙÚËÍÒ*Á�Ã)ÞÖ½ßñ$ÒöËÖÒöÏÑÃI?!Ã)Ò!Î�ÃÅÔ§Á%Ê!Â§½ßÛc½ßÎ�Ã?Ê�Ã)Â§Ã?Î!ËÍÙ§ËÖÂ§Û×½ÀÒ!Ã)ÂûÏÑÃ�ëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËåÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ
H(z)

Æ�üáÃcÃ)Ê%ÏÀ½ÀÞÖÃ)ÞÖ½ßñ$ÒòÎ!ËØÏÀÃIs�� Ô�ËýÊ%Á!ËÖÎ!ËýÂ§ËÖÃ)ÏÀ½\G¨Ã)ÂêÎ!ËØÎ!Ì$ÔÓëíÌ$Â§ÛcÃ)ÔÍÈ
Ç)Æ ¼�Ì$Â�Û¦ÃòÎ%½ÀÂ§ËÍÞÍÙÚÃ%îp:�Á%ËcÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃïÏÑÃïëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$Ò£Î!Ë×Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ

H(s)
Ò!Ì$Â�Û¦Ã�ÏÀ½$GÖÃ)Î�ÃïÃ

H(z)Î%½ÀÂ§ËÍÞÍÙÚÃ)ÛcËÍÒ�ÙÚË)Æ
��Æ ` Ë�ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ¦Á!Ò�ÃòëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒªÎ%Ë?ÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ

H(s)
Ò!Ì)Â§ÛcÃ)ÏÀ½\G¨Ã)Î�Ã×ÃòÌ)Ù§ÂÚÃ

H(s)
Î!ËÍÔ§Ë¨Ã�Î�Ã óÏßÁ!ËÖ¿)Ì Ã ËÍÔ�ÙÚÃ+�!Ï�ÙÚ½ßÛ¦Ã

H(s)
Ô§ËØÏßËØÃ)Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã?ÏÀÃas�� ÞÖÌ)Ò

T = 1
Ê�Ã)Â§Ã ÌA?%ÙÚËÍÒ!ËÖÂ

H(z)
Æ

ò ð �2T{|pT~|pO«|�}1��O � T~|pO©¸�SU� x T��L¹2¹Cº»Q�T x ��·½¼ T x P � |�} x OmzA� � H(s) =⇒ H(z)
` ËþÙÚ½ßËÖÒ!ËþÏÀÃÅÔ§½À¿)Á!½ÀËÍÒ*Ù§ËþÛcËìÙÚÌ�Î!Ì$ÏßÌ$¿��ÑÃýÎ!ËØÎ!½ÀÔ�ËÖÕ!Ì%ÈÇ)Æ�Y�ÏßËÖ¿$½ßÂêËÖÏ�Ù§½ÀÊ�ÌÅÎ!ËØÃ)Ê!Â�Ì¨æ%½ßÛ¦Ã�ÞÖ½Àñ)ÒòÊ6Ì)ÏÀ½ÀÒ%ñ$Ûc½ßÞ¨Ã%Èm�êÁ�Ù§ÙÚËÍÂg�7Ì$Â�Ù�W�î V W!ËC? ó ÔgW!ËÍÜ�î�ËÍÏ$�ßÊ%ÙÚ½ßÞÖÌ?Ìa�êËÍÔ§Ô�ËÖÏ Æ
��Æ V Ã�ÏÀÞÖÁ%ÏÑÃ)ÂþËÍÏ+Ì)Â§Î!ËÍÒ

n
ÞÖÌ$ÒR?�Ã)Ô§ËcËÖÒ ÏÑÃ)ÔØËÖÔ�Ê6ËÍÞÖ½�ô�Þ¨Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ�Î%Ë¦ÏÑÃ�ÔØëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)ÔýÎ!ËcÞÖÌ$ÂéÙÚË ó ÏÑÃ)Ô¿$Ã)Ò�Ã)Ò!ÞÍ½ÑÃ)Ô¦ËÖÒ ÏÑÃ)Ô¨?�Ã)Ò!Î�Ã�ÔïÎ!ËªÊ�Ã)Ô�Ì!Æ[E Ã�ÂÚÃ Á!Ò ¼�Eu� ÞÖÌ$Ò Ã)Ê!Â�Ì¨æ%½ßÛ¦Ã�ÞÖ½Àñ)Ò Ê6Ì)ÏÀ½ÀÒ%ñ$Ûc½ßÞ¨ÃªÙÚ½ßÊ6Ì

�7Á%Ù§Ù§ËÖÂg�7Ì$ÂéÙ(W ó V W!Ë�? ó Ô�W%ËÍÜ
nButt >

log10

(

100.1As−1
100.1Ap−1

)

2log10(
Ωsup

Ωc
)

nCheby >
cosh−1

(

√
100.1As−1√
100.1Ap−1)

)

cosh−1(Ωsup

Ωp
)ÞÍÌ$ÒöËÖÔ�Ê6ËÍÞÖ½ßô!Þ¨Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔàÃ�Ò�Ã)ÏÀñ)¿$½ÀÞÖÃ)ÔÖÈ

��Ù«� K "(�&,0+&+9�<4;45�V�[85/T8;4E,0+T�9"�#���" K "n" �!� ���B$9+h,0+b" �ë4E,�� ���!�[$9+&�!�(��85X�� K "n45,Z� ,�+[$h,�¾
/T8;$9)³� �!,0� K �Z�9"�+&"(,�4;8®¿(,����!,$9+h,0�!�[H ��+&/I,�� 8;X<� K "G45�<�����</T#�4;"[S��<��,�45�<�����</T#�4;"[S��<�pt uwv 6lt ÀBUwv O

����	�
����� Ç2D)ÿ ���������������! 
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Ap

¿�Ã)Ò�Ã)Ò%ÞÖ½ÑÃÅËÍÒ Î!ËÍÞÖ½\?6ËÍÏÀËÖÔÓÎ%ËðÏÀÃI?�Ã)Ò!Î�ÃÅÎ!ËØÊ�Ã�Ô§Ì
As

Ã�Ù§ËÖÒ*Á�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒöËÖÒõÎ!ËÍÞÖ½$?�ËÖÏßËÖÔ;Î!ËØÏÑÃI?!Ã)Ò!Î�Ã Ô§Á!Ê%Â§½ÀÛ×½ÀÎ!Ã
Ωc

ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×Î%ËýÞÍÌ$Â�Ù§ËØËÖÒBÁ ËÖÂéÙ(G
Ωsup

ëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ Î!ËØÞÖÌ$ÂéÙÚËØËÖÒ¬?�Ã)Ò%Î�Ã×Ô�Á!Ê!Â�½ÀÛ×½ÀÎ�Ã�ËÍÒ©ÁãËÖÂéÙ(G
Ä�Æ�Y�ÏßËÖ¿$½ßÂûËÖÏÐÊ�ËÖÂg�ÀÌ�Î!ÌÅÎ!ËØÛ?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ�ËÖÌ

T
î!ËÖÔ;Î!ËÍÞÖ½ÀÂÍî

T = 1
fs

→ ωd = 2πf
fsÿ%Æ V Ì)ÒõËÍÏÐÌ$Â§Î%ËÖÒ

n
ËÍÏÀËÍ¿$½ÀÂ

H(s)
Î!ËþÙäÃ7?!ÏÑÃ)ÔÓÎ%ËýÊ�Ì$Ïß½ÀÒ!Ì$Û×½ÀÌ)Ô

��Æ�@ ½ÀÔ§ËÍÕ�Ã)ÂÓÁ!Òöô�Ï�ÙÚÂ§Ì×Ã)Ò!Ã)ÏÀñ$¿)½ÀÞÖÌ
H(s)

ÞÍÌ$ÒõËÖÔ§Ê�ËÖÞÍ½ßô�ÞÖÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ
Ωp, Ωs

î
Ap ó As

��Æ Ý Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã)ÂêÏÑÃIs�� Ê�Ã)ÂÚÃÅÌ�?�ÙÚËÖÒ%ËÖÂ
H(z)

Î!ËÖÊ�ËÖÒ!Î%½ÀËÖÒ%Î!ÌcÎ%ËÖÏ�ÙÚ½ßÊ6ÌÅÎ%ËØô!ÏßÙÚÂ�Ì×Ã Î%½ÀÔ§ËÍÕ�Ã)Â
HFPB(z) = H(s)|

s=C1
1−z−1

1+z−1 ÷ Ä%Æ�Ç¨ÿ$ÿ*ú
HFPA(z) = H(s)|

s=C2
1+z−1

1−z−1 ÷ Ä%Æ�Ç¨ÿF�$ú
HFPBW (z) = H(s)|

s=C1
1−z−1

1+z−1 + C2
1+z−1

1−z−1 ÷ Ä%Æ�Ç¨ÿ���úüáÃÅÞÖÌ)Ò!Ô�ÙÚÃ)Ò�ÙÚË
C1

Ô�ËðÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ?Ê!Ã)ÂÚÃ?ô�Ï�ÙÚÂ§Ì)ÔÓÊ�Ã)Ô§Ìa?�Ã2J§Ã)Ô ó C2

Ê!Ã)ÂÚÃ?ô�Ï�ÙÚÂ§Ì)ÔÓÊ�Ã)Ô§ÌcÃ)Ï�ÙäÃ)Ô
9�Æ�@ Ë

H(z)
Ì�?�ÙÚËÖÒ%ËÖÂ

y(n)
ÞÍÌ$Û×ÌÅÁ!Ò�Ã ËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$ÒöËÖÒõÎ!½ßëíËÍÂ§ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ�ÔãÁ�ÙÚ½ÀÏß½$GÖÃ)Ò!Î!Ì?ÏÀÃ�ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)Î�Ã

Z½ßÒ�Ü$ËÖÂ�ÔÚÃ
<�Æ V Ì)ÛcÊ!Â�Ì�?�Ã)ÂêËÖÏÐÎ!ËÍÔ§ËÖÛ×Ê�ËÖÕ!Ì×Î!ËØÏÑÃ

H(z)
Î!½ßÔ§ËÖÕ!Ã)Î�ÃÅÔ§Á!ÔéÙÚ½�ÙÚÁ ó ËÖÒ!Î!ÌcÏÀÌ$ÔÓÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ;Î!Ë H(z) óÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ�Â |H(ω)|ø�Æ ` ËÖÏÀËÍÞÖÞÍ½ÀÌ$Ò�Ã�ÂûÏÑÃÅËÖÔéÙÚÂ�Á!ÞÍÙ§Á!ÂÚÃ×Ã)Î!ËÍÞÖÁ�Ã)Î!Ã×Î!ËýÃ)ÞÍÁ!ËÖÂ�Î!ÌcÃ×ÏÀÃÅÃ)Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã)ÞÍ½Àñ$Ò¦Ê�Ã)ÂÚÃÅ½ßÛcÊ!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ�Â

H(z)Ç2D�Æ§� Û×Ê!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ)ÂêËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ§Ì%È
� ÛcÊ!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ�ÞÖ½Àñ)ÒïÔ§Ì)ë Ù��êÃ)Â§Ë�È�ËÖÒõÏÀËÖÒ%¿$Á�ÃKJ�ËÍÔÓÎ!ËýÃ)ÏßÙ§Ì×Ò%½ßÜ$ËÍÏ�Ì×Ê!Â§Ì$¿)ÂÚÃ)ÛcÃ)ÔûÎ!ËØÔ�½ÀÛ?Á!ÏÀÃ)ÞÖ½ßñ$Ò
� ÛcÊ!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ�ÞÖ½Àñ)ÒþÛc½ßÞÖÂ§Ì0è Ô§Ì�ë Ù��ûÃ)Â�Ë)ÈÍËÖÒýÏÀËÖÒ%¿$Á�ÃKJ�ËÍÔÐÎ!Ëu?�ÃKJ�Ì;Ò!½ßÜ)ËÖÏ�Ì;ÏÀËÍÒ!¿$Á�Ã2J�Ë�ËÖÒ!Ô§Ã)ÛI?!ÏÀÃ)Î!Ì$Â

Ç$Ç)Æ§� Û×Ê!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ)Â7Á!ÒöÊ!Â§Ì�ÙÚÌ)Ù§½ÀÊ�Ì?Î!Ì$Ò!Î%ËØÜ�ÃÅÃÅÌ$Ê�ËÖÂ§Ã)ÂûËÖÏ6ô�ÏßÙ§Â§ÌÅÎ!½ßÔ§ËÖÕ!Ã)Î!Ì!î!ËÍÔÓÎ!ËÖÞÍ½ÀÂÍî!Á!Ò�Ã Ã)Âg:�Á%½ßÙÚËÍÞìèÙ§Á!ÂÚÃÅÎ!ËÍÎ!½ÀÞÖÃ)Î�Ã
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Â T���&� � �)�2Om�aQ � x � |�} ¼ O x Om�)�2Om�I�K}UQ�T)�L|pO©¸�SU� x T��
@àËðÏÑÃ?ëíñ$Â§Û�Á!ÏÑÃÅÎ!ËýÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�Î�ÃL?!½ÀÏß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï�ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ÷ Ä%Æ�ÇK��9$úçî�ÏÑÃ ÞÖÌ$Ò%Ô�ÙäÃ�Ò*Ù§Ë 2/T

Ô§ËýÊ!Á!ËÍÎ!Ë?ÞÖÃ)Ï�èÞÍÁ!ÏÑÃ)ÂàÔ§Á!ÔéÙÚ½ßÙ§Á ó ËÍÒ!Î!Ì ÏÀÌ$ÔàÜ�Ã)ÏßÌ$Â§ËÍÔþÒ!Ì$Â�Û¦Ã)Ïß½$GÖÃ)Î!Ì$ÔãÊ�Ã)Â§Ã s ó z
î�Ê�Ã)ÂÚÃïËÍÏ�Þ¨Ã)Ô�ÌõÎ%Ë×Á%Ò ô!ÏßÙÚÂ�ÌïÊ�Ã)Ô�Ì¬?!ÃKJ§ÃÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ)Û×Ì$Ô

C1

s = C1

(z − 1

z + 1

)

÷ Ä%Æ�Ç¨ÿF9$úY�Ô�ÙÚÃýÞÍÌ$Ò�ÙäÃ)Ò�Ù§Ë
C1

ÞÖÌ$Â�Â§½ß¿$ËÓÏÑÃþÎ!½ßÔ�ÙÚÌ)Â§Ô§½ßñ$Ò Î!ËÓëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ô7ËÍÒcÏÀÃåÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�ÞÖ½Àñ)ÒÅÎ!Ë ÏÀÃàëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò
H(s)Ã

H(z)
î�Ô�Á!Ô�Ù§½ßÙÚÁ ó ËÖÒ%Î!Ì s = jΩa

î
z = ejTωd ó Á%ÙÚ½ßÏÀ½$GÖÃ)Ò!Î!Ìþ½ßÎ!ËÖÒ�Ù§½ÀÎ�Ã)Î%ËÖÔ�ÙÚÂ�½À¿$Ì$Ò%Ì$ÛcâìÙÚÂ�½ÀÞ¨Ã�ÔÖî)Ô�Ë;Ì�?%ÙÚ½ßËÖÒ!ËËÍÏ�Ü)Ã�ÏÀÌ$ÂûÎ%Ë

C1
î�:�Á%ËýÒ%Ì$Ô;Ô§½ÀÂéÜ$ËØÊ�Ã)Â§ÃÅÌ�?%ÙÚËÍÒ!ËÖÂ;Á!Òöô�Ï�ÙÚÂ§Ì Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï

s = C1
ejTωd − 1

ejTωd + 1
= C1

ejTωd/2
(

ejTωd/2 − e−jTωd/2
)

ejTωd/2
(

ejTωd/2 + e−jTωd/2
) ÷ Ä%Æ�Ç¨ÿ�<�úËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔ

jΩa = C1
jsen(Tωd/2)

2cos(Tωd/2)
= C1jtg(Tωd/2) ÷ Ä%Æ�Ç¨ÿ�ø�úE¾Ã)ÂÚÃ?Ü�Ã)ÏÀÌ)Â§ËÖÔÓÒ%Ì$Â§ÛcÃ)ÏÀ½\G¨Ã)Î%Ì$ÔÖî�Î!Ì$Ò!Î%Ë

Ωa = 1 ó T = 1
î!Î!ËÍÔ§Ê�ËZJ§Ã)Ò!Î%Ì¦ÏÑÃ?ÞÍÌ$Ò!ÔéÙäÃ)Ò�ÙÚË

C1

Æ
C1 = ctg(Tωd/2) = ctg(

2πfca

2fs

) = ctg(
πfca

fs

) ÷ Ä%Æ�ÇK�AD�ú
Y�Ô�ÙÚÃÅÞÖÌ$Ò!ÔéÙäÃ)Ò�Ù§ËýÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ�Î�Ã?Ô§ËØÁ%Ù§½ÀÏÀ½\G¨ÃýÊ�Ã)ÂÚÃÅËÍÏ�Î!½ÀÔ�ËÖÕ!Ì×Î!Ëåô�Ï�ÙÚÂ�Ì$ÔûÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏÀËÍÔêÊ�Ì$Â[s�� ÙÚ½ÀÊ�ÌÅÊ�Ã)Ô�Ìa?�ÃKJ§Ã%îÊ�Ã�ÂÚÃ Î!½ÀÔ�ËÖÕ!Ì×Î!ËØô�ÏßÙ§Â§Ì$Ô;Ê�Ã)Ô�ÌòÃ)Ï�ÙäÃÅÔ§ËðÊ!Á!ËÍÎ!ËðÊ%Â§Ì�ÞÖËÖÎ%ËÖÂàÎ%ËýëíÌ$Â�Û¦ÃÅÔ�½ÀÛ×½ÀÏÑÃ�Âê½ÀÒ�Ü�½ÀÂéÙÚ½ßËÖÒ!Î!Ì×Ã)Û�?6Ì$Ô;ÏÀÃ)Î!Ì$ÔÎ!ËþÏÀÃIs��UÔ§Á!ÔéÙÚ½ßÙ§Á ó ËÍÒ!Î!Ì s ó z

î ó Î!ËÍÔ§Ê�ËZJ§Ã)Ò%Î!ÌcÏÀÃ?ÞÖÌ$Ò%Ô�ÙäÃ�Ò*Ù§Ë C2

î!ËÖÔéÙäÃ)Ô;ÞÖÌ)Ò!Ô�ÙÚÃ)Ò�ÙÚËÖÔãÔ§ËþÛ�Á!ËÖÔéÙÚÂÚÃ�Ò ËÍÒÏÀÃ×ÙäÃ7?!ÏÑÃòÄ�Æùÿ!Æ _ ÙÚÂ§Ì¦ÛcâìÙÚÌ�Î!Ì¦ë8=)ÞÍ½ÀÏ"Ê�Ã)ÂÚÃòËÍÏ Þ�=)ÏÀÞÍÁ!ÏÀÌòÎ%Ë�ô�ÏßÙ§Â§Ì$Ô Ê�Ã)Ô�Ì Ã�ÏßÙäÃ�Ô ó Ê�Ã)Ô§ÌM?!Ã)Ò!Î�Ã)ÔÍî�ÞÖÌ)Ò!Ô§½ßÔ�ÙÚËËÍÒ Á%Ù§½ÀÏß½$G¨Ã�Â7ÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔûËÖÒöëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ô;ÞÖÌ$Û×Ì Ô§ËØÛcËÍÒ!ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Â�=ÅÛ¨=)Ô;Ã�Î!ËÖÏÀÃ)Ò�ÙÚË × Æ
¯`ÊLü�Ê[ï`Ê Ì¬�ã5àaÜ�à§ÜÝ× ã,ØNÎ�ÔÝÏoÆ�àoØ#á§Î�Ò�Ð�à�ÔÝ×FÏK×FÔîÌ�Î Æ�Ø5×FÒ�ß�×FÔÝÒ�Ð�Î

Y�Ô�Ù§Ë×Û×âÍÙ§Ì�Î%ÌòÞÖÌ$Ò%Ô§½ÀÔéÙÚËÅËÍÒ£ÛcÃ)Ê�Ë¨Ã)ÂàÁ!Ò�Ã¦ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò
H(s)

Î!ËÅÁ%Ò ô!ÏßÙÚÂ�ÌòÊ�Ã)Ô�Ì�?�ÃKJ§Ã)ÔþÞÍÌ$ÒªëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ�èÞÍ½ÑÃ°Î!Ë¦ÞÖÌ$ÂéÙÚË
Ωc

Ã°Á!Ò!Ã°ëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$Ò
H(s)

Î!ËÍÏ7ô�Ï�ÙÚÂ§Ì°Î!ËÖÔ�Ë¨Ã)Î!Ì%î«Ê�Ã)Ô�Ì�?�ÃKJ§Ã)ÔÅÞÍÌ$ÒBëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ9Î!ËòÞÍÌ$Â�Ù§Ë
ΩPB

îáÊ�Ã)Ô�Ì9Ã)Ï�ÙäÃ)ÔþÞÍÌ$Ò ëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃõÎ!ËcÞÍÌ$Â�Ù§Ë
ΩPA ó ô�Ï�ÙÚÂ�ÌõÊ!Ã)Ô§ÌB?�Ã)Ò!Î�ÃõÌ Ô�Á!Ê!Â�ËÖÔ§Ì)Â�Î!Ë+?�Ã)Ò!Î!Ã ÞÖÌ)ÒëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ô+Î!Ë;ÞÖÌ$ÂéÙÚË

ΩL ó ΩH

ÆF@àËÍÔ§Ê!Á%âÖÔûÔ�ËãÙ§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃþÏÑÃ
H(s)

Ì�?%ÙÚËÍÒ!½ÀÎ!ÃðÃØÁ!Ò�ÃØÂ§ËÍÔ§Ê!Á!ËÍÔ�ÙÚÃ
H(z)Î!ËïÁ%Ò ô!ÏßÙÚÂ�Ì9Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï îáÎ!Ì$Ò%Î!ËïËÖÒ ¿$ËÖÒ%ËÖÂÚÃ�ÏûÏÑÃ Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½Àñ$Ò

H(s)
Ã

H(s)
Ô�Ë¬W!Ã)ÞÖËïÎ!ËïÁ%Ò ô!ÏßÙÚÂ�ÌÒ!Ì)Â§ÛcÃ)ÏÀ½\G¨Ã)Î!Ì�Ê�Ã)Ô§Ìv?�ÃKJ§Ã)Ô Ã ÏÑÃÅëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒõÎ!ËÖÏÐô�Ï�ÙÚÂ§Ì Î!ËÍÔ§ËÖÃ)Î!Ì!î ó ÏÀÁ!ËÍ¿$Ì×ËÖÛ×Ê!ÏÀËÖÃ)ÂÓÏÑÃLs�� Ê!Ã)ÂÚÃ×Ì�?%ÙÚËÍÒ!ËÖÂ

H(z)
Æ)Y�ÔéÙÚËýÊ!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§ÌòÊ!Â�Ì�Î%Á!ÞÖËýËÖÏáÛ×½ÀÔ§Û×Ì Â§ËÍÔ§Á!Ï�ÙäÃ)Î!Ì+:*Á!Ë?Ã�ÏáÃ)Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã)ÂÓÏÀÃLs�� ËÖÒõëíÌ$Â§ÛcÃÅÎ!½ÀÂ�ËÖÞÍÙÚÃ×Î%ËðÏÀÃÔ�ËÖÞÖÞÍ½Àñ$Ò Ã)Ò�ÙÚËÍÂ§½ßÌ$ÂÖÆ

Ø PR,�+&,'/I,wm���+ K "�$h,0454;"." ��" 4^#�+&�%��" K 8;/T85" �B$9� K " 4Q��Ã�45� ��45� K "p"(�[$&,<��� ���!�[$&,��B$9"(�3�9"ù#���" K "G���<�!�[�!4>$h,0+3" ��t U�À0vf6^t U`v 6B4E,+9" H " +&" �!� 85,�r�Ä�Å{Æ�Äù1 K "ArV,`$&)%j$ÇY��+0È%� 6
"(4Q#�+9�<:�+h,0/I,�¾D¬)ÉUÆmÄù1 K "�ÉUÊ�ËpÉUÄ2t k�NwvfO
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sÓ½ßÊ6ÌÅÎ!Ëþô�Ï�ÙÚÂ�Ì s�� V Ì)Ò!Ô�ÙÚÃ)Ò�ÙÚË
¼ ½ßÏßÙ§Â§Ì?Ê�Ã�Ô§Ìa?�ÃKJ§Ã)Ô ÷ ¼�Eu�Óú s = C1

(

z−1
z+1

)

C1 = cotg
(

πfca

fs

)

¼ ½ßÏßÙ§Â§Ì?Ê�Ã�Ô§Ì×Ã)ÏßÙÚÃ)Ô ÷ ¼�E Ý ú s = C2

(

z+1
z−1

)

C2 = tg
(

πfca

fs

)

¼ ½ßÏßÙ§Â§Ì?Ê�Ã�Ô§Ìa?�Ã)Ò!Î!Ã ÷ ¼�Eu��� ú
s = C1

(

z−1
z+1

)

+ C2

(

z+1
z−1

)

C1 ó C2

Î!Ëý¼�Eu� ó ¼�E Ý
s¾ÃA?!ÏÀÃÅÄ%Æùÿ%È�s�� ó ÞÍÌ$Ò!ÔéÙäÃ)Ò�ÙÚËÍÔ Ê!Ã)ÂÚÃ?ô�Ï�ÙÚÂ§Ì)Ô;¼�Eu�àî�¼�E Ý ó ¼�Eu���

Y�ÒcÏÀÃàÙäÃA?%ÏÑÃþÄ%Æ®�åÔ§Ë;Û?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ§Ã)Ò ÏÑÃ)Ô«Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ«Ò!ËÍÞÖËÍÔÚÃ)Â�½ÑÃ)ÔÍî�Î!Ì$Ò!Î!Ë
ΩH

ËÍÔ+ÏÀÃàëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃýÎ!ËÞÍÌ$Â�Ù§ËþÃ)ÏßÙÚÃ ó ΩL

ÏÑÃýëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃÅÎ!ËàÞÖÌ$ÂéÙÚË�?�Ã2J§Ã?ËÖÒöÏÑÃ�?!Ã)Ò!Î�Ã?Î!ËàÊ�Ã)Ô§ÌÅÎ%ËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ�ÌÅÃ)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌð¼�Eu��� Ì¼ ` ��� ÆmE Ã)Â§Ã�ËÖÔéÙÚÌ$Ôêô!ÏßÙÚÂ�Ì$Ô+ÏÑÃþëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃðÞÖËÖÒ�Ù§ÂÚÃ)Ï�Ô§ËåÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ
Ω0 =

√
ΩLΩH ó ËÖÏ�ë�Ã)ÞìÙÚÌ$Â+Î!ËàÞÖÃ)ÏÀ½ßÎ�Ã)Î

Q = Ω0/(2π(ΩH − ΩL))
îÐËÖÒ£ËÖÔéÙÚÌ$Ôþô�Ï�ÙÚÂ�Ì$Ô�W�Ã ó :*Á!ËÅÙÚËÖÒ%ËÖÂØËÖÒ£ÞÖÁ!ËÍÒ�ÙäÃB:*Á!Ë ÏÀÃ)ÔåÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÖÔÔ�Ì$ÒòÒ!ÌÅÏß½ÀÒ!ËÖÃ)ÏÀËÍÔ ó Ê!Á!ËÍÎ!ËØÃ)Ê�Ã�Â§ËÖÞÍËÖÂûÁ%Ò�Ã�Î!½ßÔ�ÙÚÌ)Â§Ô§½ßñ$ÒòÎ!Ë ÏÑÃ�Â�ËÖÔ�Ê!Á!ËÖÔéÙäÃÅÞ¨Ã�ÂÚÃ)ÞìÙÚËÖÂg�ÀÔéÙÚ½ÀÞÖÃðÎ!ËÍÏ6ô�Ï�ÙÚÂ�Ì?¼�Eu�àîÔ�½ÀÒïËÖÛ�?�Ã)Â§¿)Ì!î%ÏßÌ$ÔêËìëíËÖÞÍÙ§Ì$Ô;Î!ËþÒ!ÌÅÏß½ÀÒ!ËÖÃ)ÏÀ½ßÎ�Ã)Î¦ËÍÒïëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ?Ô�Ì$ÒöÛv�ßÒ!½ÀÛ×Ì$Ô ó Ê!Â�ËÖÔ�ËÖÂ�Ü�Ã)ÒöÏÀÃÅÃ)ÛcÊ%ÏÀ½ßÙ§Á!ÎÎ!ËØÏÀÃ Â�ËÖÔ�Ê!Á!ËÖÔéÙäÃ¦ÞÖÃ)ÂÚÃ�ÞÍÙÚËÍÂ��ßÔ�ÙÚ½ßÞ¨ÃÅÎ!ËÍÏáô!ÏßÙÚÂ�Ì!Æ Ý Ô��áÁ!Òöô�ÏßÙ§Â§Ì×¼�Eu� ËC:*Á!½ÀÂ�Â§½$GÍÌcËÍÔÓÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�Î!Ì ËÖÒ°Ì�ÙÚÂ§Ìô�Ï�ÙÚÂ�ÌÅË�:*Á!½ÀÂ�Â§½\GÖÌ ËÖÒõÏÑÃ)Ô[?!Ã)Ò!Î�Ã)Ô;Î!ËØÊ�Ã�Ô§Ì ó Ô§Á%Ê!Â§½ßÛc½ßÎ�Ã?Î!ËØÁ!Ò ¼�E Ý b Ä��!d Æ

� x � ��� ¼ T x P � z�}UT���Om�LOm�ÌS � ¼ x Omz�ÍpOm�z�} � Om�ÎOmS3|pT�P~}8�}UTÏ|pO H(s)
�pT x P � S1}UÐ � | �

` ½�ÏÑÃþëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒcÎ!Ë Ù§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ
H(s)

Î%ËÖÏ�ô�ÏßÙ§Â§Ìð¼�Eu� ÞÖÌ$ÒcëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃýÎ!ËàÞÍÌ$Â�Ù§Ë
Ωc

ËÖÔéÙ>=�Ò%Ì$Â§ÛcÃ0èÏß½$G¨Ã�Î�Ã%î�ËÖÒ�Ù§Ì$Ò!ÞÖËÍÔåÔ§Á%Ô�ÙÚ½�ÙÚÁ ó ËÖÒ!Î%Ì Ωc = 1
ËÍÒ9ÏÑÃ)Ô ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔàÎ!ËðÏÑÃ×ÙÚÃA?!ÏÀÃcÄ%Æ®��î�Ê6Ì)Â ÏßÌ¨:*Á!Ë?Ô�ËðÙÚ½ßËÖÒ!ËÍÒÏÀÃ)ÔêÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔÓÎ!ËØÏÑÃ�ÙäÃ7?!ÏÑÃ Ä%ÆÑ�%Æ

����	�
����� Ç2D�9 ���������������! 
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sÓ½ßÊ6Ì Î!Ëþô�Ï�ÙÚÂ§Ì s¾Â§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$Ò
¼�Eu� → ¼�E��

s → Ωc
s

ΩPB

¼�Eu� → ¼�E Ý
s → Ωc

ΩPA

s

¼�Eu� → ¼�E����
s → Ωc

s2+ΩLΩH

s(ΩH−ΩL)

¼�Eu� → ¼ ` ���
s → Ωc

s(ΩH−ΩL)
s2+ΩLΩH

s Ã7?!ÏÑÃ Ä%Æ®��È,s"ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½Àñ$Ò
H(s)

Ã
H(s)

b Ä7d î{b Ä��!d

sÓ½ÀÊ�Ì Î!Ëþô�ÏßÙ§Â§Ì s"ÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�ÞÖ½Àñ)Ò
¼�Eu� → ¼�Eu�

s → s
ΩPB

¼�Eu� → ¼�E Ý
s → ΩPA

s

¼�Eu� → ¼�Eu���
s → s2+ΩLΩH

s(ΩH−ΩL)

¼�Eu� → ¼ ` ���
s → s(ΩH−ΩL)

s2+ΩLΩH

s¾ÃA?!ÏÀÃ×Ä�Æ®�%ÈHs¾Â§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒïÎ!ËØÁ!Ò ¼�Eu�
H(s)

Ã
H(s)

b Ä7d

����	�
����� Ç2D�< ���������������! 
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ò O��2T{|pT�S8TªÒ�Ó � |pO«|�}1�CO � T~|pO©¸�SU� x T��I¹2¹&ºÔQ�T x � x � ��� ¼ T x P � z�}UÕ)� H(s) =⇒ H(s) =⇒ H(z)Ç)Æ V Ã�ÏÀÞÖÁ%ÏÑÃ)ÂûËÍÏÐÌ$Â§Î%ËÖÒ
n
Î!ËÖÏÐÊ�Ì$ÏÀ½ßÒ!Ì$Û×½ÀÌðÎ!ËØÏÑÃÅÃ)Ê!Â�Ì¨æ%½ßÛ¦Ã�ÞÖ½Àñ)ÒïÊ6Ì$Ïß½ÀÒ!ñ)Ûc½ßÞ¨ÃØËÖÏÀËÍ¿$½ÀÎ!Ã

��Æ§s"ÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�Â
ωp ó ωsup

Á%Ù§½ÀÏß½$G¨Ã�Ò!Î!ÌÅÏÑÃ�ÔûËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ
Ωp = tg

(ωp

2

)

÷ Ä%Æ�ÇK��Ç�ú
Ωsup = tg

(ωs

2

)

÷ Ä%Æ�ÇK���$úÄ�Æ V Ì)Òc?!Ã)Ô§Ë Ã)Ï¾ÙÚ½ÀÊ�ÌòÎ!ËÅô�Ï�ÙÚÂ�Ì!î6Î%Ë×ÏÀÃcÙäÃ7?!ÏÑÃ ÷ Ä%Æ®�$ú Ô§Ë ËÖÏß½À¿$ËðÏÑÃ¦Ù§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÍ½Àñ$Ò ó Ô§Ë Ì�?%Ù§½ÀËÍÒ!Ë?ÏÑÃÒ*Á!ËìÜ�Ã
H(s)

Ê�Ã)Â§Ã ÏÀÃ)ÔÓËÖÔ�Ê6ËÍÞÖ½�ô�Þ¨Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ;Î�Ã)Î�Ã�Ô
ÿ%Æ ` ËðÃ�Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã�ÏÀÃÅÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)Î!ÃI?!½ÀÏß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï

H(z) = H(s)|
s= 1−z−1

1+z−1 ÷ Ä%Æ�ÇK�)Ä�ú
��Æ V Ì)ÛcÊ!Â�Ì�?�Ã)ÂðËÖÏûÎ%ËÖÔ§ËÍÛcÊ�ËÖÕ%Ì£Î%ËïÏÑÃ

H(z)
Î!½ßÔ§ËÍÕ�Ã)Î�Ã%î¾ËÖÔÅÎ!ËÍÞÖ½ßÂÖî«Ô�Á!Ô�Ù§½ßÙÚÁ%½ÀÂ�ÏßÌ$Ô?ÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ×Î%Ë

H(z) ó Þ¨Ã)ÏßÞÖÁ!ÏÀÃ)Â |H(ω)|
��Æ�@ Ë

H(z)
î
Y (z) = H(z)X(z)

Ì�?%Ù§ËÖÒ!ËÍÂ
y(n)

ÞÍÌ$Û×ÌÅÁ!Ò�ÃÅËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$ÒïËÖÒõÎ!½�ëíËÖÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)ÔûÁ%Ù§½ÀÏß½$G¨Ã�Ò!Î!ÌÏÀÃ�ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)Î�Ã
Z
½ÀÒ�Ü$ËÍÂ§ÔÚÃ

9�Æ ` ËÖÏÀËÍÞÖÞÍ½ÀÌ$Ò�Ã�ÂûÏÑÃÅËÖÔéÙÚÂ�Á!ÞÍÙ§Á!ÂÚÃ×Ã)Î!ËÍÞÖÁ�Ã)Î!Ã×Î!ËØ½ßÛcÊ!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ�ÞÖ½Àñ)ÒòÎ!Ë
H(z)

<�Æ§� Û×Ê!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ)ÂêËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ§Ì%È
� ÛcÊ!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ�ÞÖ½Àñ)ÒïÔ§Ì)ë Ù��êÃ)Â§Ë�È�ËÖÒõÏÀËÖÒ%¿$Á�ÃKJ�ËÍÔÓÎ!ËýÃ)ÏßÙ§Ì×Ò%½ßÜ$ËÍÏ�Ì×Ê!Â§Ì$¿)ÂÚÃ)ÛcÃ)ÔûÎ!ËØÔ�½ÀÛ?Á!ÏÀÃ)ÞÖ½ßñ$Ò
� ÛcÊ!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ�ÞÖ½Àñ)ÒþÛc½ßÞÖÂ§Ì0è Ô§Ì�ë Ù��ûÃ)Â�Ë)ÈÍËÖÒýÏÀËÖÒ%¿$Á�ÃKJ�ËÍÔÐÎ!Ëu?�ÃKJ�Ì;Ò!½ßÜ)ËÖÏ�Ì;ÏÀËÍÒ!¿$Á�Ã2J�Ë�ËÖÒ!Ô§Ã)ÛI?!ÏÀÃ)Î!Ì$Â

ø�Æ§� Û×Ê!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ)Â7Á!ÒöÊ!Â§Ì�ÙÚÌ)Ù§½ÀÊ�Ì?Î!Ì$Ò!Î%ËØÜ�ÃÅÃÅÌ$Ê�ËÖÂ§Ã)ÂûËÖÏ6ô�ÏßÙ§Â§ÌÅÎ!½ßÔ§ËÖÕ!Ã)Î!Ì!î!ËÍÔÓÎ!ËÖÞÍ½ÀÂÍî!Á!Ò�Ã Ã)Âg:�Á%½ßÙÚËÍÞìèÙ§Á!ÂÚÃÅÎ!ËÍÎ!½ÀÞÖÃ)Î�Ã
� x � ��� ¼ T x P � z�}UT���Om�LOm�ÌS � ¼ x Omz�ÍpOm�z�} � Om�ÎOmS3|pT�P~}8�}UTÏ|�}UÒ)}²� � S

Y�Ï�Î%½ÀÔ§ËÍÕ!ÌàÎ%Ë7ô�Ï�ÙÚÂ§Ì)Ô"Î%½À¿$½�ÙäÃ)ÏßËÖÔÐÊ�Ì$Â¾Û×ËÖÎ%½ÀÌãÎ!Ë+Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔáËÖÒ�ëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃàÔ�ËêÊ!Á%ËÖÎ!Ë7Â§Ë¨Ã�ÏÀ½$GÖÃ)ÂÎ!ËþëíÌ$Â�Û¦ÃÅÔ�½ÀÛ×½ÀÏÑÃ�ÂûÃ)ÏÐÎ!½ßÔ§ËÍÕ!ÌcÎ%Ëýô�Ï�ÙÚÂ�Ì$Ô;Ã)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞÖÌ$ÔÍî!ËÖÔãÎ!ËÖÞÍ½ÀÂÍî!ÙÚËÖÒ%½ÀËÖÒ%Î!ÌcËÍÏáÊ!Â§Ì)Ù§Ì)ÙÚ½ßÊ6ÌÅÎ%½À¿$½�ÙäÃ)Ï6Î!ËðÁ%Òô�Ï�ÙÚÂ�ÌåÊ�Ã)Ô�Ìy?!ÃKJ§Ã)Ô�Ô§Ë;Ê!Á%ËÖÎ!ËÍÒcÌ�?�ÙÚËÖÒ%ËÖÂ�Ì)Ù§Â§Ì$Ô«Ù§½ÀÊ�Ì$Ô Î!ËÓô�Ï�ÙÚÂ�Ì$ÔÖÆ)ü"ÃàÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)ÞÍ½Àñ$Ò?ÃåÁ%ÙÚ½ßÏÀ½$GÖÃ)Â"½ÀÛ×Ê!ÏÀ½ßÞ¨ÃÂ�ËÖËÖÛ×Ê!ÏÀÃAG¨Ã)ÂêÏÑÃ�Ü�Ã)Â§½ÀÃA?!ÏßË
z−1 Ê�Ì$ÂÓÁ!Ò!Ã ëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)ÒõÂ§Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Ï6Î!Ë z−1 :*Á!ËØÔ§Ã�ÙÚ½ßÔ�ë�Ã)¿�Ã?ÏÀÃ)ÔÓÊ!Â�Ì$Ê!½ÀËÍÎ�Ã)Î!ËÍÔÖÈÇ)Æ üÐÌ$Ô;Ê!Á%Ò*Ù§Ì$ÔãÎ!ËÖÒ�ÙÚÂ�ÌcÎ%ËÖÏáÞ��ßÂ§ÞÖÁ%ÏÀÌ Á!Ò!½�ÙäÃ)Â�½ÀÌÅËÖÒ ËÖÏÐÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì

z
Ô�ËðÎ%Ë�?�ËÖÒ°ÛcÃ)Ê�Ë¨Ã)Â;Ã Ê!Á!Ò�Ù§Ì$Ô Î%ËÖÒ�ÙÚÂ�ÌÎ%ËÖÏÐÞ��ßÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌÅÁ!Ò%½ßÙäÃ�Â§½ÀÌ%î�ËÍÔ�ÙäÃ ËÖÔãÁ!Ò�ÃÅÞÍÌ$Ò!Î!½ßÞÖ½Àñ)ÒõÎ%ËýËÍÔ�ÙÚÃA?!½ÀÏß½ÀÎ�Ã�Î�Æ

����	�
����� Ç2D$ø ���������������! 
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��Æ üÐÌ$ÔàÊ!Á!Ò�ÙÚÌ$ÔþÔ�Ì�?!Â�ËÅËÖÏ«ÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ¦Á!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌòËÖÒªËÍÏ«Ê!ÏÀÃ)Ò!Ì
z
Ô§ËÅÎ!ËC?6ËÍÒ Û¦Ã)Ê�Ë¨Ã�ÂåÃòÊ!Á!Ò�Ù§Ì$ÔØÔ§Ì�?!Â�ËÅËÖÏÞC�ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌÅÁ!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌ!Æ

Y�Ô;Î!ËÖÞÍ½ÀÂ[:*Á!ËýÏÑÃ�ëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)ÒõÎ%ËýÛcÃ)Ê�ËÖÌ Î!ËC?6ËØÔ§ËÍÂ;Á!Òõô!ÏßÙÚÂ�Ì Ê�Ã)Ô§ÌÅÙ§Ì�Î!Ì Î!ËØÏÀÃÅëíÌ)Â§ÛcÃ
g(z−1) = ±

n
∏

k=1

z−1 − ak

1 − akz−1 ÷ Ä%Æ�ÇK��ÿ*úÎ!Ì)Ò!Î!Ë |ak| < 1
Ê�Ã)Â§Ã9Ã)Ô�ËÖ¿$Á!Â§Ã)ÂýÏÑÃ ËÍÔ�ÙÚÃA?!½ÀÏß½ÀÎ�Ã�Î Î!ËÍÏ+ô!ÏßÙÚÂ�Ì!Æ"üáÃ)ÔðÙ§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔØÂ§ËÖÔ�Ê6ËÍÞÍÙ§½ßÜ�Ã)Ô�Ô�ËÛ?Á%ËÖÔ�Ù§ÂÚÃ)ÒõËÖÒõÏÑÃ�ÙÚÃA?!ÏÀÃÅÄ%ÆÖ9Mb Ä��!d Æ

sÓ½ÀÊ�Ì Î!Ëþô�ÏßÙ§Â§Ì s"ÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�ÞÖ½Àñ)Ò E¾Ã)Â(=)Û×ËÍÙ§Â§Ì$Ô
ωp = ωc

Ì$Â§½ß¿$½ÀÒ!Ã)Ï�Î!ËÍÏá¼�Eu�¼�Eu� → ¼�Eu�
z−1 → z−1−a

1−az−1 ω1 =
Ò*Á!ËÍÜ�Ã

ωc

a = sen[(ωp−ω1)/2]
sen[(ωp+ω1)/2]¼�Eu� → ¼�E Ý

z−1 → − z−1+a
1+az−1 ω1 =

Ò*Á!ËÍÜ�Ã
ωcpa

a = − cos[(ωp−ω1)/2]
cos[(ωp+ω1)/2]

a1 = −2αK/(K + 1)
a2 = (K − 1)/(K + 1)¼�Eu� → ¼�Eu���

z−1 → − z−2−a1z−1+a2

a2z−2−a1z−1+1
K = cot(ωH−ωL

2
) tg(ωo

2
)

α = cos[(ωH+ωL)/2]
cos[(ωH−ωL)/2]

a1 = −2αK/(K + 1)
a2 = (1 − K)/(K + 1)¼�Eu� → ¼ ` ���

z−1 → z−2−a1z−1+a2

a2z−2−a1z−1+1
K = tg(ωH−ωL

2
) tg(ωo

2
)

α = cos[(ωH+ωL)/2]
cos[(ωH−ωL)/2]

s¾ÃA?!ÏÑÃ Ä%Æ®9�È,s"ÂÚÃ�Ò!Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã�ÞÖ½Àñ)ÒïÎ!Ëþô�ÏßÙ§Â§Ì$ÔÓÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏÀËÍÔêËÍÒ ËÍÏÐÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì
z

����	�
����� Ç$Ç2D ���������������! 
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N »CO�PRQ�SUTÎ× ù
@à½ßÔ§ËÍÕ�Ã)ÂåÁ!Ò9ô!ÏßÙÚÂ�ÌòÊ�Ã)Ô�ÌM?�ÃKJ§Ã)Ô ÙÚ½ÀÊ�Ì��g�Z�Ø:*Á!Ë Ã)Ê!Â�Ì¨æ%½ßÛcËðÁ!Ò�ÃòÂ�ËÖÔ§Ê%Á!ËÖÔéÙäÃöÃ)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞ¨ÃcÞÍÁ ó Ã�ÔþËÖÔ§Ê�ËÖÞÍ½ßô%èÞÖÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÖÔÓÔ�Ì$Ò�È
fc Ù ÇK9AD�DaÁ�G�î fsup Ù ÿ����ADaÁ�G�î Ap Ù è ÄÅÎ,?�î Asup Ù èäÇK��Î,? ó fs Ù ÇK�ADAD�D?Û?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ§Ã)Ô m Ô§ËÖ¿%Æ
û T�S1Í�z�}8Õ�� ù
�;ÙÚ½ÀÏß½$GÖÃ)Ò!Î!Ì?Á%Ò�Ã Ã)Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)ÞÍ½Àñ$ÒòÙ§½ÀÊ�Ìa�êÁ%Ù§Ù§ËÖÂ��êÌ$ÂéÙ(W�î�Ô�ËðÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ?ËÍÏÐÌ$Â§Î%ËÖÒõÊ6Ì$ÂÓÏÀÃ�ëíñ$Â§Û�Á!ÏÑÃ

n >
log10

(

100.1∗12−1
100.1∗3−1

)

2log10
4250
1700

> 1.4738

E"Ì$ÂåÏÀÌv:*Á!ËÅËÖÏ¾Ì$Â§Î!ËÍÒªÎ!ËÖÏ¾ô�ÏßÙ§Â§Ì¦ËÍÔ
n Ù ��î6ËÖÒ�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔþÔ�ËL?!Á!Ô�Þ¨ÃïËÖÏ¾Ê6Ì$Ïß½ÀÒ!Ì)Ûc½ßÌÅÞÖÌ$Â�Â§ËÖÊ�Ì$Ò!Î%½ÀËÖÒ�Ù§Ë ÷ ÙäÃ7?!ÏÑÃÄ%Æ�Ç�úçî ó Ô§ËØÞÍÌ$Ò!Ô�Ù§Â§Á ó Ë�ÏÀÃ�ëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËþÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×ÞÍÌ$Â§Â�ËÖÔ§Ê�Ì$Ò!Î%½ÀËÖÒ�Ù§Ë�Á ÷ ÔÚú

H(s) =
1

s2 +
√

2s + 1Î!Ì)Ò!Î!Ë
C1 = ctg(π1700

12000
) = 2.096

î!ËÍÔãÎ%ËÖÞÖ½ßÂÖî,:*Á!ËýÏÑÃIs�� ËÖÔ
s = 2.096

(

z−1
z+1

)Î!ËÍÔÚÃ)Â�Â§Ì$ÏßÏÑÃ)Ò%Î!Ì
H(z) = H(s)|s=2.096( z−1

z+1
)

î�Ô§ËþÙÚ½ßËÖÒ!Ë�È
H(z) =

1

(2.096)2( z−1
z+1

)2 + (1.41)2.096( z−1
z+1

) + 1

H(z) =
z2 + 2z + 1

8.357z2 − 6.786z + 2.429Ò!Ì)Â§ÛcÃ)ÏÀ½\G¨Ã)Ò!Î%Ì ÷ Î%½ßÜ�½ÀÎ!½ßËÖÒ!Î%Ì×Ò*Á!Û×ËÖÂ§Ã)Î!Ì$Â ó Î!ËÖÒ!Ì)Ûc½ßÒ�Ã)Î!Ì$ÂêÊ6Ì$Â 8.357z2 ú
H(z) =

0.1196 + 0.2393z−1 + 0.1196z−2

1 − 0.8120z−1 + 0.2906z−2
=

Y (z)

X(z)ÞÍÌ$ÛcÌ
Y (z) = H(z)X(z)

î�Ô�ËýÎ%ËÖÔ§Ê�ËZJ§Ã
Y (z)

Y (z) = 0.8120z−1Y (z) − 0.2906z−2Y (z) + 0.1196X(z) + 0.2393z−1X(z) + 0.1196z−2X(z)Ã)Ê%ÏÀ½ÀÞÖÃ)Ò!Î!ÌÅÏÀÃ�ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)Î�Ã
Z
½ÀÒ�Ü$ËÍÂ§ÔÚÃ�î�Ô§ËØÌ�?%Ù§½ÀËÖÒ%Ë

y(n) = TZI(Y (z))

y(n) = 0.1196x(n) + 0.2393x(n − 1) + 0.1196x(n − 2) + 0.8120y(n− 1) − 0.2906y(n − 2)

@àËØÏÀÃI�!ÏßÙ§½ÀÛcÃ�ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$ÒõÔ§ËØÎ!ËÖÎ%Á!ÞÖËy:*Á!ËðÏßÌ$ÔûÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ Î!ËÍÏ�ô�ÏßÙ§Â§Ìa���Z� Ô§Ì$Ò�È
a0 = 1 a1 = −0.8120 a2 = 0.2906

b0 = 0.1196 b1 = 0.2393 b2 = 0.1196

����	�
����� Ç$Ç$Ç ���������������! 
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N »CO�PRQ�SUT~Ú ù
@à½ßÔ§ËÍÕ�Ã)Â+Á!Ò×ô!ÏßÙÚÂ�ÌðÊ!Ã)Ô§Ì�Ã)ÏßÙÚÃ)Ô����Z�UÞÖÌ)ÒòÃ)Ê!Â�Ì¨æ%½ßÛ¦Ã�ÞÖ½Àñ)Òa�êÁ%Ù§Ù§ËÖÂ��êÌ$ÂéÙ(W ó ËÍÔ§Ê�ËÖÞÍ½ßô�ÞÖÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÖÔ7Ã)Ò�Ã�ÏÀñ$¿$½ßÞ¨Ã)ÔÍÈ
As Ù èäÇ2��Î,?�î Ap Ù è Ä)Î�î fp = 3400hz

î
fsup = 1360hz

î
fs = 16000hz

Æ
û T�S1Í�z�}8Õ�� ù
E¾Ã)ÂÚÃÅÏÀÌ)ÔÓÎ�Ã�ÙÚÌ)Ô

n >
log10

(

100.1∗12−1
100.1∗3−1

)

2log10(
3400
1360

)
= 1.473ËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔ

n Ù ��Æ
H(s) =

1

s2 + 1.41s + 1ÏÀÃ?ÞÖÌ$Ò!ÔéÙäÃ)Ò�Ù§Ë
C2 = tg(π∗3400

16000
) = 0.7883

î!ËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔ
s = 0.7883

(z + 1

z − 1

)

Ô�Á%ÙÚ½�ÙÚÁ ó ËÖÒ!Î!Ì×ËÖÒ H(s)

H(z) =
1

(

0.7883
(

z+1
z−1

))2

+ 1.41 ∗ 0.7883
(

z+1
z−1

)

+ 1

H(z) =
0.3654 − 0.7309z−1 + 0.3654z−2

1 − 0.2767z−1 + 0.1851z−2ËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔ
y(n) = 0.3654x(n) − 0.7309x(n − 1) + 0.3654x(n − 2) + 0.2767y(n − 1) − 0.1851y(n− 2)

N »CO�PRQ�SUT~Û ù
Y�Ò!ÞÍÌ$Ò�ÙÚÂÚÃ�Â

H(z)
Ê�Ã)Â§ÃòÁ!Ò9ô�Ï�ÙÚÂ§Ì¦Î!½À¿$½�ÙäÃ)ÏÐÊ!Ã)Ô§ÌM?�Ã�Ò!Î�ÃM�êÁ%Ù�ÙÚËÍÂg�7Ì$Â�Ù�W£Î%Ë?Ì$Â§Î%ËÖÒ ÞÖÁ�Ã0ÙÚÂ§Ì ÷ n Ù ÿ*úçî�ÞÍÌ$ÒëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ?Î!ËØÛ?Á!ËÍÔ�Ù§Â§ËÖÌ

fs Ù �ADIWHG ó ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ô;Î!ËþÞÖÌ)Â�ÙÚË fL Ù D%ÆÑ<IW,G ó fH Ù Ç)ÆÖ��W,G�î!ÏÑÃð¿�Ã)Ò�Ã)Ò%ÞÖ½ÑÃÎ!ËC?6ËØÔ�ËÖÂ;Á!Ò!½�ÙäÃ)Â�½ÑÃ%Æ
û T�S1Í�z�}8Õ��XQ�T x ��· |�O

H(s)
�

H(z)
V Ì$Û×ÌþËÖÏ�Ì$Â�Î!ËÖÒ Î!ËÍÏ�Î!½ÀÔ�ËÖÕ!ÌØÎ!ËÍÏ!ô�ÏßÙ§Â§ÌþÎ!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï�Ô§Ì$Ïß½ÀÞÖ½�ÙäÃ)Î%ÌåËÖÔ2Ò Ù ÿ ó ÏÀÃþÃ)Ê!Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)ÞÍ½Àñ$Ò?Ê�Ì$Ïß½ÀÒ!ñ$Û×½ÀÞÖÃËÍÔ+Î%ËÖÏ%Ù§½ÀÊ�Ì��êÁ%Ù§Ù§ËÖÂ��êÌ$ÂéÙ(W�î�ËÍÒ�ÙÚÌ$Ò!ÞÍËÖÔ7Ô§Ë;ËÖÏß½À¿$Ë7ËÖÏ�Ê�Ì$ÏÀ½ßÒ!Ì$Û×½ÀÌ

P (s)
Î!Ë§�êÁ%Ù�ÙÚËÖÂ��êÌ)Â�W

n Ù ÿ m � Ù ��î ó Ã�:*Á!ËÊ�Ì$ÂÓËÖÔéÙÚËØÛ×âÍÙÚÌ�Î!Ì Ê�Ã)Â§ÃÅËÖÏÐÞk=�ÏÀÞÖÁ%ÏÀÌÅÎ!ËØÁ!Òöô�ÏßÙ§Â§Ì ¼�Eu��� Ô§ËØÎ!Á!Ê%ÏÀ½ÀÞÖÃÅËÖÏÐÌ$Â�Î!ËÖÒõËÖÒõËÖÏÐÎ!Ì)Ûc½ßÒ!½ÀÌðÎ!Ë
z
Æ

E Ã�ÂÚÃ ËÖÏÐÞk=�ÞÖÁ!ÏßÌ×Î%ËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ§ÌÅÎ%½À¿$½�ÙäÃ)Ï�Ê6ËÍÎ!½ÀÎ%Ì×Ô�ËðÊ%Â§Ì�ÞÖËÖÎ%ËðÃÅËÍÒ!ÞÖÌ$Ò�Ù§ÂÚÃ)Â
H(z)

Ã?ÙÚÂÚÃ¨Ü)âÖÔãÎ!Ë
H(z) = H(s)

∣

∣

∣

s=C1

(

z−1
z+1

)

+ C2

(

z+1
z−1

) ÷ Ä%Æ�ÇK���$ú

����	�
����� Ç$ÇK� ���������������! 
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Î!Ì)Ò!Î!Ë
C1 = cot(1.2π/20) = 5.2421 C2 = tg(0.8π/20) = 0.1263

H(z) =
1

s2 +
√

2s + 1

∣

∣

∣

s=5.2421

(

z−1
z+1

)

+0.1263

(

z+1
z−1

) ÷ Ä%Æ�ÇK�A��ú

H(z) =
1

(

5.2421
(

z−1
z+1

)

+ 0.1263
(

z+1
z−1

)

)2

+
√

2

(

5.2421
(

z−1
z+1

)

+ 0.1263
(

z+1
z−1

)

)

+ 1

÷ Ä%Æ�ÇK��9$úÎ!ËÍÔ§Ê!Á%âÖÔãÎ!ËØËÍëíËÖÞìÙÚÁ�Ã�Â ËÍÏ�Î!ËÖÔ§Ã)Â§Â�Ì$ÏÀÏßÌ Ã)ÏÀ¿)Ë�?!Â§Ã)½ÀÞÍÌÅÔ§ËþÙÚ½ßËÖÒ!Ë
H(z) =

0.0009 − 0.0019z−2 + 0.0009z−4

1 − 3.8650z−1 + 5.6474z−2 − 3.6969z−3 + 0.915z−4 ÷ Ä%Æ�ÇK�A<�ú
V =)ÏßÞÖÁ!ÏßÌÅÎ!ËØÏÑÃÅËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$ÒöËÖÒõÎ!½ßëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ô

y(n)
È

V Ì$Û×Ì
H(z) = Y (z)

X(z)

ËÍÒ�ÙÚÌ$Ò!ÞÍËÖÔ
Y (z) = H(z)X(z)

î�Ã)Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã)Ò%Î!Ì?ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)Î�Ã
Z
½ÀÒ�Ü)ËÖÂ§Ô§Ã

y(n) = 0.0009x(n) − 0.0019x(n − 2) + 0.0009x(n − 4)

+3.8650y(n− 1) − 5.6474y(n− 2) + 3.6969y(n− 3) − 0.915y(n − 4) ÷ Ä%Æ�ÇK�)ø�úû T�S1Í�z�}8Õ��XQ�T x � x � ��� ¼ T x P � z�}UÕ)�Î|�O H(s) → H(s) → H(z)
V =)ÏßÞÖÁ!ÏßÌÅÎ!ËØÏÑÃ?ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒòÎ!ËØÏÑÃ�ÔûëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ�ÔãÎ%ËýÞÍÌ$Â�Ù§Ë

ΩiL = tg(
0.8π

20
) = 0.1263 ΩiH = tg(

1.2π

20
) = 0.1907 ÷ Ä�ÆßÇ2�AD�úËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔãÎ!ËØÏÑÃ�ÙäÃ7?!ÏÑÃ ÷ Ä�Æ®��úçÈ

s → s2 + 0.02409

s(0.0644)Ô�Á!Ô�Ù§½ßÙÚÁ ó ËÖÒ%Î!Ì¦ËÍÒ H(s)
Î!ËØÌ$Â§Î%ËÖÒ

n Ù �ÅÎ!ËØÏÀÌ$ÔÓÊ�Ì$ÏÀ½ßÒ!Ì$Û×½ÀÌ$Ô+Î!Ëy�êÁ%Ù�ÙÚËÍÂg�7Ì$Â�Ù�W
HFPBW (s) =

1

s2 +
√

2s + 1

∣

∣

∣

s=

(

s2+0.02409
s(0.0644)

) ÷ Ä%Æ�Ç2�%Ç�ú
HFPBW (s) =

1
(

s2+0.02409
s(0.0644)

)2

+
√

2
(

s2+0.02409
s(0.0644)

)

+ 1 ÷ Ä%Æ�Ç2���$ú

����	�
����� Ç$Ç¢Ä ���������������! 
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Î!ËÍÔ§Ê!Á%âÖÔãÎ!ËØËÍëíËÖÞìÙÚÁ�Ã�Â ÏÀÃ)ÔûÂ§ËÍÎ!Á!ÞÍÞÖ½ÀÌ)Ò!ËÖÔ Ã)ÏÀ¿)Ë�?!Â§Ã)½ÀÞÖÃ)Ô
HFPBW (s) =

0.004147s2

s4 + 0.09107s3 + 0.052147s2 + 0.002186s + 0.000576 ÷ Ä%Æ�Ç2�$Ä�úÃ)Ê%ÏÀ½ÀÞÖÃ)Ò!Î!ÌÅÏÀÃ�ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíÌ)Â§ÛcÃ)Î�ÃI?!½ßÏÀ½ÀÒ%Ë¨Ã)Ï�ÞÖÌ$Ò
T Ù Ç

H(z) = H(s)|
s= 1−z−1

1+z−1 ÷ Ä%Æ�Ç2�)ÿ*úÔ�ËýÌA?%ÙÚ½ßËÖÒ!Ë
H(z) =

0.001 − 0.002z−2 + 0.001z−4

1 − 3.8629z−1 + 5.6419z−2 − 3.6919z−3 + 0.9135z−4 ÷ Ä%Æ�Ç2���$ú@àËÍÏ�ËZJ�ËÍÛcÊ!ÏßÌ?Ô§ËØÊ!Á%ËÖÎ!ËþÞÍÌ$Ò!ÞÖÏßÁ!½ÀÂ�:*Á!ËØÏÑÃ�Á%Ù§½ÀÏß½$G¨Ã�ÞÖ½Àñ)ÒcÎ!ËþÏÀÃ�s��UÊ6Ì)ÂûÏÀÌ$ÔêÎ!Ì$ÔûÛ×âÍÙ§Ì�Î!Ì)ÔûËìæ�Ê!Á!ËÍÔ�Ù§Ì$ÔÎ�Ã�Ò Â�ËÖÔ§Á%ÏßÙäÃ�Î!Ì$Ô;½À¿$Á!Ã)ÏÀËÍÔÓÎ!Ë
H(z)

Ã Ëìæ�ÞÖËÍÊ6ÞÍ½Àñ$Ò Î!ËýËÖÂ§Â�Ì$Â§ËÍÔ Ò*Á!Û×âÖÂ�½ÀÞÍÌ$ÔãÃ)ÏÐÎ!ËÖÔ�Ê!Â§ËÍÞÖ½ÀÃ)Â Î%ËÖÞÖ½ßÛ¦Ã�ÏÀËÖÔÓËÍÒÏßÌ$Ô;Þk=)ÏßÞÖÁ!ÏßÌ$ÔãÃ)ÏÀ¿$ËC?!ÂÚÃ�½ÀÞÖÌ)ÔÖÆªY�Ï¾Û×âÍÙ§Ì�Î%ÌcÎ!ËÍÏáÛ¦Ã)Ê�ËÖÌ×Î!Ë
H(s)

Ã
H(z)

Ê6Ì)Â§s�� ÙÚ½ÀËÍÒ!ËýÏÑÃÅÜ$ËÖÒ�ÙÚÃKJ§Ã¨:*Á!ËËÍÏ�Ü)Ã�ÏÀÌ$ÂÓÎ!Ë
n
Ô§ËýÞ¨Ã)ÏßÞÖÁ!ÏÀÃ Î%½ÀÂ§ËÍÞÍÙÚÃ)ÛcËÍÒ�ÙÚËýÎ!ËØÏÑÃ)Ô;ËÖÔ�Ê6ËÍÞÖ½�ô�Þ¨Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔàÎ%ËÖÏáÎ!½ÀÔ�ËÖÕ!Ì×ËÖÒõëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ ó Î!ËØÏÑÃÃ)Ê%Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒòÊ�Ì$ÏÀ½ßÒ!ñ$Û×½ÀÞ¨ÃðÃÅÁ%ÙÚ½ßÏÀ½$GÖÃ)ÂÖî�ËÖÔ;Î!ËÍÞÖ½ßÂÖî�:*Á!ËØËÖÔéÙÚËýÛcâìÙÚÌ�Î!Ì ËÖÔ;Û¨=�ÔÓÎ!½ÀÂ�ËÖÞÍÙ§Ì!Æ

º�Om��QÍpO��&� � Om��Q�OmzA� x � S�Ò x ú ¸�z �
E Ã�ÂÚÃ ÏÑÃ

H(z)
Þ¨Ã)ÏßÞÖÁ!ÏÀÃ)Î�Ã?ËÍÒ ËÍÏ"Ë�J�ËÖÛ×Ê!ÏÀÌ Ã�Ò*Ù§ËÖÂ�½ÀÌ$ÂÍî!Ô§ËØÌ�?%Ù§½ÀËÍÒ!ËØÏÑÃIs"ÂÚÃ)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)Î�ÃÅËÍÒ ËÍÏ�sÓ½ßËÖÛ×Ê6Ì

@à½ßÔ§ÞÍÂ§ËÍÙ§ÌöÎ!Ë×¼�Ì)Á!Â§½ßËÖÂ ÷ @-s;¼�sãúìîÐËÍÔØÎ!ËÖÞÍ½ÀÂ�:*Á!Ë ÏÑÃ¦ëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)Ò H(z)
Ô�ËÅËÍÜ�Ã)ÏßÁ�ÃïËÖÒ

ejω ÏßÌM:*Á!Ë Î�Ã)Â��ÀÃ¦ÏÑÃëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)Ò
H(ω)

H(ω) =
0.0009 − 0.0019e−2jω + 0.0009e−4jω

1 − 3.8650e−jω + 5.6474e−2jω − 3.6969e−3jω + 0.915e−4jω ÷ Ä%Æ�Ç2����ú�;ÙÚ½ÀÏß½$GÖÃ)Ò!Î!Ì-Y2Á%ÏÀËÖÂ ËÖÔ�ÙÚÃØëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$ÒÅÔ§ËÓÊ!Á%ËÖÎ!Ë;Ëìæ�Ê!Â�ËÖÔ§Ã)Â2ËÖÒ ÙÚâÖÂ�Ûc½ßÒ!Ì$Ô¾Î!ËûëíÁ!Ò!ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔ�Ô§ËÍÒ!Ì ó ÞÖÌ$Ô�ËÖÒ!Ì%î�Ê�Ã)ÂÚÃÙ§ËÖÒ!ËÍÂÓÁ!Ò�ÃÅ¿$Â(=0ô�Þ¨Ã?Â�ËÖÊ!Â�ËÖÔ§ËÍÒ�ÙäÃ�Ù§½ßÜ�ÃÅÎ!ËþÏÑÃ?ÛcÃ)¿$Ò!½�ÙÚÁ!ÎvW�Ã ó :*Á!ËþÊ!Â�Ì$¿$ÂÚÃ�Û¦Ã)Â H(ω)
Ì Â§ËÍÞÖÁ!Â�Â§½ÀÂûÃÅÃ)ÏÀ¿��%ÒÊ!Â�Ì$¿$Â§Ã)Û¦ÃïÊ�Ã�ÂÚÃ�E�Â§Ì�ÞÖËÍÔÚÃ)Û×½ÀËÍÒ�ÙÚÌ�@ ½À¿$½�ÙäÃ)Ï«Î%Ë ` ËÍÕ�Ã)ÏÀËÍÔÖî"ÏÀÌ$ÔýÂ§ËÍÔ§Á!Ï�ÙäÃ)Î%Ì$ÔðÌA?%ÙÚËÍÒ!½ÀÎ!Ì)Ô�Ô§ËcÛ?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ§Ã)ÒBËÍÒÏÀÃ×ô�¿$Á%ÂÚÃ ÷ Ä�ÆßÇK9)úìÆÜ@ Ì$Ò!Î!ËÅÔ�Ë?Ê!Á!ËÍÎ!Ë Ì�?!Ô§ËÍÂ�Ü�Ã)Â�:*Á!ËÅÏßÌ$ÔàÞ�=)ÏÀÞÍÁ!ÏÀÌ)ÔàÎ!ËÍÔÚÃ)Â�Â§Ì$ÏßÏÑÃ)Î!Ì)ÔàÞÖÌ)Â§Â§ËÍÔ§Ê�Ì$Ò!Î!ËÍÒ£ÃòÏÑÃ)ÔËÍÔ§Ê�ËÖÞÖ½�ô�Þ¨Ã�ÞÖ½ÀÌ)Ò!ËÖÔ;Ô§Ì)ÏÀ½ÀÞÍ½ßÙÚÃ)Î�Ã)ÔûÊ!Ã)ÂÚÃÅËÖÔéÙÚËØÎ!½ßÔ§ËÖÕ%Ì!Æ

¹CPÏQS8OmPÏOm�)� � z�}8Õ��ÝO��ÞO��&� x ÍzA�KÍ x � z � �kz � | �
Y�Ò ËÖÔ�ÙÚÃåëíÌ$Â§ÛcÃ%î0ÏÑÃàËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ÷ Ä%ÆßÇk���$ú"ËÍÔ�ë�Ã)ÞÍÙ§Ì$Â§½\G¨Ã)Î�Ã ËÖÒ Ô§ËÍÞÖÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ+Î%ËÓÔ§ËÖ¿)Á!Ò!Î!ÌØÌ$Â�Î!ËÖÒ�î)ÏÀÏÑÃ�Û¦Ã)Î!Ã)ÔÔ�ËÖÞÖÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ �W�8ß�à,f�r!i Æ%üáÃ�ëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒïÎ!ËåÙ§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃÅÎ!ËÖÏ�Ô§½ÀÔéÙÚËÍÛ¦Ã?ËÍÔÓÂ§ËÖÊ%Â§ËÖÔ�ËÖÒ�ÙäÃ�Î�ÃcÞÍÌ$ÛcÌ�ËÖÏ�Ê!Â�Ì�Î%Á!ÞÍÙ§ÌÎ!Ë7ëíÁ!Ò!ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ�?!½$:*Á�Ã)Î%ÔÖÆ V Ã�Î�ÃåëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒI?!½\:*Á�Ã)ÎÅËÖÔ�½ßÛcÊ%ÏÀËÖÛ×ËÖÒ�ÙÚÃ)Î�Ã ËÍÒÅëíÌ$Â§ÛcÃàÎ!½ßÂ§ËÖÞìÙäÃàÌþÞÖÃ)Ò!ñ$Ò%½ÀÞ¨Ã ó ÏÑÃëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)Ò¦ÞÖÌ)ÛcÊ!ÏßËÍÙÚÃðÎ!ËÍÏ�Ô§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃ�ÞÖÌ$Û×Ì�Ô�ËÖÞÍÞÖ½ÀÌ)Ò!ËÖÔ �W�8ß�àHf�r ËÖÒïÞÖÃ)Ô§ÞÖÃ)Î�Ã%ÆHY2ÔéÙäÃðëíÌ)Â§ÛcÃðÎ!Ëå½ßÛcÊ%ÏÀËÖÛ×ËÖÒ�ÙÚÃ0èÞÍ½Àñ$ÒïÊ�ËÖÂ�Ûc½�ÙÚËàÎ%½ÀÔ§Û×½ÀÒ*Á!½ßÂ7ÏÀÃ?Ã)ÞÍÁ!Û?Á!ÏÀÃ)ÞÖ½ßñ$ÒòÎ!ËþËÍÂ§Â§Ì)Â§ËÖÔÓÒ*Á!Û×âÖÂ�½ÀÞÍÌ$ÔÓÞÖÁ�Ã�Ò!Î!Ì ÏÀÌ$Ô7ô�ÏßÙ§Â§Ì$Ô7Ô§ËØÊ!Â§Ì)¿$ÂÚÃ)ÛcÃ)ÒËÍÒ°Ã)Â�½ßÙ§ÛcâìÙÚ½ÀÞÖÃ�Î!ËØÊ!Á!Ò�Ù§Ì×ô7J�Ì%Æ�@àËØÏÑÃÅËÖÞÍÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ÷ Ä�ÆßÇ2���$ú ó ë�Ã)ÞìÙÚÌ$Â�½$G¨Ã�Ò!Î!ÌÅÏÑÃ H(z)

ÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ)Î!Ã
H(z) = 0.0009

( 1 + 2z−1 + z−2

1 − 1.9196589z−1 + 0.950475z−2

)(

1 − 2z−1 + z−2

1 − 1.9452z−1 + 0.96265z−2

)

÷ Ä%Æ�Ç2��9$ú
����	�
����� Ç$Ç¨ÿ ���������������! 
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0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

hz
fsfo = 1 hz.

|H(w) |

ω
|H(ω)|¼ ½ß¿$Á!Â§ÃÅÄ%ÆßÇ29�È |H(ω)| Î!ËØÁ!Ò ¼�Eu��� ÞÍÌ$Ò

f0 Ù ÇyWHG ó ∆BW Ù D�ÆùÿaW,G�Æ

á;á;áá;á;áâ;â;ââ;â;â

ã;ãã;ãä;ää;ä ååææ

ç;çç;çè;èè;è

é;é;éé;é;éé;é;éê;ê;êê;ê;êê;ê;ê

ë;ëë;ëì;ìì;ì

í;íí;íîîï;ïï;ïð;ðð;ð

ñ;ññ;ñò;òò;ò ó;óó;óó;óô;ôô;ôô;ô

õ;õõ;õö;öö;ö

n−1

n−1

n−1

n−1

x(n) b0

−A11

−A12

B11

B12

−A21 B21

B22−A22

y(n)

¼ ½À¿)Á!ÂÚÃ?Ä�ÆßÇ2<�È�¼ ½ÀÏ�ÙÚÂ�ÌI���Z�ËÍÒ ÞÖÃ)Ô§ÞÖÃ)Î�Ã

����	�
����� Ç$ÇK� ���������������! 
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üÐÌ$ÔÓÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ Ê�Ã�ÂÚÃÅÏÑÃ?ëíÌ$Â�Û¦Ã?ÞÖÃ)Ô§ÞÖÃ)Î�Ã Î!ËØÏÑÃ�ô�¿$Á%ÂÚÃ×Ä%ÆßÇk<?Ô§Ì$Ò�È
b0 = 0.0009

î
B10 = 1

î
B11 = 2.00

î
B12 = 1.00

B20 = 1
î
B21 = −2.00

î
B22 = 1.00

A10 = 1
î
A11 = −1.9196589

î
A12 = 0.95047585

A20 = 1
î
A21 = −1.9452919

î
A22 = 0.96265027

÷ }8��O � TÏ|�O¬¸�S²� x T��a¹2¹&ºÔz�T��ÌOm��Q�Omz�}U¸�z � z�}UT)�pOm�a|}UÒ�}U� � S8Om�
` ½ÐÏÀÃ)Ô;ËÖÔ§Ê�ËÖÞÍ½ßô�ÞÖÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ Î!ËÍÏÐÎ!½ÀÔ�ËÖÕ!Ì×Ô§ËýÎ�Ã)ÒõËÖÒõëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï

ω
î�ËÍÒ�ÙÚÌ$Ò!ÞÍËÖÔ Ê�Ã)ÂÚÃÅÁ%Ù§½ÀÏß½$G¨Ã�ÂûËÖÏÎ!½ßÔ§ËÍÕ!ÌcÊ�Ì$ÂÓÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíÌ$Â§ÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒõÃ)Ò�Ã)Ïßñ$¿$½ßÞ¨ÃÅÃcÎ%½À¿$½�ÙäÃ)Ï6Ô§ËðÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦ÃÅÏÑÃ?ëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃcÎ%ËðÞÍÌ$Â�Ù§Ë ÷ ËÖÔ§Ê�ËÖÞÍ½ßô%èÞÖÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÖÔÓËÍÒ ëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ�úêÊ�Ì$ÂÓÛ×ËÖÎ!½ßÌ×Î%ËýÏÀÃ�ëíñ$Â§Û�Á!ÏÑÃ

Ω =
2

T
tan(

ω

2
)Ã�ËÍÔ§Ê�ËÖÞÍ½ßô�ÞÖÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÖÔ;Ã�Ò�Ã)ÏÀñ)¿$½ÀÞÖÃ)ÔÖÆmE¾Ì)Ô�ÙÚËÍÂ§½ßÌ$Â§Û×ËÖÒ�ÙÚËàÔ§ËþÎ!½ßÔ§ËÖÕ!Ã?ËÖÏ6ô!ÏßÙÚÂ�ÌÅÃ)Ò�Ã�ÏÀñ$¿$½ßÞÖÌýÞÖÌ$Ò�?�Ã�Ô§ËþÃ)Ï6Ê6Ì)ÏÀ½ÀÒ%Ì�èÛ×½ÀÌ×Ò!Ì$Â�Û¦Ã)Ïß½$GÖÃ)Î!Ì×Î!Ë?ÏÑÃcÃ)Ê!Â�Ì¢æ�½ßÛ¦Ã)ÞÍ½Àñ$Ò�î�Ô§ËÅÎ!ËÍÔ§Ò!Ì$Â�Û¦Ã�ÏÀ½$GÖÃ×ËÍÏ¾ô�Ï�ÙÚÂ�Ì ó Ô§ËÅÞÖÌ)Ò*Ü�½ßËÖÂ�Ù§ËÅÃcô�Ï�ÙÚÂ�Ì¦Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)ÏÊ�Ì$ÂþÛ×ËÖÎ!½ßÌïÎ!Ë ÏÑÃMs��àîÐÎ!Á!Â§Ã)Ò�ÙÚË ËÖÔéÙÚË×Ê!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§ÌõËÖÏ�Ê�Ã�Â(=)Û×ËÍÙ§Â§Ì

T
ËÍÔØÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô§Ê�Ã)Â�ËÖÒ�ÙÚË ó Ô�ËcÊ!Á%ËÖÎ!Ë ô7J§Ã)ÂÃ)Âg?!½ßÙ§ÂÚÃ)Â�½ÑÃ)Û×ËÖÒ�Ù§Ë

T = 1
Æ

` ½!Ô�ËûÙÚ½ßËÖÒ!ËÓÁ!Ò!ÃåÔ§ËÖÕ!Ã)Ï�Î!½ÀÔ�ÞÖÂ�ËÍÙäÃ
x(n)

Î%Ë
N
Ê%Á!Ò�ÙÚÌ$Ô ó Ô§Ë�:*Á!½ÀËÍÂ§ËÓÎ!½ßÔ§ËÖÕ!Ã)Â«Á!ÒÅô�Ï�ÙÚÂ§Ì-:�Á%ËãÔ�ËÖÏßËÖÞÖÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÞÍ½ÀËÖÂéÙäÃ)Ô�ëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ô7Î!ËÖÏ�ËÖÔ�Ê6ËÍÞÍÙ§Â§Ì

X(ejw)
î�Ì�ÙÚÂ§ÌýÊ!Â�Ì�ÞÍËÖÎ!½ßÛc½ßËÖÒ�ÙÚÌØÎ!Ë Ã)Ò�=)Ïß½ÀÔ�½ÀÔ�ËÖÔ7Ã)Ê!Ïß½ÀÞÖÃ)Ò!Î!ÌýÃ

x(n)
ÏÀÃ

s"ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíÌ$Â�Û¦Ã)Î!Ã[@à½ÀÔ�ÞÖÂ§ËìÙäÃÓÎ!Ë2¼�Ì$Á!Â�½ÀËÍÂ ÷ @å¼sãú�Ê�Ã)ÂÚÃÓÌ�?�ÙÚËÖÒ%ËÖÂÐÔ§ÁýËÖÔ�Ê6ËÍÞÍÙ§Â§Ì;Î!½ÀÔ�ÞÖÂ�ËÍÙÚÌ X(k)
î¨ËÖÏ$Î%½ÀÔ§ËÍÕ�Ã)Î!Ì)ÂÊ!Á%ËÖÎ!ËãÔ§ËÍÏÀËÖÞÍÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Â�ÏÀÃØÌØÏÀÃ)Ô«ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ô7Î%ËãÞÍÌ$Â�Ù§Ë;Î!½À¿$½�ÙäÃ)Ï�Î!Ë;½ÀÒ�ÙÚËÍÂ§âÍÔ+ÞÍÌ$Ò¦ÏÀÃåÂ§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½Àñ$ÒÅËÍÒ¦ËÖÏ�½ßÒ�ÙÚËÖÂéÜ�Ã)ÏÀÌ

0 < ω < π
î�Ô§ËØÞ¨Ã�ÏÀÞÖÁ%ÏÑÃ

ωcd =
πki

N/2Î!Ì)Ò!Î!Ë
ki
Â§ËÖÊ%Â§ËÖÔ�ËÖÒ�ÙäÃ×Á!ÒõÊ!Á!Ò�ÙÚÌ×ËÖÒõÏÑÃ?ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×Î%½ÀÔ§ÞÍÂ§ËìÙäÃ%Æ

ïy³wx_³ Çä¸c·FÂ`Ä�Å ö@Å^ë µcÅ	ºZ¶^µc¸�øa¶hº�¸�»¬¼ À�Â µ�Åx· ö@Åhµ�Å¬· ½ º�ÂZë�Å¬· Â`¼ Âaµ
ö�µc¶x¼�Å ø

Y�Ô�Ù§ËûÛcâìÙÚÌ�Î!ÌàÞÍÌ$Ò!Ô�½ÀÔ�Ù§ËêËÍÒÅ½ÀÂ"ÞÖÌ$ÏßÌ�ÞÖÃ)Ò!Î!Ì ÏÀÌ$Ô"Ê6Ì)ÏÀÌ$Ô ó ÞÖËÖÂ�Ì$Ô«ËÍÒÅÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì z
ÞÍÌ$ÒI?�Ã)Ô�ËÓÃàÏÀÃ Ëìæ�Ê�ËÖÂ�½ÀËÖÒ%ÞÖ½ÑÃÎ!ËÍÏ�Î!½ÀÔ�ËÖÕ�Ã�Î!Ì$Â ó ÏßÁ!ËÖ¿$ÌïËìÜ�Ã)ÏÀÁ�Ã�ÂþËÖÏ�Î!ËÍÔ§ËÖÛ×Ê�ËÖÕ!ÌõÎ!Ë H(z)|z=ejω

î{W!Ã)Ô�ÙÚÃöÌA?%ÙÚËÍÒ!ËÖÂØÁ!Ò�ÃöÂ§ËÍÔ§Ê!Á%ËÖÔ�ÙÚÃ ËÍÒëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃÅÎ!ËÖÔ�Ë¨Ã)Î!Ã%î�ËÖÒõ¿$ËÖÒ!ËÍÂÚÃ)ÏÐÔ�ËØÊ!Á!ËÖÎ%ËðÎ!ËÍÞÖ½ßÂ§:*Á!ËØËÍÔãÁ%Ò Û×âÍÙ§Ì�Î!Ì Î!ËØÊ!Â�Á!Ë�?!Ã ó ËÍÂ§Â�Ì$ÂÖÆ
º�OFQ x O��CO���� � z�}UÕ)�Î|�O©ø~ùgÐHúyOm�ÌOmSQS � �pTÏÐ

� Ò×Ô§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃýÎ!½ßÔ§ÞÍÂ§ËÍÙ§ÌðÔ�Ë Ê%Á!ËÖÎ!Ë Â§ËÍÊ!Â§ËÍÔ§ËÖÒ�ÙÚÃ)ÂêËÍÒcËÍÏ�Î%Ì$Ûc½ßÒ!½ÀÌàÎ!Ë
z
Á%ÙÚ½ßÏÀ½\G¨Ã)Ò!Î%ÌþËÖÏ�Ê�Ã�Ù§Â§ñ$Ò×Î!Ë;Ê6Ì)ÏÀÌ$Ô

ó ÞÖËÍÂ§Ì$ÔÍî ó Ô�½êÔ�ËïÁ%ÙÚ½ßÏÀ½$GÖÃõÏÀÃ Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½Àñ)Ò z = ejωT Ô�ËòÙÚ½ÀËÍÒ!Ë¦ÏÀÃ°Â§ËÍÊ!Â§ËÍÔ§ËÍÒ*ÙÚÃ)ÞÖ½ßñ$Ò ËÖÒ ËÍÏêÎ!Ì$Û×½ÀÒ%½ÀÌõÎ!ËòÏÑÃ
����	�
����� Ç$Ç2� ���������������! 
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ëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ�Ê�Ì$Â+ÛcËÍÎ!½ÀÌýÎ!ËàÏÀÃ�Ã)Û×Ê!Ïß½ßÙÚÁ%Î |H(ejωT )| ó ÏÑÃýë�Ã�Ô§Ë φ(ω)
b Ä!d Æ%üáÃ�Â�ËÖÔ§Ê%Á!ËÖÔéÙäÃ?Î!Ë Á!ÒòÔ§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃÔ�ËýÊ%Á!ËÖÎ!ËýËÖÔ�ÞÖÂ�½$?!½ßÂ

H(z) =
Y (z)

X(z)
= K0

∏N
i=1(z − ci)

∏N
i=1(z − pi) ÷ Ä%Æ�Ç2��<�úÎ!Ì)Ò!Î!ËØÏÑÃ)ÔÓÞÍÌ$Ò!ÔéÙäÃ)Ò�ÙÚËÍÔ

ci
Ô§Ì$ÒöÏßÌ$ÔÓÞÖËÍÂ§Ì$ÔÍî

pi
ÏÀÌ$ÔÓÊ�Ì$ÏÀÌ)ÔÓÎ!Ë

H(z) ó K0
Á!Ò�Ã ¿�Ã)Ò�Ã)Ò%ÞÖ½ÑÃ�Æ

` ½ÐÔ�Á!Ô�Ù§½ßÙÚÁH�ÀÛ×Ì$Ô
z = ejωT

H(ejωT ) = |H(ejωT )|ejφ(ω)

H(ejωT ) = K0

∏N
i=1(e

jωT − ci)
∏N

i=1(e
jωT − pi)

H(ejωT ) = K0

∏N
i=1 Mci

ejωci

∏N
i=1 Mpi

ejωpi ÷ Ä%Æ�Ç2�$ø�úÏÀÃ×Ã�ÛcÊ!Ïß½ßÙ§Á!Î |H(ejωT )| ËÖÔãÁ!Ò9ÞÍÌ�ÞÍ½ÀËÍÒ*Ù§ËðÎ%ËðÊ!Â�Ì�Î%Á!ÞÍÙ§Ì$ÔàÎ!ËðÃ)Û×Ê!ÏÀ½�ÙÚÁ!Î%ËÖÔ ó ÏÑÃÅë�Ã)Ô§Ë φ(ω)
ËÖÔ Á!Ò°Â�ËÖÔ�ÙÚÃÎ!ËØÏÀÃ)Ôûë�Ã)Ô§ËÍÔ;Î!ËØÏÀÌ$ÔÓÞÍËÖÂ§Ì)Ô ó ÏÀÌ$ÔÓÊ�Ì$ÏÀÌ)ÔÖÈ

|H(ω)| = K0

∏N
i=1 Mci

∏N
i=1 Mpi

÷ Ä%Æ�ÇK9AD�ú
φ(ω) =

N
∑

i=1

φci
−

N
∑

i=1

φpi ÷ Ä%Æ�ÇK9�Ç�úüáÃ)Ô×Â§ËÍÔ§Ê!Á!ËÍÔ�ÙÚÃ)ÔïÎ!Ë°ÛcÃ)¿$Ò%½ßÙÚÁ%Î ó ë�Ã)Ô�Ë°Î!ËÍÏ Ô�½ÀÔ�Ù§ËÖÛcÃ Ê!Á%ËÖÎ!ËÍÒUÌ�?%ÙÚËÍÒ!ËÖÂ�Ô§Ë9Ê!Ã)ÂÚÃ£Þ¨Ã)Î�Ã£ëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ
ωÎ!ËìÙÚËÍÂ§Û×½ÀÒ�Ã)Ò%Î!ÌòÏÑÃ×Û¦Ã�¿$Ò!½ßÙ§Á!Î ó ËÖÏ�=)Ò!¿$Á!ÏßÌòÎ!Ë�ë�Ã�Ô§Ë?Î!ËÅÏßÌ$ÔàÊ�Ì$ÏßÌ$Ô ó ÞÖËÍÂ§Ì$ÔþÂ�ËÖÔ§Ê�ËÖÞìÙÚÌöÎ!ËÍÏ Ê!Á!Ò�Ù§Ì ejωTÔ�Ì�?!Â§ËÅËÍÏ«Þ��ßÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌòÁ%Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌ!î�ÞÖÌ$Û×ÌïÔ§ËÅÌ�?%Ô§ËÖÂéÜ�ÃöËÍÒ ÏÑÃcô�¿)Á!ÂÚÃöÄ%Æ�Ç¢ø%Æ;Y2ÔþÎ%ËÖÞÖ½ßÂÖî):�Á%Ë×Ô�ËÅÊ!Á!ËÍÎ!Ë Ì�?%ÙÚËÍÒ!ËÖÂÁ!ÒõÞk=�ÏÀÞÖÁ%ÏÀÌÅ¿$ËÍÌ$ÛcâìÙÚÂ�½ÀÞÖÌ%Æ

@àËØÏÑÃ?ô�¿)Á!ÂÚÃ Ä%Æ�Ç¢ø%î!ÏßÌ$ÔÓÊ!Á!Ò�Ù§Ì$Ô;Û¦Ã)Â�Þ¨Ã)Î%Ì$ÔûÙÚ½ßËÖÒ!ËÍÒ ËÍÏÐÔ§½À¿)Á!½ÀËÍÒ*Ù§ËþÔ§½ß¿$Ò!½ßô!Þ¨Ã)Î!Ì%È
û Â§ËÍÊ!Â§ËÍÔ§ËÖÒ�ÙÚÃcÏÑÃ�ëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ ÞÖËÍÂ§Ì
· ÞÖÁ�Ã�Ï$:*Á!½ÀËÍÂÓÊ!Á!Ò�ÙÚÌ×Ô§ÌA?!Â§ËØËÖÏÐÞC�ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌÅÁ!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌÅÎ!Ì$Ò!Î%ËýÔ�ËØËÍÜ�Ã)Ï$�!Ã

H(ejωT )Â ÏÑÃ�ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ
fs/2

î!Î!Ì)Ò!Î!Ë
fs

ËÖÔ;ÏÀÃÅëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃÅÎ!ËØÛ?Á!ËÍÔ�Ù§Â§ËÖÌ%Æ
Y�ÏûÞÖÌ)ÛcÊ�Ì$Â�ÙÚÃ)Û×½ÀËÖÒ�Ù§Ì°Î!Ë

H(ejωT )
ËÍÔ�Ù>=ªÎ!ËìÙÚËÍÂ§Û×½ÀÒ�Ã)Î%ÌªËÖÒ ËÖÏû½ßÒ�ÙÚËÖÂéÜ�Ã)ÏÀÌ

0 ≤ f ≤ fs/2
Î!Ì$Ò!Î%Ë

H(ejωT ) = H(e−jωT )
ËÍÔãÔ�½ÀÛ×âÍÙ§Â§½ÀÞÖÃ?Â§ËÍÔ§Ê�ËÖÞÍÙ§ÌcÎ%Ë

fs/2
Æ

Y�Ô2Ê6Ì)Ô§½$?%ÏÀËûÌ�?�ÙÚËÖÒ%ËÖÂ2ÏÑÃåÛcÃ)¿$Ò!½�ÙÚÁ!Î�Î!Ë
H(ejωT )

ËÖÒ×Á!ÒcÊ%Á!Ò�ÙÚÌØÎ�Ã)Î!Ì
ω = ω0

ÃþÙ§ÂÚÃ¨Ü$âÍÔ7Î%ËãÏÀÃåÞÖÌ$Ò%Ô�ÙÚÂ�Á!ÞìèÞÍ½Àñ$Ò9Î%Ë�ÙÚÌ�Î!Ì$ÔåÏßÌ$Ô Ü)ËÖÞìÙÚÌ$Â�ËÖÔ�:*Á!ËÅÁ!Ò!ËÍÒ ËÖÏ Ê%Á!Ò�ÙÚÌ
z = ejω0T ÷ Ô§Ì�?!Â�ËÅËÖÏ¾Þ��ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌòÁ!Ò!½�ÙäÃ)Â�½ÀÌ*úûÞÍÌ$ÒªÞ¨Ã)Î!ÃÞÍËÖÂ§Ì ó Ê�Ì$ÏÀÌ Î!Ë H(z)

Æ�@àËðÏÑÃÅËÍÜ�Ã)ÏßÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËýÏÀÌ$Ô;Ê!Â�Ì�Î!Á%ÞÍÙÚÌ)Ô Î!ËýÛcÃ)¿$Ò!½�ÙÚÁ!Î!ËÍÔÖî!Â�ËÖÔ�Á!ÏßÙÚÃcÏÑÃÅÛcÃ)¿$Ò!½�ÙÚÁ!ÎÎ!Ë
H(ejωT ) ó φ(ω)

Ê!Ã)ÂÚÃÅÁ!Ò�Ã
ω
Ê�Ã)Â�Ù§½ÀÞÍÁ!ÏÑÃ)ÂÍÆ

Y�Ô�Ù§ËþÛcâìÙÚÌ�Î!Ì�ÞÍÌ$Ò!Ô§½ßÔ�Ù§ËåËÖÒöÁ,?!½ßÞ¨Ã)Â7ÏÀÌ$Ô7Ê6Ì)ÏÀÌ$Ô+ËÖÒïÏßÌ$ÔêÊ!Á%Ò*Ù§Ì$ÔÓÞÖËÍÂ§ÞÖÃ)Ò!Ì$Ô;Ã)Ï�Þ��ßÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌðÁ!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌ�ËÍÒïÏÑÃ)ÔëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ô§:*Á!ËðÔ�Ë�:�Á%½ÀËÖÂ§Ã)ÒõËÖÒ%ë�Ã�Ù§½$GÖÃ)Â ó ÏÀÌ$Ô;ÞÍËÖÂ§Ì)ÔãÞÍËÖÂ�Þ¨ÃcÎ%ËðÏÀÃ)ÔûëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)ÔàÃ Î!ËÍÔ§ËÖÒ�ë�Ã�ÙÚ½\G¨Ã)ÂÍÆªE Ã)Â§ÃËÍÔ�ÙÚËØÛ×âÍÙ§Ì�Î!Ì Ô�Ëý½ßÛcÊ�Ì$Ò!ËÍÒïÏÑÃ)ÔÓÔ�½À¿$Á%½ÀËÖÒ�Ù§ËÖÔ;ÏÀ½ßÛc½�ÙäÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔ
����	�
����� Ç$ÇK9 ���������������! 
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AC Real

Im

ωT

c1

c2

p1 p2

p3 p4

θp1
θp2

θp3 θp4

θc1

θc2

B = ejωT

¼ ½À¿$Á%ÂÚÃÅÄ%Æ�Ç¢ø%È�E"Ì$ÏÀÌ)Ô ó ÞÖËÍÂ§Ì$Ô;ËÖÒõËÖÏÐÊ%ÏÑÃ)Ò!Ì z

s"Ì�Î!Ì$ÔûÏßÌ$ÔÓÊ6Ì)ÏÀÌ$Ô7Î!Ë�?�ËÖÒõÏÀÌ�Þ¨Ã)Ïß½$GÖÃ)Â§Ô�ËàÎ!ËÍÒ*Ù§Â§Ì Î!ËÍÏ�Þ��ßÂ§ÞÖÁ%ÏÀÌÅÁ!Ò!½�ÙäÃ)Â�½ÀÌðÊ�Ã)ÂÚÃÅ¿�Ã�ÂÚÃ)Ò�ÙÚ½\G¨Ã)Â7ÏÑÃ?ËÍÔ�ÙäÃ7?!½�èÏß½ÀÎ�Ã�ÎòÎ!ËÖÏÐÔ�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃ%Æ
E"Ì$Â×Þ¨Ã)Î�Ã£Ê6Ì)ÏÀÌ Ì ÞÍËÖÂ§Ì ÞÖÌ$Û×Ê!ÏßËZJ�Ì$Ô Î!ËC?6Ë Ëìæ�½ÀÔéÙÚ½ÀÂ Ô�Á ÞÖÌ$ÒKJ�Á!¿�Ã)Î!Ì ÞÖÌ$Ò ËÖÏ;Ì�?mJ�ËìÙÚÌBÎ%ËB:*Á!Ë ÏÀÌ$ÔÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ;Î!ËÖÏáÎ!½ßÔ§ËÖÕ%Ì×Ô�Ë¨Ã)ÒõÂ§ËÖÃ)ÏÀËÍÔÖÆüáÃ?ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËþÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíËÖÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ

H(z)
Ô�ËðËçæ�Ê!Â§ËÍÔÚÃ

H(z) =

∑q
k=0 bkz

−1

1 +
∑p

k=0 akz−1
= b0

∏q
k=0(1 − ckz

−1)
∏p

k=0(1 − pkz−1) ÷ Ä%Æ�ÇK9��$úÎ!Ì)Ò!Î!Ë
b0

ËÖÔ+Á!Ò�ÃØÞÖÌ$Ò%Ô�ÙäÃ�Ò*Ù§Ë Î%Ë ¿�Ã�Ò�Ã)Ò!ÞÍ½ÑÃþÔ§ËÍÏÀËÖÞÍÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Î�ÃØÊ�Ã)Â§ÃýÒ%Ì$Â§ÛcÃ)ÏÀ½\G¨Ã)Â |H(ω)| ÃØÁ!Ò�ÃþëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃËÍÔ§Ê�ËÖÞ���ô�Þ¨ÃöÙäÃ)Ï�:�Á%Ë |H(ω0)| Ù Ç$î
ω0

ËÍÔðÁ!Ò!ÃöëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃöÎ!ËÖÒ�ÙÚÂ�Ì°Î!Ë×ÏÑÃM?�Ã�Ò!Î�ÃöÎ!Ë Ê�Ã)Ô§Ì Î!ËÖÏ«ô!ÏßÙÚÂ�Ì!î
ck

Ô§Ì$ÒBÏßÌ$ÔØÞÖËÍÂ§Ì$ÔðÎ!Ë
H(z) ó pk

Ô�Ì$Ò ÏßÌ$ÔýÊ6Ì$ÏßÌ$ÔØÎ!Ë
H(z)

Æ� Ô§Á!Ã)ÏÀÛ×ËÖÒ�ÙÚË×ËÖÏ2ÒF�!Û×ËÖÂ�Ì°Î!ËcÊ6Ì$ÏßÌ$Ô
p
Ô�ËÔ�ËÖÏÀËÍÞÖÞÍ½ÀÌ$Ò�ÃÅÛcÃ ó Ì$ÂÓÌ ½À¿)Á�Ã)ÏÜ:*Á!ËØËÖÏÐÒF�!Û×ËÖÂ�ÌcÎ%ËýÞÍËÖÂ�Ì$Ô q

Æ
E Ã�ÂÚÃðËÍÏ6Î%½ÀÔ§ËÍÕ!Ì�Î%Ë ¸�SU� x T���|}UÒ�}U� � S8Om��Q � ��T�ü � » � � ÏÀÌ)Ô+Ê�Ì$ÏßÌ$Ô2Ô§ËàÎ%Ë�?�ËÖÒòÁ,?%½ÀÞ¨Ã�Â7ÞÍËÖÂ§ÞÖÃ?Ã)Ï�Þ��ßÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌÁ!Ò%½ßÙäÃ�Â§½ÀÌ ÞÖÌ$Â�Â§ËÍÔ§Ê�Ì$Ò!Î!½ßËÖÒ�ÙÚËõÃ9ÏÀÌ)Ô?Ê!Á!Ò�ÙÚÌ)Ô×Î%ËïÏÑÃ°ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃªÎ!ËïÞÖÌ$ÂéÙÚË

ωc
ÞÖËÍÂ§Þ¨Ã£Ã

ω = 0
î ËÍÔ�Ù§Ì£ËÍÔ

?�Ã2J§Ã)ÔÓëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ�ÔÖÆ�üÐÌ$Ô;ÞÖËÍÂ§Ì$ÔãÎ!Ë�?�ËÖÒõÏÀÌ�Þ¨Ã�ÏÀ½$GÖÃ)Â§Ô�ËåÞÖËÍÂ§ÞÖÃcÃ)ÏÐÞC�ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌÅÁ!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌÅÞÖÌ$Â�Â§ËÍÔ§Ê�Ì$Ò!Î!½ßËÖÒ�ÙÚËðÃÅÏÀÌ$ÔÊ!Á%Ò*Ù§Ì$Ô;Î!ËØÏÑÃ?ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ Ã)ÏßÙÚÃ%î
ω = π

Æ
E Ã�ÂÚÃ ËÍÏ Î%½ÀÔ§ËÍÕ!Ì Î%Ë ¸�SU� x T��~|�}UÒ)}²� � SUOm�RQ � ��T � S²� � � ÏÀÃ£ÏßÌ�ÞÖÃ)ÏÀ½\G¨Ã)ÞÍ½Àñ$Ò Î!Ë°Ê�Ì$ÏÀÌ)Ô ó ÞÍËÖÂ§Ì)Ô¦ËÖÔ×ÏÀÌÌ$Ê%Á!ËÖÔéÙÚÌ Ã°ô�Ï�ÙÚÂ§Ì)Ô�Ê�Ã)Ô�Ì�?�ÃKJ§Ã)ÔÍî ËÖÒ ¿$ËÍÒ!ËÖÂ§Ã)ÏêÊ%Á!ËÖÎ!ËÍÒ Î�Ã)Â§Ô�ËòÜ�Ã)Â§½ÀÃ)Ô�Ê�Ì$Ô§½\?!½ÀÏß½ÀÎ�Ã�Î!ËÖÔýÞÖÌ$Û×Ì9Ô�ËïÌ�?!Ô§ËìÜ�Ã

����	�
����� Ç$Ç2< ���������������! 
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ËÍÒ9ÏÑÃ ô�¿$Á!Â§ÃòÄ%Æ®�AD%Æ)Y2Ï¾ÛcâìÙÚÌ�Î!Ì¦ËÍÔåÔ§½ßÛc½ßÏÑÃ)ÂÓÊ!Ã)ÂÚÃ×ËÖÏ Î%½ÀÔ§ËÍÕ!ÌòÎ!Ë?¼�Eu��� ó ¼ ` ��� î�Á!Ò9ô�ÏßÙ§Â§Ì¦¼�Eu���Î!ËC?6ËðÞÖÌ$Ò�Ù§ËÖÒ!ËÍÂåÁ!Ò!ÌòÌcÛ¦Ã�Ô Ê�Ã�Â§ËÖÔ Î!Ë�Ê�Ì$ÏßÌ$Ô ÞÍÌ$Ò!J�Á!¿$Ã)Î!Ì$Ô ÞÖÌ$Û×Ê!ÏÀË�J�Ì$Ô;ÞÖËÍÂ§Þ¨ÃòÎ%ËÖÏ"Þ��ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌcÁ%Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌcËÍÒÏÀÃ�Ü$ËÖÞÍ½ÀÒ!Î!Ã)Î Î%ËýÏÀÃ)ÔûëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ô§:�Á%ËýÞÍÌ$Ò!ÔéÙÚ½ßÙ§Á ó ËÍÒ°ÏÀÃI?�Ã)Ò!Î�Ã Î!ËØÊ�Ã)Ô�Ì Î!ËÖÏÐô�Ï�ÙÚÂ§Ì%Æ

C e r o s

P o l o s

PASO  BAJAS

PASO ALTAS¼ ½À¿$Á%ÂÚÃÅÄ%Æ®�AD%È�@ ½ÀÔ§ËÍÕ!Ì×Î!Ëþô�ÏßÙ§Â§Ì$ÔÓÊ�Ì$ÂÓÁ,?!½ßÞ¨Ã)ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËØÊ�Ì$ÏÀÌ)Ô ó ÞÖËÍÂ§Ì$Ô;ËÍÒ ËÍÏÐÊ!ÏÑÃ)Ò%Ì z

ò O��2T{|pT�S8TªÒ�Ó � |pO«|�}1�CO � TÏQ�T x Ípü}1z � z�}UÕ��Î|pO�Q�T�S8T�� � z�O x T��LOm�ÌQ�S � �pT
zÇ)Æ�@ ËÍÙÚËÍÂ§Û×½ÀÒ�Ã�ÂûÏÑÃ)ÔûëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ô

ω
Î!ËØ½ÀÒ�ÙÚËÍÂ§âÍÔãÞÍÌ$Ò¬?�Ã)Ô§ËýÃ ÏÑÃ)ÔÓËÍÔ§Ê�ËÖÞÍ½ßô�ÞÖÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÖÔÍÆ

��Æ��§?!½ÀÞÖÃ)ÂûÏßÌ$ÔÓÊ6Ì)ÏÀÌ$Ô ó ÞÍËÖÂ�Ì$Ô;ËÖÒõËÖÏÐÊ!ÏÀÃ)Ò!Ì z
Æ

Ä�Æ�Y�Ô�ÞÖÂ§½\?!½ÀÂêÏÑÃ?ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËþÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíËÖÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ
H(z)

Æ
ÿ%Æ�Y«Ü�Ã)ÏßÁ�Ã)ÂãËÖÏ Î%ËÖÔ§ËÍÛcÊ�ËÖÕ%ÌõÎ%Ë

H(ejω)
î)W�Ã)ÔéÙäÃ¦Ì�?�ÙÚËÖÒ%ËÖÂåÁ!Ò!ÃòÂ§ËÖÔ�Ê!Á!ËÍÔ�ÙäÃïËÍÒ9ëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃòÎ%ËÖÔ§ËÖÃ)Î�Ã%îÔ�½ÐÒ!Ì ÞÖÁ!Û×Ê!ÏßËþÞÖÌ$ÒõËÖÔ�Ê6ËÍÞÖ½ßô!Þ¨Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔ;Â§ËÖ¿)Â§ËÖÔ§Ã)ÂãÃ)ÏÐÊ�Ã)Ô�Ì Î!Ì$ÔÖÆ

��Æ�ýãÌ$Â§ÛcÃ)Ïß½$G¨Ã�Â7ÏÀÃ�ëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒõÎ!ËþÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ ó ÌA?%ÙÚËÍÒ!ËÖÂ y(n) = TZI{H(z)X(z)} Æ
��Æ§� Î%ËÖÒ�ÙÚ½�ô�Þ¨Ã)ÂÓÏßÌ$ÔÓÞÖÌ�ËÍô!ÞÖ½ÀËÍÒ�ÙÚËÖÔãËØ½ÀÛ×Ê!ÏÀËÍÛcËÍÒ�ÙäÃ)Â7ËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ§Ì%Æ
Y�Ô�Ù§ËåÛcâìÙÚÌ�Î!Ì�Î%ËåÎ!½ÀÔ�ËÖÕ!Ì�Ò!Ì?ËÖÔêÛ?Á ó Ê!Â(=)ÞìÙÚ½ßÞÖÌ ó ÃI:*Á!ËåÒ!Ì?Ô�ËåÊ!Á!ËÍÎ!ËåÙÚËÍÒ!ËÖÂêÛ?Á!Þ>W!Ì?ÞÍÌ$Ò�ÙÚÂ�Ì$Ï�Ô�Ì�?!Â§ËÏÀÃ)ÔûËÖÔ�Ê6ËÍÞÖ½�ô�Þ¨Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔÖÆ

����	�
����� Ç$Ç¢ø ���������������! 
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÷ }8��O � TÏ|�O©Í�Î¸�SU� x TR�kÍpQ x Om��T x |pO�ü � �| � T x � �ÜÍ x �
E Ã�ÂÚÃÅËÖÏÐÎ!½ßÔ§ËÍÕ!ÌcÎ%ËýÁ%Òöô!ÏßÙÚÂ�Ì Ô§Á!Ê!Â�ËÖÔ�Ì$Â;Î!Ë�?�Ã)Ò!Î�Ã ÃÅëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ

ω0

Ô§½ßÛcÊ!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙÚËàÔ§ËØ½ÀÒ�ÙÚÂ�Ì�Î%Á!ÞÖËÍÒÁ!ÒUÊ!Ã)Â¦Î!ËªÞÍËÖÂ�Ì$ÔòÞÖÌ)Ò!J�Á!¿�Ã)Î%Ì$ÔòÔ§ÌA?!Â§Ë9ËÍÏåÞ��ßÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ Á!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌBÃ Á%Ò�=)Ò!¿$Á!ÏßÌ
ω0

î
z1,2 = e±jω0

î7ÞÖÁ ó ÌÎ!½ßÔ§ËÍÕ!ÌðËÍÔ7Î%ËÖÏ!ÙÚ½ßÊ6ÌØÔ�Ì$ÏÀÌØÞÖËÍÂ§Ì$Ô ó Ê�Ì$Â�ÞÖÌ$Ò%Ô§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃðÁ!Ò×ô!ÏßÙÚÂ�ÌþÙÚ½ÀÊ�Ìý¼��Z�ØÆFY2ÔéÙÚÌýÊ!Â§Ì�Î!Á!ÞÍË Á%Ò¦Ã)Ò%Þ>W!Ì�Î!Ë?�Ã�Ò!Î�ÃåÛ?Á ó ¿$ÂÚÃ�Ò!Î!Ë)î)ÏÀÌ�:*Á!ËÓ½ßÛcÊ!Ïß½ÀÞÖÃ�:*Á!ËÓÏÑÃ�Ô ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ)Ô«Ü$ËÍÞÖ½ÀÒ!Ã)Ô+Ã)ÏÀÂ�ËÖÎ!ËÍÎ!Ì$Â«Î!Ë ω0

Ô�Ë¨Ã)Ò×Ã�Ù§ËÖÒ*Á�Ã)Î�Ã�ÔëíÁ!ËÍÂ�Ù§ËÖÛ×ËÖÒ�ÙÚË�ÆHE¾Ã)ÂÚÃýËÍÜ�½ßÙÚÃ)Â7ËÍÔ�Ù§ËàËÍëíËÍÞÍÙ§Ì�Ô§Ë Î!Ë�?�ËàÂ�ËÖÞÍÁ!Â§Â�½ÀÂ7ÃðÌ)Ù§ÂÚÃ)Ô2ÙÚâÍÞÖÒ!½ßÞ¨Ã)Ô+Á%ÙÚ½ßÏÀ½\G¨Ã)Ò!Î%ÌýÁ%Ò¦ô�ÏßÙ§Â§ÌØÙÚ½ßÊ6Ì
�g�Z� ½ÀÒ�ÙÚÂ�Ì�Î%Á!ÞÖ½ßËÖÒ!Î!Ì Î!Ì)ÔãÊ�Ì$ÏßÌ$ÔûÞÖÌ)Ò!J�Á!¿�Ã)Î%Ì$Ô;ËÖÒõÏÑÃ�Ü$ËÍÞÖ½ßÒ!Î�Ã)Î Î!Ë

ω0

î!ËÖÔãÎ!ËÖÞÍ½ÀÂ
p1,2 = rpe

±jω0

Y�Ï+ËÍëíËÖÞìÙÚÌ9Î%Ë¦ËÖÔéÙÚÌ$ÔðÊ6Ì)ÏÀÌ$ÔýËÖÔðÊ!Â§Ì�Î!Á!ÞÍ½ÀÂýÂ§ËÖÔ�Ì$Ò�Ã)Ò%ÞÖ½ÑÃ�ÔðÞÍËÖÂ§ÞÖÃ9Î!Ë¦ÏßÌ$ÔØÞÖËÍÂ§Ì$Ô?Â�ËÖÎ!Á%ÞÖ½ÀËÍÒ!Î!Ì9ËÍÏêÃ�Ò!Þ>W!Ì9Î!Ë
?�Ã�Ò!Î�Ã Î%ËÖÏ�ô!ÏßÙÚÂ�Ì Î%ËêÂÚÃ�Ò�Á%ÂÚÃ ó ËÖÏ�Â§½\GÖÌ ËÖÒ?ÏÀÃ�?�Ã)Ò%Î�Ã Î!Ë7Ê�Ã)Ô�Ì!Æ)üáÃ ëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò�Î!Ë+ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃàÂ§ËÍÔ§Á!Ï�ÙäÃ)Ò�ÙÚËÔ�ËÖÂ��ÀÃ%È

H(z) = b0
(1 − rce

jω0z−1)(1 − rce
−jω0z−1)

(1 − rpejω0z−1)(1 − rpe−jω0z−1)
= b0

1 − 2rcz
−1cosω0 + r2

cz
−2

1 − 2rpz−1cosω0 + r2
pz

−2 ÷ Ä%Æ�ÇK9)Ä�úËÍÔ�ÙÚËØÎ!½ßÔ§ËÍÕ!Ì×ÙÚÃ)ÛI?!½ßâÖÒï¿$ËÍÒ!ËÖÂ§Ã ô!ÏßÙÚÂ�Ì$ÔÓÊ�Ã)Ô�Ìv?!Ã)Ò!Î�Ã%ÈÔ�½
rc < rp

Ô§ËØÌ�?%Ù§½ÀËÖÒ%ËþÁ!Òõô!ÏßÙÚÂ�Ì×¼�Eu���Ô�½
rc > rp

Ô§ËØÌ�?%Ù§½ÀËÖÒ%ËþÁ!Òõô!ÏßÙÚÂ�Ì×¼ ` ���Ô�½
rc ≈ rp

ËÍÏÐËÍëíËÍÞÍÙÚÌ×Î!ËØÏÀÌ)ÔÓÊ6Ì$ÏßÌ$Ô ó ÏßÌ$ÔûÞÖËÍÂ§Ì$ÔãÔ§ËýÃ)Ò*Á!ÏÀÃ)Ò�î!Ô�ËþÙÚ½ÀËÍÒ!ËØÁ!Òöô�ÏßÙ§Â§ÌÅÊ�Ã)Ô�Ì×Ù§Ì�Î%Ì!ÆüáÃïÞ¨Ã)Ò�Ù§½ÀÎ�Ã)Î Î!Ë ¿�Ã�Ò�Ã)Ò!ÞÍ½ÑÃ ó Ã�Ù§ËÖÒ*Á�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ËÖÔýÞÖÌ)Ò*Ù§Â§Ì$ÏÀÃ)Î�ÃòÊ�Ì$ÂþÏÑÃïÎ!½�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃòËÖÒ�Ù§Â§Ë rp ó rc

îÐÏÑÃòÎ!½ßÔéèÙÚÃ)Ò!ÞÖ½ÀÃ
rp

Ã)ÏÐÞ��ßÂ§ÞÖÁ%ÏÀÌÅÁ!Ò!½�ÙäÃ)Â�½ÀÌ?Î%ËÍÙÚËÍÂ§Û×½ÀÒ�Ã�Â(=ÅËÖÏáÃ)Ò%Þ>W!ÌcÎ%Ëy?!Ã)Ò!Î�ÃÅÎ!ËÍÏ�ô�ÏßÙ§Â§Ì!Æ
� Ò!ÃBÎ!ËÖÔéÜ$ËÖÒ�ÙÚÃKJ§Ã Î!ËÖÏ ÛcâìÙÚÌ�Î!ÌBËÖÔ¨:�Á%Ë9Ê!Á!ËÍÎ!ËªÞÖÌ$Ò%Î!Á!ÞÖ½ßÂïÃ ËÍÒ!ÔÚÃ ó Ì)ÔïÎ!Ë9Ê!Â�Á!Ë�?�Ã ó ËÖÂ�Â§Ì$Â¦Ê�Ã)ÂÚÃÃ)ÏßÞ¨Ã)ÒHG¨Ã)ÂûÁ%ÒB?!Á%ËÖÒ°Î%ËÖÔ§ËÍÛcÊ�ËÖÕ%Ì!Æ

N »CO�PRQ�SUTÏ|pO�Í��Î¸�SU� x TR|�O x � �ÜÍ x �
@à½ßÔ§ËÖÕ!Ã)Â;Á!Òõô!ÏßÙÚÂ�ÌÅÎ!½À¿)½ßÙäÃ�Ï�¼ ` ��� ÞÍÌ$Ò

ω0 = π/4
ÞÖÌ$Ò Ã)Ò!Þ>W%ÌcÎ!Ë�?�Ã�Ò!Î�Ã Û?Á ó Â�ËÖÎ!Á%ÞÖ½ÀÎ%Ì!ÆüáÃöÞ¨Ã)Ïß½ÀÎ�Ã)Î£Î!Ë×Á!Ò ô!ÏßÙÚÂ�ÌõÙ§½ÀÊ�Ì Â§Ã)Ò*Á!ÂÚÃöËÖÔðÞÖÌ$Ò�Ù§Â§Ì$ÏÀÃ)Î�ÃöÊ6Ì$ÂýÏÑÃïÎ!½ßÔ�ÙÚÃ)Ò!ÞÖ½ÀÃõÎ%ËcÏßÌ$ÔðÊ�Ì$ÏßÌ$ÔØÃ ÏßÌ$ÔØÞÖËÖÂ�Ì$ÔÖÆ

E¾Ã)ÂÚÃÅÏÀÌ)ÔÓÊ6Ì$ÏßÌ$Ô ó ÞÍËÖÂ§Ì)ÔÖÈ
c1 Ù D%Æ®9AD�9�Ç ö J�D%Æ®9AD�9�Ç
c2 Ù D%Æ®9AD�9�ÇÍè5J�D%Æ®9AD�9�Ç
p1 Ù D�Æ®�$ÄA�)ÿ ö J�D%ÆÑ�$Ä��)ÿ
p2 Ù D�Æ®�$ÄA�)ÿ�è\J�D�Æ®�$ÄA�)ÿÊ�Ì$ÂÐÏÑÃÓÁ,?%½ÀÞ¨Ã�ÞÖ½Àñ)ÒýÎ%Ë7ÏßÌ$ÔÐÊ6Ì)ÏÀÌ$ÔÍî¨ËÖÔéÙÚË7ô!ÏßÙÚÂ�ÌÓÊ!Á!ËÍÎ!ËêÔ�ËÖÂáÜ�½ßÔ�Ù§ÌãÞÍÌ$Û×Ì Á!ÒØô�Ï�ÙÚÂ§Ì;Î!Ë+ÂÚÃ�Ò�Á%ÂÚÃ;ÞÖÌ$ÒØëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ
π/4

Ì�D%Æ�ÇK���ÓÎ!Ë+ÏÑÃÓëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃãÎ!Ë+Û?Á!ËÖÔéÙÚÂ�ËÖÌ!Æ ` Á!ÔéÙÚ½ßÙ§Á ó ËÍÒ!Î!Ì ÏÀÌ$ÔáÊ�Ì$ÏÀÌ$Ô ó ÞÍËÖÂ§Ì)Ô ËÖÒðÏÑÃ;ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ Ä%Æ�ÇK9��$ú
H(z) =

(z − (0.7071 + j0.7071))(z − (0.7071 − j0.7071))

(z − (0.6364 + j0.6364))(z − (0.6364 − j0.6364))

����	�
����� ÇK�AD ���������������! 
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ÏÀÃ�ëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËþÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×Ò!Ì)Â§ÛcÃ)ÏÀ½\G¨Ã)Î�Ã
H(z) =

1 − 1.414z−1 + z−2

1 − 1.273z−1 + 0.810z−2ÞÍÌ$ÒöÞÖÌ�ËÍô�ÞÍ½ÀËÖÒ�Ù§ËÖÔ
?

i Ù á Ç)î%èäÇ$Æ ÿ!ÇÅîÐÇ âÃ
i Ù á Ç)î�èäÇ$Æ®��9)Ä�î,D%ÆÑ<%Ç2D â
üáÃåÛ¦Ã�¿$Ò!½ßÙ§Á!Î�Î%ËÓÏÑÃàÂ�ËÖÔ§Ê%Á!ËÖÔéÙäÃØËÖÒ?ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ |H(ω)| ËÖÒ Î!ËÍÞÖ½$?�ËÖÏßËÖÔ«Ê!Ã)ÂÚÃåËÍÔ�ÙÚËÓÎ%½ÀÔ§ËÍÕ!ÌþÔ§ËÓÌA?!Ô§ËÍÂ�Ü�ÃËÍÒ ÏÀÃ�ô�¿$Á!Â§Ã×Ä�ÆÖ��Ç)Æ

db

0
−150

−130

−110

−90

−70

−50

−30

−10

10

ππ/2π/4¼ ½À¿)Á!ÂÚÃÅÄ%Æ®��Ç$È,�ãËÍÔ§Ê!Á!ËÍÔ�ÙÚÃcÎ!ËÍÏ�ô�ÏßÙ§Â§Ì ¼ ` ��� Î!½ßÔ§ËÖÕ!Ã)Î!Ì

û }1�&�2OmP � �L|pO ¼ � ��O�P~Ó1��}8P �
E Ã�ÂÚÃÅô�Ò�Ã)Ïß½$G¨Ã�ÂÓËÖÔ�Ù§ËðÞÖÃ)Ê,��ÙÚÁ!ÏßÌÅÔ§ËðÃ)¿$Â§ËÍ¿�Ã Á!Ò�Ã Þ¨Ã)Â§Ã)ÞÍÙ§ËÖÂ��ßÔ�Ù§½ÀÞ¨ÃÅÎ!Ëý½ÀÒ�Ù§ËÖÂ§âÍÔ ËÍÒõô!ÏßÙÚÂ�Ì$Ô;Î!½À¿)½ßÙäÃ�ÏÀËÖÔÍî ó Ã:*Á!ËýËÖÏáÞÖÌ)Ò!ÞÖËÍÊ%ÙÚÌòÎ%Ëýë�Ã)Ô�ËðÛ+�ÀÒ%½ÀÛcÃðÜ�Ã¦Ã Ô§ËÖÂ§�%Ù§½ÀÏÐËÖÒ ËÖÏáÔ§½ß¿$Á!½ßËÖÒ�ÙÚËýÞ¨Ã)ÊH�ßÙÚÁ%ÏÀÌ ó ËÖÒ Û?Á!Þ>W�Ã)Ô Ã)Ê!Ïß½ÀÞÖÃ)ÞÖ½ßÌ�èÒ!ËÍÔØÞÖÁ�Ã)Ò%Î!Ì Ô�Ë Ê!Â§ËìÙÚËÖÒ%Î!ËcËÍÒ!ÞÖÌ)Ò*Ù§ÂÚÃ)ÂØÁ!Ò!ÃöëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)Ò£Î%Ë Ù§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃö½ÀÒ�Ü$ËÍÂ§Ô§Ã%îÐÏÀÌM:*Á!Ë×½ÀÛ×Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã+:�Á%ËËÍÏÓÔ§½ÀÔéÙÚËÍÛ¦ÃªÔ§ËÖÃ£½ßÒ�Ü$ËÖÂéÙÚ½\?!ÏÀË�Æ�üáÃ ½ßÛcÊ�Ì$ÂéÙäÃ)Ò!ÞÍ½ÑÃ°Î%ËõÏßÌ$ÔÅÔ§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃ)Ô Ì ô!ÏßÙÚÂ�Ì$ÔÅÎ!Ëïë�Ã)Ô�ËõÛ+�ÀÒ%½ÀÛcÃ%î¾ËÍÔa:�Á%ËÃ)Ï"½ÀÒ�Ü)ËÖÂ�Ù§½ÀÂ�ÏÀÌ$Ô Ô§Á Â§ËÍÔ§Ê!Á!ËÍÔ�ÙÚÃöËÍÒªëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃòÊ%Â§Ì�Î!Á!ÞÖËÍÒªÔ§½ßÔ�ÙÚËÍÛ¦Ã�ÔåËÖÔéÙäÃA?!ÏßËÖÔÍî�ÏÑÃ×½ÀÒ�Ü$ËÍÂ�ÙÚ½\?!½ÀÏß½ÀÎ�Ã�Î°Î!Ë?Á%ÒÔ�½ÀÔ�Ù§ËÖÛcÃ9ËÖÔÅÎ!ËöÛ?Á%Þ>W!Ì ½ÀÒ�ÙÚËÍÂ§âÖÔÅËÍÒ ËÖÏûËÍÔ�ÙÚÁ%Î!½ÀÌ Î!ËïÏÀÃ9Î!ËÖÞÍÌ$Ò�Ü$Ì$ÏßÁ!ÞÖ½ßñ$Ò�Æ�Y�Ò�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔ×Ê�Ã)Â§Ã9Á!Ò Ô§½ßÔ�ÙÚËÍÛ¦ÃÌõÁ!Ò ô�ÏßÙ§Â§ÌöÞÖÌ$Ò Á!Ò�ÃïëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò£Î!Ë ÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃö½ÀÒ�Ü)ËÖÂ§Ô§Ã ËÍÔ�ÙäÃ7?!ÏÀË�îÐÎ!Ë�?�ËcÔ�ËÖÂýÎ!Ë ë�Ã)Ô§Ë×Ûv�ßÒ!½ÀÛcÃ ó Ò%ÌÞÍÌ$Ò�ÙÚËÖÒ%ËÖÂ;ÞÖËÍÂ§Ì$ÔãÔ§Ì�?%Â§ËØËÖÏÐÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌÅÁ%Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌ!Æ
` ËØÎ!½ßÞÖË�:*Á!ËýÁ!Ò Ô�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃÅËÖÔ;Î!Ëþë�Ã)Ô�ËýÛ+�ÀÒ%½ÀÛcÃðÔ§½ÐÔ�ÁõëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËþÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ ÔÚÃ0ÙÚ½ÀÔéë�Ã)ÞÖË�È
Ç)Æ üÐÌ$ÔÓÊ�Ì$ÏßÌ$ÔÓÎ!Ë

H(z)
ËÖÔéÙ>=)Ò Î!ËÖÒ�ÙÚÂ�ÌcÎ%ËÖÏÐÞ��ßÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌÅÁ!Ò%½ßÙäÃ�Â§½ÀÌÅËÍÒ ËÍÏÐÊ!ÏÑÃ�Ò!Ì

z
Æ

��Æ üÐÌ$ÔÓÞÍËÖÂ�Ì$Ô Î%Ë
H(z)

ËÍÔ�Ù(=)Ò Î%ËÖÒ�ÙÚÂ�Ì¦Î!ËÍÏÐÞ��ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌÅÁ!Ò!½�ÙäÃ)Â�½ÀÌ!Æ
����	�
����� ÇK��Ç ���������������! 
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Ä�Æ�Y�Ï�ÞÖÃ)ÛI?!½ßÌ Î!Ëþë�Ã)Ô§Ë
Φ(ω)

Î!Ë
Φ(0)

Ã
Φ(π)

ËÖÔãÞÖËÍÂ§ÌBbùÄ��2d Æ
E Ã�ÂÚÃØÁ!Ò�ÃþÂ§ËÍÔ§Ê!Á!ËÍÔ�ÙÚÃðËÖÒ ëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ |H(ejω)| î$ÏÑÃåÂ�ËÖÔ�Ê!Á!ËÖÔéÙäÃýËÖÒ ë�Ã)Ô§Ë;Î!ËÍÏ!ô�ÏßÙ§Â§ÌØÃ)Ô�Á!ÛcË;ËÍÏ�Ûv�ßÒ!½ÀÛ×ÌÜ�Ã)ÏßÌ$ÂÅÊ6Ì)Ô§½$?%ÏÀË)Æ ` ½ãÞÍÌ$Ò!Ì�ÞÖËÍÛcÌ$Ô×ÏÑÃ Â§ËÍÔ§Ê!Á%ËÖÔ�ÙÚÃ ËÖÒ Ã)ÛcÊ%ÏÀ½ßÙ§Á!Î Ì ÏÀÃ£Â�ËÖÔ�Ê!Á!ËÖÔéÙäÃ ËÍÒ ë�Ã)Ô�Ë Î!ËÍÏãô!ÏßÙÚÂ�Ì!î«Ô�ËÊ!Á%ËÖÎ!ËØÎ!ËìÙÚËÖÂ�Ûc½ßÒ�Ã)ÂÓÏÀÃ?Ì)ÙÚÂ§Ã ÞÍÌ$Û×Ê6Ì$Ò%ËÖÒ�ÙÚË�Æª� Òöô�ÏßÙ§Â§Ì

H(z)
Ô§ËØÎ!½ßÞÖË�:*Á!ËØËÖÔãÎ!Ëþë�Ã)Ô§ËØÛ+�ÀÒ!½ßÛ¦ÃýÞÖÁ�Ã)Ò%Î!ÌËÍÏÐÂ§ËÍÙÚÃ)Â§Î%Ì×Î%Ëý¿)Â§Á!Ê�Ì ËÖÔ;ËÖÏÐÛ+�ÀÒ!½ßÛcÌðÊ6Ì)Ô§½$?%ÏÀËþÊ�Ã)Â§Ã?ÙÚÌ�Î�Ã)ÔÓÏÑÃ�ÔûëíÂ§ËÖÞÍÁ!ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃ�ÔÖÆ

û }1�&�2OmP � �L|pO ¼ � ��O���T¶PÏÓ1��}1P � T ¼ � �CO«P úHþ }8P �
` ËcÏÀË ÏÀÏÀÃ)Û¦ÃïÃ�Ô��+Ã Á!Ò Ô§½ßÔ�ÙÚËÍÛ¦Ã�î"ÞÍÁ�Ã)Ò!Î%Ì ÙÚÌ�Î!Ì$ÔýÏÀÌ)ÔýÞÍËÖÂ�Ì$Ô�Î!ËcÏÑÃïëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$Ò£Î!ËcÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃõÎ!ËÖÏÔ�½ÀÔ�Ù§ËÖÛcÃ£ËÍÔ�Ù(=)Ò ÏÀÌ�Þ¨Ã�ÏÀ½$GÖÃ)Î!Ì$ÔðëíÁ!ËÖÂ§Ã Î!ËÍÏ ÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ£Á!Ò!½�ÙäÃ)Â�½ÀÌ ËÖÒ ËÖÏãÊ!ÏÑÃ�Ò!Ì

z
ÆE¾Ã)ÂÚÃ£Á!Ò�Ã Â�ËÖÔ�Ê!Á!ËÖÔéÙäÃBËÍÒÃ)Û×Ê!Ïß½ßÙÚÁ%ÎòÎ�Ã)Î�Ã�î!ÏÑÃÅÂ§ËÍÔ§Ê!Á%ËÖÔ�ÙÚÃcËÍÒõë�Ã)Ô�ËØÎ!ËÖÏÐÔ�½ÀÔ�Ù§ËÖÛcÃ Ã)Ô§Á!Û×ËþËÖÏÐÛv=0æ�½ÀÛ×Ì�Ü�Ã)ÏßÌ$ÂûÊ�Ì$Ô§½\?!ÏÀË�Æ

E Ã�ÂÚÃ Á!Ò Ô§½ÀÔéÙÚËÍÛ¦ÃBÎ!Ëªë�Ã)Ô�Ë Û¨=0æ�½ßÛ¦Ã%î+ËÖÏàÞ¨Ã)ÛI?%½ÀÌ Î!Ëªë�Ã)Ô�Ë
Φ(ω)

Î!Ë
Φ(0)

Ã
Φ(π)

ËÍÔ
π
ÆÓüáÃ)ÔÞÖÃ)ÂÚÃ)ÞìÙÚËÍÂ��ÀÔéÙÚ½ßÞ¨Ã)Ô�ËÍÒýë�Ã�Ô§Ë�Î!Ë2Á!ÒØÔ§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃ;ËÍÔáÁ!Ò�ÃÓÛcËÍÎ!½ÀÎ!ÃûÎ!ËÖÏ)Ù§½ÀËÍÛcÊ�ÌÓÎ!Ë�Â§ËìÙäÃ)Â�Î!Ì�:*Á!Ë2ÏÑÃ)ÔÐÞÍÌ$ÛcÊ�Ì$Ò!ËÍÒ�ÙÚËÖÔËÍÒcëíÂ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃýÎ%Ë ÏÀÃØÔ�ËÖÕ�Ã�Ï�Î%Ë ËÍÒ*Ù§ÂÚÃ)Î!ÃðÔ§Á�ëíÂ§ËÖÒ¦Ã)Ï�Ê�Ã)Ô§Ã)Â+Ê6Ì$Â2ËÍÏ�Ô�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃ%Æ��ãÒ�ÃðÞÖÃ)ÂÚÃ�ÞÍÙÚËÍÂ��ßÔ�ÙÚ½ßÞ¨ÃþÎ!Ë;ë�Ã)Ô§ËÛ+�ÀÒ!½ßÛ¦ÃØ½ÀÛ×Ê!Ïß½ÀÞ¨ÃýÁ!Ò�Ã?ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒïÎ%ËýÂ�ËÍÙÚÃ)Â§Î!Ì Û+�ÀÒ!½ßÛcÌ%î ó ÏÀÌ?ÞÍÌ$Ò�ÙÚÂ§Ã)Â§½ßÌÅÁ!Ò�ÃÅÎ!Ëþë�Ã)Ô§ËþÛv=0æ�½ÀÛcÃ¨b Ä��!d Æ��ãÒô�Ï�ÙÚÂ�Ì

H(z)
Ô�ËïÎ!½ÀÞÍË�:*Á!ËòËÖÔÅÎ%Ë¦ë�Ã)Ô§Ë¦Û¨=0æ�½ßÛ¦ÃõÞÖÁ�Ã)Ò%Î!ÌªËÖÏ7Â§ËÍÙÚÃ)Â§Î%ÌªÎ!Ëò¿$Â�Á!Ê6Ì°ËÖÔÅËÖÏ7Û¨=�æ%½ßÛcÌ Ê�Ã)Â§ÃÞÍ½ÀËÖÂéÙäÃ)ÔûëíÂ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)ÔÍÆ

ïy³(ìy³ Çä¸c·FÂ`Ä�Å À�Â¤¹1µ�¾Fë�Å �«��y ÿ�¾>¸�µc¸�øa¶h¼1À�Å ö�ë�Åhíhë�¶Zz ¶h·
V Ì$Û×ÌþÔ§Ë;Û×ËÖÒ!ÞÍ½ÀÌ$Ò!ñþÊ!Ã)ÂÚÃþËÖÏ%Þ¨Ã)Ô�ÌýÎ%ËãÏßÌ$Ô ô�Ï�ÙÚÂ�Ì$Ô2¼��Z�Øî)Ëìæ�½ßÔ�ÙÚË;Ô�Ì)ë Ù��ûÃ�Â§Ë;ÏÀ½\?!Â§Ë ó ÞÖÌ$Û×ËÖÂ�ÞÖ½ÀÃ)Ï%Ê�Ã�ÂÚÃþËÖÏÎ!½ßÔ§ËÍÕ!Ì Î!Ëþô�ÏßÙ§Â§Ìa���Z�ØÆ�Y�Ò ËÍÏÐÊ�ÃA:*Á!ËìÙÚË�É Ý s;ü Ý � ËÖÒõËÖÏ)� Ù§Ì�Ì)Ï$?�Ì¢æF�àÊ�Ã)Â§Ã Ê%Â§Ì�ÞÖËÖÔ§Ã)Û×½ÀËÖÒ�Ù§Ì×Î%ËýÔ�ËÖÕ�Ã�ÏÀËÖÔÔ�ËØÙ§½ÀËÍÒ!ËÖÒõÏÑÃ)Ô7ëíÁ!Ò!ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔãÎ%Ëý½ßÒ�ÙÚËÖÂ�âÖÔ�:*Á!ËýËÖÏÐÏÀËÍÞÍÙ§Ì$ÂÓÊ!Á!ËÍÎ!ËþÜ$ËÖÂ�½ßô�ÞÖÃ)ÂãÃ Ù§ÂÚÃ¨Ü$âÍÔ Î%ËýÏÀÃ)ÔÓÃ ó Á!Î�Ã)ÔÍÆ&�� (*(!#$�!3��*4 &�� (�(%#$� & �$��� - # ' � &�� (*( '���¢,!# & ��3��*4 �¢,!# &�� � �¢,!#�� � � �¢,!#���� '��#��*��� � 3��*4 #��*�%� � ��#% ��04 � #$5 �¢,!#��%� '��& #% * $#���� & #% � )#�� '�� � 3*� � �$��� #��*��� ��'��� /�� � - � ' � (�����5 � 5 � �% *3� ���$�0(%#�����$�0(!#$��� ���$��(����$�0( �*��#�8*5 �*��#�8! 

ïy³w÷_³ yÁÂ`·pÿ{z Â`¼
Y�ÒöËÖÔ�Ù§ËØÞ¨Ã)Ê,��ÙÚÁ!ÏßÌ?Ô§Ë�W�Ã�ÒöÃ)Ò�Ã)Ïß½$G¨Ã�Î!Ì?ÏÀÌ)ÔûÛcâìÙÚÌ�Î!Ì$ÔûÛv=)ÔÓÁ%Ù§½ÀÏß½$G¨Ã�Î!Ì$Ô+ËÖÒöËÖÏÐÎ!½ßÔ§ËÍÕ!ÌÅÎ!Ëþô�ÏßÙ§Â§Ì$ÔêÎ!½À¿$½ èÙÚÃ)ÏÀËÍÔ���Z�Øî%Ô�Á!ÔÓÞ¨Ã�ÂÚÃ)ÞìÙÚËÖÂg�ÀÔéÙÚ½ÀÞÖÃ)ÔÖî*Ü$ËÍÒ�ÙäÃKJ§Ã)Ô ó Î!ËìÜ$ËÖÒ�ÙÚÃKJ§Ã)ÔÖÆ ` Ë-W�Ã)ÞÖËàÒ!Ì)ÙäÃ�Â:*Á!ËåÙÚÌ�Î�Ã¨Üm�ÑÃ�Ëçæ�½ÀÔ�Ù§ËÖÒïÌ)Ù§ÂÚÃ)ÔÙ§âÖÞÖÒ%½ÀÞ¨Ã�ÔþÊ�Ã)ÂÚÃòËÍÏ�Î!½ÀÔ�ËÖÕ!ÌïÎ%Ë ô%ÙÚÂ§Ì)Ô����Z�Ø:*Á!Ë ËÍÏ«ÏÀËÍÞÍÙÚÌ)Âå½ÀÒ�ÙÚËÍÂ§ËÍÔÚÃ)Î!ÌõÊ!Á!ËÍÎ!Ë ÞÖÌ$Ò%Ô§Á!Ï�ÙäÃ)Â ó ËÖÒ�ÙÚËÍÒ!Î!ËÍÂ§ÏÑÃ�ÔÞÍÌ$Ò°ÏÀÃ)Ô�?�Ã)Ô§ËÍÔ-:*Á!ËýÔ§Ë�W�Ã)Ò°Î!Ã)Î!ÌcÃ)Ò�ÙÚËÖÂ�½ÀÌ$Â�ÛcËÍÒ�ÙÚË)Æ ` ½ßÒ ËÍÛI?�Ã)Â�¿$Ì!î�ÞÍÌ$Ò°ÏßÌ$Ô;ÞÖÌ$Ò!ÞÍËÖÊ%Ù§Ì$ÔåÃ7?6Ì$Â�Î�Ã)Î!Ì)Ô ËÍÒËÍÔ�ÙÚËþÞÖÃ)Ê,��ÙÚÁ!ÏßÌ�ËÖÏ6ÏÀËÍÞÍÙÚÌ)ÂêËÖÔéÙ>=?ËÍÒõÞÖÃ)Ê�Ã)ÞÍ½ÀÎ�Ã�ÎòÎ!ËåÎ!½ßÔ§ËÍÕ�Ã)Âêô�Ï�ÙÚÂ�Ì$ÔêÎ!ËþÛ�Á ó ?%Á!ËÖÒïÎ!ËÍÔ§ËÍÛcÊ�ËÖÕ!Ì Ëå½ßÒ!ÞÖÏßÁ!Ô§ÌÂ�Ë¨Ã)Ïß½$G¨Ã�ÂêÎ!½ßÔ§ËÖÕ%Ì$Ô�:�Á%ËýÜ�Ã)ÒõÃ Ì$Ê6ËÍÂÚÃ)ÂÓËÍÒõÙ§½ÀËÍÛcÊ�ÌÅÂ§ËÖÃ)Ï Æ

����	�
����� ÇK��� ���������������! 
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� Ò!Ã�Ü$Ë�GØËÍÔ�ÙÚÁ%Î!½ÑÃ)Î%Ì ó Ã)Ò!Ã)ÏÀ½\G¨Ã)Î!ÌðÏÀÌ$Ô7ô�ÏßÙ§Â§Ì$Ô7Î!½À¿$½�ÙäÃ)ÏßËÖÔ7¼��Z� Ë��g�Z�ýî�Ô§ËþËÍÔ�Ù>=?ËÍÒöÏÑÃ�Ê�Ì$Ô§½\?!½ÀÏß½ÀÎ�Ã�ÎcÎ!ËÃ)Ê%ÏÀ½ÀÞÖÃ)ÂåËÍÔ�ÙÚÌ)ÔØô!ÏßÙÚÂ�Ì$ÔýÃ)Ï�Ã)Ò,=)ÏÀ½ßÔ§½ÀÔàÎ!Ë ÏÑÃïÞÖÌ�Î!½ßô!Þ¨Ã)ÞÍ½Àñ$Ò Ê�Ì$ÂþÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½ßñ$Ò Ïß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï ÷ üpE V ú�:*Á!Ë×Ô§Ë×Á%ÙÚ½ßÏÀ½\G¨ÃÃ)Û×Ê!Ïß½ÑÃ)Û×ËÖÒ�ÙÚË;ËÍÒïËÖÔ�Ù§½ÀÛcÃ)ÞÖ½ßñ$Ò�î*ÞÖÌ)ÛcÊ!Â�ËÖÔ�½Àñ$ÒòÎ%ËåÔ§ËÍÕ�Ã)ÏÀËÍÔÖî�Ê!Â§Ì�ÞÖËÍÔÚÃ)Û×½ÀËÍÒ*Ù§Ì?Î!ËàÜ)Ì�G)î�Î!ËÍÙ§ËÖÞÍÞÖ½Àñ)Ò�î!½ÀÛv=)¿$ËçèÒ!ËÍÔÖî�ÞÖÃ)Ò!ÞÖËÍÏÑÃ)ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËØÂ�Á!½ÀÎ!Ì ËÍÒ ÞÍÌ$Û?Á!Ò!½ßÞ¨Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔÖî%½ÀÒ!ÔéÙÚÂ§Á%ÛcËÍÒ*ÙÚÃ)ÞÖ½ßñ$Ò�î�¿$ËÖÌ)ëU�ßÔ§½ßÞ¨Ã%î�ËÍÙÚÞ�Æ
Y�Ò ÏÑÃåËÖÔéÙÚ½ßÛ¦Ã)ÞÍ½Àñ$ÒðÎ!ËÓÔ§ËÍÕ�Ã)ÏßËÖÔÖî�ËÍÏ!Î!½ßÔ§ËÖÕ%ÌþÎ!ËÓô�ÏßÙ§Â§Ì$Ô«Ô�ËÓÂ§ËÖÃ)ÏÀ½\G¨ÃàÞÍÌ$Òa?�Ã)Ô§Ë;ÃåÁ%Ò×ÞÍÂ§½�ÙÚËÖÂ�½ÀÌåÎ%ËÓÌ$Ê%ÙÚ½ßÛc½ è

GÖÃ)ÞÖ½ßñ$Ò ó ÞÍÌ$ÛI�!Ò%ÛcËÍÒ*Ù§Ë ËÍÏ�Û¨=)Ô+Á%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)Î%ÌþËÖÔ+ÏÑÃØÛc½ßÒ!½ÀÛ×½$GÖÃ)ÞÖ½ßñ$Ò�Î!ËÍÏ�ËÖÂ§Â�Ì$Â+ÞÖÁ�Ã)Î%Â(=�Ù§½ÀÞÖÌýÛ×ËÖÎ!½ßÌ ÷ É ` Y+úìîÊ�Ã�ÂÚÃcËÍÔ�Ù§Ë�ÞÖÂ�½ßÙ§ËÖÂ§½ßÌcÔ�ñ$ÏÀÌ×Ô§ËðÂ§ËC:�Á%½ÀËÖÂ�ËÖÒªËÍÔ�ÙäÃ�Î,�ÀÔéÙÚ½ÀÞÍÌ$ÔãÎ!Ë�Ô�ËÖ¿$Á!Ò%Î!ÌòÌ$Â�Î!ËÖÒ�î�ËÖÔ Î!ËÖÞÍ½ÀÂÍî�ËÍÏ"Ü�Ã)ÏßÌ$Â;ÛcËÍÎ!½ÀÌ óÞÍÌ$Â§Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò!ËÖÔÓÎ!ËØÁ!ÒöÊ!Â�Ì�ÞÍËÖÔ�ÌcËÍÔ�ÙäÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)Â§½ßÌ!Æ
Y�Ò ËÍÔ�Ù§Ë×ÞÖÃ)Ê,��ÙÚÁ!ÏßÌïÔ§Ë Â§ËÖÃ)ÏÀ½\G¨Ã)Â�=òÁ!Ò ËÍÔ�Ù§Á!Î!½ÀÌöÎ!Ë ÏÀÃòÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)Ò£Ïß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï ÞÍÌ$Òc?�Ã)Ô§Ë×ÃïÏÀÌ)Ôåô�ÏßÙ§Â§Ì$Ô ó ÃËÍÔ�ÙÚÁ%Î!½ÑÃ)Î%Ì$ÔÖîÐÃïÏÀÃòÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)Ò£Ô�Ë ÏÀË?Î!ËÍÒ!Ì)ÙÚÃõÏß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï ó Ã¬:*Á!Ë ÏßÌ$Ôåô�ÏßÙ§Â§Ì$Ôå¼��Z� ÃïÁ%ÙÚ½ßÏÀ½\G¨Ã)ÂãÔ§Ì$Ò£ÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã�ÏÀËÖÔÍîÎ!Ë ËÖÔéÙÚË9Ã�Ò�=)ÏÀ½ßÔ§½ßÔ×Ô�Ë°Î!ËÍÎ!Á!ÞÍ½ÀÂ(=�Ò ÏÀÌ$Ô ô�Ï�ÙÚÂ§Ì)ÔL� ÏÑÃ�Ù�ÙÚ½ÀÞÍË&�òÞÖÁ ó Ã)ÔòËÖÔéÙÚÂ�Á!ÞÍÙ§Á!ÂÚÃ)Ô¦ÏÑÃ)Ô×Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò�Ã�Â§ËÖÛ×Ì$Ô ÞÖÌ)ÒÏßÌ$ÔåÎ!½ßÔ§ËÖÕ%Ì$ÔØÃA?�Ì$Â§Î�Ã�Î!Ì$ÔÖÆÜ@àËÖÒ�ÙÚÂ�Ì Î%Ë×ÏßÌ$ÔþÃ)Ò,=)ÏÀ½ßÔ§½ÀÔ Ô§ËÅÌ�?�ÙÚËÖÒ%Î!Â(=öÏÑÃòËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò Ò!Ì)Â§ÛcÃ)Ï ó ÏÑÃòÎ!Ë('+Á!ÏßËìè� Ã)Ï*)�ËÖÂ3:*Á!ËàÔ§Ì$ÒöÎ!ËþÃ�ÛcÊ!Ïß½ÑÃýÃ)Ê!Ïß½ÀÞ¨Ã�ÞÖ½Àñ)Ò¦ËÖÒïËÍÏ�Ê!Â�Ì�ÞÍËÖÔ§Ã)Ûc½ßËÖÒ�ÙÚÌÅÎ%ËåÔ§ËÍÕ�Ã)ÏÀËÍÔ ó Ô�ËþËìæ�Ê�Ì$Ò!Î!Â�=)ÒöÃ)ÏÀ¿)Á!Ò!Ì$ÔÃ)Ïß¿$Ì$Â�½ßÙÚÛ×Ì$Ô+Î!ËØÔ§Ì$ÏßÁ!ÞÖ½ßñ$Ò�Æ

+-,/.0, ú21436587:9;9<7>=@? A:7:?-36B0A
� ÒïÊ%Â§Ì�?!ÏßËÖÛcÃðÎ!Ëà½ÀÒ�ÙÚËÍÂ§âÖÔêËÖÒïËÖÏ6Ê!Â§Ì�ÞÖËÍÔÚÃ)Û×½ÀËÍÒ�ÙÚÌ?Î!½ß¿$½ßÙÚÃ)Ï�Î!ËåÔ�ËÖÕ�Ã�ÏÀËÖÔêËÖÔûÊ!Â�ËÖÎ!ËÍÞÖ½ßÂûËÖÏ�Ü)Ã�ÏÀÌ$Â+Î!ËåÁ!Ò!ÃÔ�ËÖÕ�Ã)Ï�ËÍÒ¦Á!Ò×ÙÚ½ÀËÍÛcÊ�ÌØÎ�Ã)Î!ÌýÞÖÌ)Ò!Ì�ÞÍ½ÀËÍÒ!Î!ÌýÁ!Ò¦ÞÍÌ$Ò!J�Á!Ò�ÙÚÌðÎ!Ë;Ü)Ã�ÏÀÌ$Â�ËÖÔ2Î!ËãÁ!Ò¦Ê!Â�Ì�ÞÍËÖÔ�Ì�ËÖÔéÙäÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò!Ã)Â§½ßÌ!Æ�Y�Ô�Ù§ÌËÍÔÖî,W�Ã�ÞÖËÖÂ;Á!Ò!Ã ËÍÔ�Ù§½ÀÛcÃ)ÞÖ½ßñ$ÒòÎ!ËþÁ!Ò!Ã Û�Á!ËÖÔéÙÚÂÚÃÅÊ�Ã�Â�ÙÚ½ßÞÖÁ!ÏÀÃ)ÂêÎ%ËýÏÀÃ�Ô§ËÍÕ�Ã)ÏÐÞÍÌ$Ò�?�Ã)Ô§ËýÃ�Ü�Ã)ÏßÌ$Â§ËÍÔÓÞÖÌ$Ò!Ì�ÞÖ½ßÎ!Ì$ÔÎ!ËcÏÑÃõÛc½ßÔ§ÛcÃõËÍÒBÌ)ÙÚÂ�Ì$ÔðÙ§½ÀËÍÛcÊ�Ì$ÔÖÆ ` ½+ÏÑÃõÛ?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ§Ã9Ã ËÍÔ�Ù§½ÀÛcÃ)ÂðËÍÔ?ÏÑÃöÊ!Â�ËÖÔ§ËÍÒ�ÙÚËïÌ°ëíÁ%Ù§Á!ÂÚÃ ÞÖÌ$Ò~?!Ã)Ô§ËïÃÛ?Á%ËÖÔ�Ù§ÂÚÃ)Ô Ã)Ò�ÙÚËÍÂ§½ßÌ$Â§ËÍÔãÞÍÌ$Ò!Ì�ÞÖ½ßÎ�Ã)ÔÖî�Ã×ÏÑÃÅÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÖ½ßñ$ÒõÔ§ËýÏÀËØÞÖÌ$Ò%Ì�ÞÍËB³ C jn�ED�f��gr,µ�jGFHfml��8fMf�rmq&±5fAh e q î!Ô§½áÔ�ËÜ�ÃöÃõÂ�Ë¨Ã)Ïß½$GÖÃ)ÂåÁ!Ò�ÃöËÖÔéÙÚ½ßÛ¦Ã)ÞÍ½Àñ$ÒªÎ%Ë×Á%Ò�ÃõÛ�Á!ËÖÔéÙÚÂÚÃöÊ�Ã)Ô§Ã)Î�ÃïÞÖÌ)Ò Á!Ò Â§ËìÙäÃ)Â�Î!ÌöÞÖÁ�Ã)Ï\:*Á!½ÀËÍÂÚÃïÞÖÌ$Òc?�Ã)Ô�Ë¦ÃÛ?Á%ËÖÔ�Ù§ÂÚÃ)Ô;ÞÍÌ$Ò!Ì�ÞÖ½ÀÎ!Ã)ÔÖî�ÃÅÏÀÃ Ê%Â§ËÖÎ%½ÀÞÖÞÍ½Àñ$ÒöÔ�ËýÏßËþÞÖÌ$Ò%Ì�ÞÍË¬³IH fmlKJLD�f��gr,µ-jMFHfml��8f�f e �ON!i Æ
E Ã�ÂÚÃöÃ)Ò�Ã)Ïß½$GÖÃ)ÂåÃ)Û�?6Ì$ÔþÊ%Â§Ì�ÞÖËÖÔ�Ì$ÔØËÖÛ×Ê6ËCG¨Ã)Û×Ì$ÔþÊ�Ì$ÂþËÖÏ ÛcÌ�Î!ËÖÏßÌïÎ!ËÅÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÖ½ßñ$Ò Î!Ë ÏÑÃ¦ô�¿)Á!ÂÚÃïÿ!Æ�Ç$Æ

ÇK��Ä
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@åÃ�Î!ÌåÁ!ÒÅÞÍÌ$Ò!J�Á!Ò�ÙÚÌþÎ%ËûÜ)Ã�ÏÀÌ$Â�ËÖÔ
x(n), x(n−1), x(n−2), · · · , x(n−M)

Î!ËûÁ!ÒÅÊ%Â§Ì�ÞÖËÖÔ�ÌþËÖÔéÙäÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò�Ã�Â§½ÀÌÞÍÌ$ÛcÌÅÔ�ËðÛ�Á!ËÖÔéÙÚÂÚÃÅËÍÒ ÏÀÃÅô!¿$Á!ÂÚÃÅÿ!Æ®��î!Î%Ì$Ò!Î!Ë�È
Y�Ï�Ü�Ã)ÏßÌ$Â;ÃÅËÖÔéÙÚ½ÀÛcÃ)ÂûÌ Ê!Â�ËÖÎ!ËÍÞÖ½ßÂãÊ%Á!ËÖÎ!ËýÔ§ËÍÂ;ËÖÏ�Ü�Ã)ÏÀÌ)ÂêëíÁ%ÙÚÁ%Â§Ì

x̂(n + ∆)

x̂(n + ∆) = f(x(n), x(n − 1), x(n − 2), · · · , x(n − M))Î%Ì$Ò!Î!Ë�È
∆
ËÖÔãÁ!ÒöÙÚ½ÀËÍÛcÊ�Ì�ëíÁ%Ù§Á!Â§Ì

x̂(·) ËÍÔ;ËÖÏ�Ü�Ã)ÏÀÌ)ÂûËÖÔéÙÚ½ÀÛcÃ)Î!Ì Î!Ë x(·)
d(n)

ËÍÔãËÍÏ�Ü�Ã)ÏÀÌ$ÂêÎ!ËØÁ!Ò�Ã Ô§ËÖÕ!Ã)ÏÐÎ!ËÖÔ�Ë¨Ã)Î!ÃcÌ Û?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ§ÃcÃÅËÍÔ�ÙÚ½ßÛ¦Ã�Â
e(n)

ËÍÔ ËÍÏÐËÖÂ�Â§Ì$ÂÓÎ!ËØÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$Ò
` ½6Ô�ËþÞÖÌ$Ò!Ì�ÞÖËÍÒïÏÑÃ)Ô7Û?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ§Ã)Ô;Ã)Ò�ÙÚËÍÂ§½ßÌ$Â§ËÍÔûÃ�ÙÚ½ßËÖÛ×Ê6Ì�Ã)ÞÍÙ§Á�Ã)Ï�Ô§ËþÊ!Á%ËÖÎ!ËþÊ!Â�ËÖÎ!ËÍÞÖ½ßÂûËÖÏ�Ü)Ã�ÏÀÌ$Â7Ã)ÞÍÙ§Á�Ã)Ï
x̂(n)

î¾ÌA?%ÙÚ½ßËÖÒ!Î!ÌõËÖÏQP �(q�r��0l e jn�RFHfml��8f«f�rmq&±5fAh e q ÷ ¼«üpE7úçîáÁ!ÒBÎ!½ÀÃ)¿$ÂÚÃ�Û¦ÃïÎ!ËcËÖÔ�Ù§Ë¦Ê!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙ§Ì$ÂðÔ�Ë½ßÏÀÁ!ÔéÙÚÂ§Ã�ËÖÒ ÏÑÃ�ô�¿$Á%ÂÚÃÅÿ!Æ�Ç$î!Î!Ì$Ò%Î!Ë
x̂(n) = f(x(n − 1), x(n − 2), · · · , x(n − M))

+
−

P R E D I C T O R

F I L T R O x (n)

d(n)

e(n)
x(n)

x̂(n)

¼ ½À¿)Á!ÂÚÃ?ÿ!Æ�Ç$È�E�Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÖ½ßñ$ÒöÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã)Ï
` ½�Ô§ËýÞÖÌ$Ò%Ì�ÞÍËýÏÀÃ?Û?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ§ÃcÃ�ÞÍÙÚÁ!Ã)Ï

x(n) ó ÏÑÃ�Ô M − 1
Û?Á%ËÖÔ�Ù§ÂÚÃ)ÔãÃ)Ò�Ù§ËÖÂ§½ßÌ$Â§ËÍÔ

x(n), x(n − 1), x(n − 2), · · · , x(n − M + 1)
î6Ô�ËÅÊ!Á!ËÍÎ!Ë?ËÖÔéÙÚ½ßÛ¦Ã)Â ÏÑÃ×Û?Á!ËÖÔéÙÚÂ§Ã

x̂(n − M)
îÐÃËÍÔ�Ù§ËýÊ%Â§ËÖÎ%½ÀÞÍÙ§Ì$ÂÓÔ§ËýÏÀËþÞÍÌ$Ò!Ì�ÞÖËØÞÖÌ)ÛcÌ(P �(q�r��0l e jn�SFHfml��8f¨f e �ON!i ÷ �êü�E+ú

x̂(n − M) = f(x(n), x(n − 1), x(n − 2), · · · , x(n − M + 1))

` Ë Î!½ßÞÖË�:*Á!Ë ÏÀÃBÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½ßñ$Ò ËÖÔõÏÀ½ÀÒ%Ë¨Ã)Ï î7Ô�½þËÖÏþÜ�Ã)ÏÀÌ$ÂòÃ ËÍÔ�Ù§½ÀÛcÃ)ÂïÔ§Ë Ê!Á!ËÍÎ!Ë£ËÖÔ§ÞÍÂ§½\?!½ÀÂïÞÍÌ$ÛcÌ Á!Ò!ÃÞÍÌ$ÛI?!½ßÒ�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò Ïß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï2Î!ËïÏÀÌ)ÔðÜ�Ã)ÏÀÌ)Â§ËÖÔðÞÖÌ$Ò%Ì�ÞÍ½ÀÎ!Ì$ÔÍÆ«üÐÌ$Ô?Â�Ë�:*Á!ËÍÂ§½ÀÛ×½ÀËÍÒ�ÙÚÌ$ÔðÎ!ËïÏÑÃõÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)Ò Ô§ËòÎ!ËC?6ËÍÒËÍÔ§Ê�ËÖÞÖ½�ô�Þ¨Ã�ÂãÎ%ËØÙÚÃ)Ï�ëíÌ$Â�Û¦ÃI:*Á!ËýËÖÏÐËÍÂ§Â�Ì$ÂÓÎ!ËØÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½ßñ$ÒöÔ§Ë¨Ã ËÖÏÐÛ+�ÀÒ%½ÀÛ×Ì!Æ

����	�
����� ÇK��ÿ ���������������! 
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TTUU
VVWW

XXYY ZZ[[ \\]] ^^__``aa
bbcc

ddee ffgg hhii

n−1n−2

x(n)
x(n−1)x(n−2)

x(n−3)
x(n−i)

n

n−i n−3 n

x(n−M)

x(n−M+1)

x(n−M+2)

n−M+2n−M+1n−M n + ∆

x(n + ∆)

¼ ½ß¿$Á!ÂÚÃ?ÿ%ÆÖ��ÈªE�Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÖ½ßñ$ÒöÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã)Ï6Ô§Ì�?%Â§ËØÁ!Ò�Ã Ô§ËÍÕ�Ã)Ï
x(n)

+-,kjG, l21436587:9;9<7>=@? m�B09<7:B B@5-3nA:B@?Rop3rq 3693ÿ8B@9<7>=@? ?-s01ut B0A
V Ì$Ò!Ô�½ÀÎ!ËÍÂÚÃ)Ò%Î!ÌðÏÀÃåÔ§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃðÎ!Ë;Î�Ã�Ù§Ì$Ô

x(n−1), x(n−2), · · · , x(n−M)
Ì�?%ÙÚËÍÒ!½ÀÎ!Ã)Ô2Î!Ë;Á!ÒcÊ%Â§Ì�èÞÍËÖÔ§Ì×ËÖÔéÙäÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò!Ã)Â§½ßÌ!î%ËÍÏÐÊ!Â§Ì�?%ÏÀËÖÛcÃÅÎ!ËØÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½ßñ$ÒöÏÀ½ÀÒ%Ë¨Ã)Ï)W�Ã)ÞÖ½ÀÃ Ã)Î!ËÖÏÀÃ)Ò�ÙÚË ÷ ¼«üpE7úûÞÍÌ$Ò!Ô§½ßÔ�Ù§ËýËÍÒ Á�ÙÚ½ÀÏß½$GÖÃ)ÂËÍÔ�ÙÚËðÞÖÌ$ÒKJ�Á!Ò�ÙÚÌ¦Î%Ë�Û?Á!ËÍÔ�Ù§ÂÚÃ)Ô ó Ê!Â§ËÍÎ!ËÖÞÍ½ÀÂàÏÀÃÅÛ?Á!ËÖÔéÙÚÂ§ÃòÃ)ÞÍÙ§Á�Ã)Ï x(n)

Á%ÙÚ½ßÏÀ½$GÖÃ)Ò!Î!Ì Á!Òõô�ÏßÙ§Â§Ìc¼��Z�Øî�ÞÍÌ$Û×ÌÔ�ËýÌA?!Ô§ËÍÂ�Ü�Ã×ËÍÒ ÏÀÃ�ô�¿$Á!Â§Ã×ÿ%Æ Ä%Æ

vnvvnvvnvvnvvnvvnvwnwwnwwnwwnwwnwwnw xnxxnxxnxxnxxnxxnxynyynyynyynyynyyny znzznzznzznzznz{n{{n{{n{{n{{n{ |n||n||n||n||n||n|}n}}n}}n}}n}}n}}n} ~n~~n~~n~~n~~n~�n��n��n��n��n�
x ( n )

h1 h2 h3
h

h

x (n−1) x (n−3)x (n−2) x (n−M)

MM−1

n − 1 n − 1 n − 1 n − 1

x̂(n)¼ ½ß¿$Á!ÂÚÃ?ÿ%Æ Ä%È,E2Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$ÒöÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã�Ï;W�Ã)ÞÍ½ÑÃ Ã)Î!ËÍÏÑÃ)Ò�Ù§Ë
@àËìô�Ò!½ÀËÍÒ!Î!Ì×ËÖÏ q��%�(jn��rmq P �(q�r��0l>l����!h�FHfml��8f�f�rmq&±5fAh e q

ef
M(n)

ef
M (n) = x(n) − x̂(n) ÷ ÿ!Æ�Ç�úÎ!Ì)Ò!Î!Ë

x(n)
ËÍÔ ËC:*Á!½ßÜ�Ã)ÏßËÖÒ�ÙÚË£Ã ÏÑÃ Â§ËÍÔ§Ê!Á%ËÖÔ�ÙÚÃ Î!ËÍÔ§Ë¨Ã�Î�Ã%î;ËÖÏþÔ�Á,?,�ÀÒ%Î!½ÀÞÍË

M
Ô§½ß¿$Ò!½ßô!Þ¨Ã ËÖÏþÌ$Â�Î!ËÖÒ Î!ËÖÏÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙ§Ì$Â Ì¦ÏÑÃcÞÖÃ)Ò�ÙÚ½ßÎ�Ã)Î9Î!Ë�Û?Á!ËÖÔéÙÚÂ§Ã)Ô�:*Á!Ë?Á%Ù§½ÀÏß½$G¨ÃÅËÍÏ Ê!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙÚÌ)ÂÖî ó ËÍÏ Ô�Á!Ê6ËÍÂ��ßÒ!Î!½ÀÞÍË f

:�Á%½ÀËÖÂ�Ë�Î!ËÍÞÖ½ßÂ
W�Ã�ÞÖ½ÑÃïÃ�Î!ËÖÏÀÃ)Ò�ÙÚËÅÞÖÌ)ÛcÌïÔ�Ë Ü)Ë ËÖÒ ÏÑÃ¦ô�¿)Á!ÂÚÃïÿ!Æ ÿ!Æ{E¾Ã)ÂÚÃïÏÑÃò½ßÛcÊ%ÏÀËÖÛ×ËÖÒ�ÙÚÃ)ÞÖ½ßñ$Ò°Î!ËÍÏ«Ê!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙÚÌ)ÂþÔ§Ë Á%ÙÚ½ßÏÀ½\G¨ÃÁ!Òòô!ÏßÙÚÂ�Ì?¼��Z� Ã)Ïß¿$Á!Ò�Ã)Ô+Ü$ËÍÞÖËÖÔ;ÏßÏÑÃ)ÛcÃ)Î!ÌØÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�Ü)ËÖÂ�ÔÚÃ)Ï�ÞÍÌ$ÒïÏ$�ßÒ!Ë¨Ã�ÔêÎ!ËåÂ�ËÍÙÚÃ)Â§Î!Ì ÷ s�@åü"úêÞÖÌ)ÛcÌðÔ§Ëþ½ÀÏßÁ!Ô�Ù§ÂÚÃËÍÒ ÏÀÃ)Ôûô�¿$Á!Â§Ã)ÔÓÿ!ÆùÄ ó ÿ!Æ ÿ!Æ
����	�
����� ÇK��� ���������������! 
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�;�;��;�;��;�;��;�;��;�;��;��;��;��;��;� �;��;��;��;��;��;��;��;��;��;� �;�;��;�;��;�;��;�;��;�;�
�;��;��;��;��;� �;�;��;�;��;�;��;�;��;�;�

�;�;��;�;��;�;��;�;��;�;� �;�;��;�;��;�;��;�;��;�;�
�;��;��;��;��;�

x ( n )

h1 h2 h3
hN−1hN−2

x (n−1) x (n−3)x (n−2)

x(n) +
−

x (n−M+1)n − 1 n − 1 n − 1 n − 1

x̂(n)
ef

M(n) = x(n) − x̂(n)

¼ ½ß¿$Á!ÂÚÃ?ÿ%Æùÿ!ÈªY�Â�Â§Ì$ÂÓÎ!ËØÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$Ò�W�Ã)ÞÍ½ÑÃ Ã)Î!ËÍÏÑÃ)Ò�Ù§Ë
üáÃðÔ§Ã)ÏÀ½ßÎ�ÃýËÍÔ�Ù§½ÀÛcÃ)Î�Ã

x̂(n)
Ô§Ë Ê!Á!ËÍÎ!ËàÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ)Â2ÞÍÌ$ÛcÌýÏÑÃØÞÖÌ)Ò*Ü)Ì$ÏÀÁ%ÞÖ½Àñ)Ò¦ËÖÒ�Ù§Â§ËåÏßÌ$Ô2Â§ËÍÙÚÃ)Â§Î%Ì$ÔêÎ!Ë

x(n)ó ÏßÌ$ÔûÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ h(n)
Î!ËÖÏ�ô!ÏßÙÚÂ�Ì

x̂(n) =

M
∑

k=1

h(k)x(n − k) ÷ ÿ!Æ®�$úËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔ
ef

M(n) = x(n) −
M

∑

k=1

h(k)x(n − k) ÷ ÿ!ÆùÄ�úE Ã�ÂÚÃØËÖÒ!ÞÍÌ$Ò�ÙÚÂÚÃ�Â+ÏßÌ$Ô«ÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ
h0(n)

:*Á!ËãÛc½ßÒ!½ÀÛ×½$GÖÃ)ÒðËÍÏ�ËÖÂ�Â§Ì$Â�ËÍÒ*Ù§Â§ËãÏÑÃåÔ�ËÖÕ�Ã)Ï�Î%ËÖÔ§ËÖÃ)Î�Ã
x(n) óÏÀÃ ËÖÔéÙÚ½ßÛ¦Ã)Î!Ã

x̂(n)
ËÖÔ Ò!ËÖÞÍËÖÔÚÃ�Â§½ÀÌØÃ�Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã)Â"Ã)Ïß¿��!Ò?ÞÍÂ§½ßÙ§ËÖÂ�½ÀÌàÎ%ËûÛc½ßÒ!½ÀÛ×½$GÖÃ)ÞÖ½ßñ$Ò�Æ�� ÒÅÞÖÂ�½ßÙ§ËÖÂ§½ßÌàÞÍÌ$ÛI�!Ò!Û×ËÖÒ�Ù§ËÁ%Ù§½ÀÏß½$G¨Ã�Î!Ì?ËÖÔ;ËÍÏÐÎ!ËØÏÀÌ$ÔÓÛ+�ÀÒ!½ßÛcÌ)Ô7ÞÍÁ�Ã)Î!Â§Ã)Î!Ì$Ô ÷ É ` Y+úìÆ@àËÍÔÚÃ)Â�Â§Ì$ÏßÏÑÃ)Ò!Î%ÌÅËÖÏÐËÖÂ�Â§Ì$Â�W�Ã�ÞÖ½ÑÃ?Î%ËÖÏÑÃ�Ò*Ù§Ë

ef
M(n)

Ã)Ï�ÞÖÁ!Ã)Î!ÂÚÃ�Î!Ì
|ef

M(n)|2 =
[

x(n) − x̂(n)
]2

=
[

x(n) −
M

∑

i=1

h(i)x(n − i)
]2 ÷ ÿ!Æ ÿ*úÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ)Ò%Î!Ì ÏÀÃ ËÍÔ§Ê�ËÖÂÚÃ�Ò,G¨ÃåÛcÃ�ÙÚËÍÛ¨=0ÙÚ½ÀÞÖÃ ó Î%ËÍô�Ò!½ßËÖÒ!Î%ÌåÁ!Ò�Ã ëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò�Î!ËêÞÖÌ$ÔéÙÚÌ Jf

M(n)
ÞÍÌ$ÛcÌ ÏÑÃãËÖÒ!ËÍÂ§¿��ÀÃÎ!ËØËÍÂ§Â§Ì)ÂÓÎ!ËØÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)Ò¬W!Ã)ÞÖ½ÀÃ×Ã�Î!ËÖÏÀÃ)Ò�ÙÚË

Jf
M(n) = |ef

M(n)|2 = E{x2(n)} − 2E{x(n)x̂(n)} + E{x̂2(n)} ÷ ÿ%ÆÖ�$úÔ�Á!Ô�Ù§½ßÙÚÁ ó ËÖÒ%Î!Ì¦ÏÀÃ?ÔÚÃ)Ïß½ÀÎ�Ã?Î!ËÍÏ�ô�ÏßÙ§Â§Ì x̂(n)

Jf
M(n) = E{x2(n)}−2

M
∑

i=1

h(i)E{x(n)x(n− i)}+
M

∑

i=1

M
∑

k=1

h(i)h(k)E{x(n− i)x(n−k)} ÷ ÿ%Æ®��ú
����	�
����� ÇK�A� ���������������! 
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V Ì$Ò!Ô�½ÀÎ!ËÍÂÚÃ)Ò%Î!ÌM:*Á!ËÅÏÑÃ¦ËÍÒ�ÙÚÂÚÃ�Î�Ã
x(n) ó ÏÀÃ¦Ô§ËÍÕ�Ã)Ï«Î%ËÖÔ§ËÖÃ)Î�Ã d(n)

ÌïËÍÔ�ÙÚ½ßÛ¦Ã�Î�Ã
x̂(n)

Ô�Ì$ÒªÞÖÌ$ÒKJ�Á!Ò�èÙÚÃ)ÛcËÍÒ�ÙÚË?ËÍÔ�ÙäÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)Â§½ÀÃ)ÔàËÍÒªËÖÏ«Ô�ËÖÒ�ÙÚ½ßÎ!ÌöÃ)Û×Ê!ÏÀ½ßÌ!î�Ã)Î!ËÍÛ¨=�ÔåÔ§½ß¿$Ò!½ßô!Þ¨Ã¨:*Á!ËÅâÍÔ�ÙäÃ�ÔþÔ§Ì$Ò ËÖÔéÙäÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò!Ã)Â§½ÀÃ)ÔàËÍÒËÍÏ«Ô§ËÍÒ*Ù§½ÀÎ!ÌõÃ)Û×Ê!Ïß½ÀÌ¦ËÅ½ßÒ!Î!ËÍÊ6ËÍÒ!Î!½ÀËÍÒ�ÙÚËÖÔÍîÐÊ6Ì)ÂåÏÀÌòÙÚÃ)Ò�ÙÚÌ!î�Ô�Á!ÔþëíÁ!Ò!ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔþÎ!ËÅÞÖÌ)Â§Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½Àñ$Ò°Ô§Ì$Ò£½ÀÒ!Î%ËÖÊ�ËÖÒ�èÎ!½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔÖÆ ` ½ ÏÀÌ)Ô Ü�Ã)ÏÀÌ)Â§ËÖÔàÛcËÍÎ!½ÀÌ$Ô Î!Ë?ÏÀÃ)ÔàÔ�ËÖÕ�Ã)ÏßËÖÔþÎ!ËÅËÍÒ�ÙÚÂÚÃ�Î�Ã
x(n) ó ËÍÔ�Ù§½ÀÛcÃ)Î�Ã x̂(n)

Ô�Ì$Ò ÞÖËÍÂ§Ì ó Ô§ËÞÍÌ$Ò!Ì�ÞÖËØÏÑÃÅÃ)Á�ÙÚÌ�ÞÖÌ$Â�Â§ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßñ$Ò
rxx(i)

Î%Ë
x(n)

î�ËÖÒ�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔãÎ!Ëìô�Ò!½ÀËÍÒ!Î!Ì×ÏÀÌ$ÔûÙ§âÖÂ�Ûc½ßÒ!Ì$ÔÖÈ
Y�Ï�Ü�Ã)ÏßÌ$ÂÓÛ×ËÖÎ!½ßÌÅÞÖÁ�Ã)Î%Â(=�Ù§½ÀÞÖÌ Î!ËØÏÀÃ?Ô§ËÖÕ!Ã)ÏÐÎ!ËÖÔ�Ë¨Ã)Î!Ã

rxx(0) = E{x2(n)} ÷ ÿ%ÆÖ9$úüáÃÅËÖÔ�Ê6ËÍÂÚÃ)ÒHG¨Ã Û¦Ã�Ù§ËÖÛv=�ÙÚ½ßÞ¨Ã�Î%ËýÏÀÃÅÞÖÌ$Â�Â§ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßñ$ÒïËÖÒ�Ù§Â§ËØÏÑÃÅÔ§ËÍÕ�Ã)ÏÐÎ!ËÍÔ§ËÖÃ)Î�Ã ó ÏÑÃ?Ô§ËÍÕ�Ã)ÏÐÂ�ËÍÙÚÂ§Ã)ÔÚÃ�Î�Ã
rxx(i) = E{x(n)x(n − i)} ÷ ÿ!ÆÑ<�úËÍÒ�ÙÚÌ$Ò!ÞÍËÖÔ;ËÖÏÐÔ�ËÖ¿$Á%Ò!Î!Ì ÙÚâÖÂ�Ûc½ßÒ!ÌÅÎ!ËþÏÀÃ?Î!ËÖÂ�ËÖÞ>W�Ã×Î!ËþÏÑÃ?ËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ÷ ÿ!Æ®�$úêÊ!Á!ËÖÎ%ËýÔ�ËÖÂ;ËÖÔ�ÞÖÂ�½ßÙÚÌ ÞÍÌ$ÛcÌ

M
∑

i=1

h(i)E{x(n)x(n − i)} =

M
∑

i=1

h(i)rxx(i) ÷ ÿ%Æ ø�úüáÃÅËÖÔ�Ê6ËÍÂÚÃ)ÒHG¨Ã Û¦Ã�Ù§ËÖÛv=�ÙÚ½ßÞ¨Ã�Î%ËýÏÀÃ Ã)Á%ÙÚÌ�ÞÖÌ)Â§Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½Àñ$Ò¦Î!ËØÏÑÃ?ËÖÒ�Ù§ÂÚÃ)Î�Ã
rxx(k − i) = E{x(n − i)x(n − k)} ÷ ÿ%ÆßÇ2D$ú` Á!ÔéÙÚ½�ÙÚÁ ó ËÖÒ!Î!ÌcËÖÔéÙäÃ)Ô;Î!Ëìô�Ò!½ÀÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ;ËÖÒõÏÑÃ�ëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)ÒõÎ%ËýÞÍÌ$Ô�Ù§Ì

Jf
M(n) = rxx(0) − 2

M
∑

i=1

h(i)rxx(i) +
M

∑

i=1

M
∑

k=1

h(i)h(k)rxx(k − i) ÷ ÿ%ÆßÇ$Ç¢úÊ�Ã�ÂÚÃ9Û×½ÀÒ!½ßÛc½\G¨Ã)ÂýËÖÏûËÍÂ§Â�Ì$ÂÅÞÖÁ�Ã�Î!Â(=�Ù§½ÀÞÍÌ£Ô�ËöÎ!ËÖÂ�½ßÜ�Ã
Jf

M(n)
Â§ËÍÔ§Ê�ËÖÞìÙÚÌ£Î!ËïÏÀÌ$ÔÅÊ!Ã)Â(=)Û×ËÍÙ§Â§Ì$Ô

h(n) ó Ô�Ë½ß¿$Á�Ã)ÏÀÃ?ÃÅÞÖËÖÂ�Ì
∂Jf

M (n)

∂h(n)
= −2rxx(k) + 2

M
∑

k=1

h(k)rxx(k − i) k = 0, 1, 2, 3, · · · ,∞ ÷ ÿ!Æ�ÇK�$úÌ�?�ÙÚËÖÒ%½ÀËÖÒ%Î!ÌØÏÑÃ q>l&à,fml����!h¬rmq����0q&h;q�� o�� j P�C�b�ÇÖÿAd îªb ÇK�2d îªb Ä�D7d îªbùÄ��!d îªb ÿ!Ç&d î�Î!Ë;Î!Ì)Ò!Î!ËãÔ§ËãÊ!Á!ËÖÎ%Ë Î!ËÍÔ§Ê�ËZJ§Ã)ÂÏÀÃ?Â§ËÖÔ�Ê!Á!ËÍÔ�ÙäÃcÃ)ÏÐ½ÀÛ×Ê!Á!ÏßÔ§Ì
h(n)

Î!ËÍÏ�ô�ÏßÙ§Â§ÌÅËÖÒõËÖÏ�Ù§½ÀËÍÛcÊ�ÌÅÎ!½ÀÔ�ÞÖÂ�ËÍÙÚÌ
M

∑

m=1

h(m)rxx(k − m) = rxx(k) k = 1, 2, 3, 4, · · · , M ÷ ÿ!Æ�Ç¢Ä�úÔ�Á!Ô�Ù§½ßÙÚÁ ó ËÖÒ%Î!ÌªËÖÔéÙäÃ°Ô�Ì$ÏÀÁ!ÞÍ½Àñ$Ò ËÖÒBÏÀÃöëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$ÒBÎ!ËcÞÖÌ$ÔéÙÚÌ!î"Ô§ËòÌA?%ÙÚ½ßËÖÒ!Ë×ËÖÏ+ËÖÂ�Â§Ì$ÂðÞÖÁ�Ã)Î%Â(=�Ù§½ÀÞÖÌ Ê!Â§Ì)ÛcËÍÎ!½ÀÌÛ+�ÀÒ!½ßÛcÌ
Jf

M−min(n) = rxx(0) −
M

∑

k=1

h(k)rxx(k) ÷ ÿ!Æ�Ç¨ÿ*ú
����	�
����� ÇK��9 ���������������! 
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N z�Í � z�}UÕ��Î�pT x P � S��XQ x }8�z�}UQ�}UTc|�O©T x �2TªÒªT�� � S1}8| � |üáÃ9ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ ÿ!Æ�Ç¢Ä�úýËÖÔ ÞÖÌ$Ò%Ì�ÞÍ½ÀÎ�Ã9ÞÍÌ$ÛcÌ q>l&àHfml����!hXh;jn���+fA± ó ÞÍÌ$Ò!Ô�½ÀÔ�Ù§ËïÎ!ËïÁ!Ò Ô§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃ Î%ËõÉËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ Ô�½ÀÛ?Á%ÏßÙ>=�Ò!Ë¨Ã)ÔáÞÍÁ ó Ã)Ô ½ÀÒ!ÞÍñ$¿$Ò!½�ÙäÃ)ÔáÔ§Ì)Ò�ÏÀÌ)Ô¾ÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ h(n)
Æ7@àËêÏßÌ$Ô"Â§ËÖÔ�Á!ÏßÙÚÃ)Î!Ì$Ô¾Ã)Ò�ÙÚËÍÂ§½ßÌ$Â§ËÍÔÙÚÃ)ÛI?!½ßâÖÒïÔ§ËýÊ!Á!ËÍÎ!ËØÎ!ËÖÎ%Á!ÞÖ½ßÂ§:*Á!Ë

E{e(n)x(n)} = 0 k = 0, 1, 2, 3, · · · , M − 1 ÷ ÿ!Æ�ÇK�$úY�Ô�ÙÚÃòËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò9ËÍÔåÞÖÌ$Ò%Ì�ÞÍ½ÀÎ�Ã¦ÞÍÌ$Û×Ì q&± P �%�²h;l�� P �0j�rmq+jn� e j��mj!h�fA±ª�8r�f�r î ó ËÍÔþÁ!ÒªÂ§ËÍÔ§Á!Ï�ÙäÃ)Î%ÌòÎ!½ÀÂ�ËÖÞìÙÚÌòÎ!ËÏÀÃ×Û×½ÀÒ!½ßÛc½\G¨Ã)ÞÍ½Àñ$ÒcÎ!ËÖÏ"ËÖÂ�Â§Ì$ÂãÛ×ËÖÎ!½ßÌcÞÍÁ�Ã)Î!Â�=�ÙÚ½ßÞÖÌ!Æ�üáÃcÞÍÌ$Ò!Î!½ßÞÖ½ßñ$Ò Î%Ë�Ì$ÂéÙÚÌ$¿$Ì)Ò�Ã)ÏÀ½ßÎ�Ã)ÎïËÍÔ�ÙäÃ7?!ÏÀËÍÞÖË�:*Á!ËðËÖÏÊ!Â�Ì�Î%Á!ÞÍÙ§ÌïËÖÔ§ÞÖÃ)ÏÑÃ�ÂåÎ!ËÖÏ ËÖÂ§Â�Ì$ÂþÞÖÌ)Ò£ÏßÌ$ÔàÎ!Ã�ÙÚÌ$ÔþËÍÒ ÏÑÃ¦Ê!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$ÒªËÍÔýÞÍËÖÂ�Ì!î�ËÖÔþÎ%ËÖÞÖ½ßÂÖî):�Á%Ë×ÏÀÃ¦Ô§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃÎ!ËÍÏ�ËÖÂ�Â§Ì$ÂþÒ!ÌõËÖÔéÙ>=öÞÖÌ$Â�Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò�Ã�Î�ÃòÞÖÌ$Ò£ÏÀÌ)ÔþÎ�Ã�ÙÚÌ)ÔÖÆpY�Ï�Ê!Â§½ßÒ!ÞÖ½ßÊ!½ÀÌ¦Î!Ë Ì$Â�Ù§Ì$¿$Ì$Ò�Ã�ÏÀ½ÀÎ!Ã)Î9ËÖÔéÙäÃA?%ÏÀËÖÞÍËa:�Á%ËÏÀÃcÏÀÌ)Ò!¿$½ßÙ§Á!Î°Î%Ë
Jf

M(n)
ËÍÔåÛv�ßÒ!½ÀÛcÃ ÞÖÁ�Ã)Ò%Î!ÌïËÖÏ¾ËÖÂ§Â�Ì$Â

e(n)
ËÍÔþÊ6ËÍÂ§Ê�ËÖÒ!Î%½ÀÞÖÁ%ÏÑÃ)ÂàÃ¦ÏÀÌ$Ô Î�Ã�Ù§Ì$Ô

x(n − i)ÞÍÌ$ÛcÌþÔ�ËÓÌ�?!Ô�ËÖÂ�Ü�ÃØËÖÒ ÏÑÃàô!¿$Á!ÂÚÃþÿ!Æ®��î�Á!Ò�Ãþ½ÀÒ�ÙÚËÍÂ§Ê!Â�ËÍÙÚÃ)ÞÖ½ßñ$ÒÅ¿$ËÖÌ)ÛcâìÙÚÂ§½ßÞ¨ÃåÊ�ËÖÂ�Ûc½�ÙÚËûÌ�?%Ô§ËÖÂéÜ�Ã)Â�:*Á!Ë;ÏÑÃàÔ�ËÖÕ�Ã)ÏËÍÔ�ÙÚ½ßÛ¦Ã�Î�Ã
x̂(n)

Ô�ËòÌ�?%Ù§½ÀËÍÒ!ËòÃ)Ï+Ê!Â�Ì ó ËÖÞìÙäÃ)ÂÅÏÀÃ Ô§ËÍÕ�Ã)Ï7Î!ËÖÔ�Ë¨Ã)Î�Ã x(n)
ËÍÒ ËÖÏ+ËÖÔ�Ê�Ã)ÞÖ½ßÌªÎ!ËòÏßÌ$ÔðÎ!Ã�ÙÚÌ$Ô�Î!Ë

x(n − i)
ÞÖÌ)ÛcÌÅÁ!Ò!Ã×ÞÍÌ$ÛI?!½ßÒ�Ã)ÞÖ½ßñ$ÒïÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã�Ï�Î!ËØâÖÔéÙÚÌ$Ô;ÞÍÌ$Ò ÏßÌ$ÔÓÞÖÌ�ËÍô!ÞÖ½ÀËÍÒ�ÙÚËÖÔ

h(n)
Æ

üáÃ¦Ô§Ì)ÏÀÁ!ÞÍ½Àñ$Ò9Î%Ë?ÏÑÃ×ËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$Ò9Ò!Ì$Â�Û¦Ã�Ï¾Ê�Ã�ÂÚÃ¦ÏßÌ$ÔàÊ�Ã�Â(=)Û×ËÍÙ§Â§Ì$Ô
h(n)

Ô§½ß¿$Ò!½ßô!Þ¨Ã¦ËÍÒ!ÞÖÌ$Ò�Ù§ÂÚÃ)ÂåÁ%ÒªÞÖÌ$Ò�è
J�Á!Ò�Ù§ÌòÎ!Ë�ÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔåÎ!ËÍÏ¾ô�Ï�ÙÚÂ§ÌcÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞìÙÚÌ$Â ÷ ËÍÞÖÁ�Ã�ÞÖ½Àñ)Ò9ÿ!Æ�Ç�ú;ÙÚÃ)Ïp:�Á%Ë?Ûc½ßÒ!½ÀÛ×½ÀÞÍËþËÖÏ"ËÖÂ�Â§Ì$Â ÞÖÁ�Ã)Î%Â(=�Ù§½ÀÞÖÌÛ×ËÖÎ!½ßÌ!îÐÔ§½+ËÖÔéÙÚËcËÖÂ§Â�Ì$Â�ËÍÔ�Û+�ÀÒ!½ßÛcÌïÔ�½À¿$Ò%½ßô�ÞÖÃB:*Á!Ë¦Ô�Ë¨W�Ã Ì�?%ÙÚËÍÒ!½ÀÎ%Ì°Á!Ò�ÃõÛ?Á ó ?!Á!ËÍÒ�Ã°ËÍÔ�ÙÚ½ßÛ¦Ã�ÞÖ½Àñ)Ò Î!Ë
x(n)

Æ

�p�p�p��p�p�p��p�p�p��p�p�p��p�p�p��p�p�p�
�p�p�p��p�p�p��p�p�p��p�p�p��p�p��p�p��p�p��p�p�

h1
e(n)

x(n)

h2

h2x(2)

h1x(1)

x̂(n)

¼ ½À¿)Á!ÂÚÃ?ÿ!Æ®��È V Ì)Ò!Î!½ÀÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËØÌ$ÂéÙÚÌ$¿)Ì$Ò�Ã)Ïß½ÀÎ�Ã)Î
@àËÍÔÚÃ)Â�Â§Ì$ÏßÏÑÃ)Ò!Î%ÌÅÏÑÃÅÔ§Á!ÛcÃ�Ù§Ì$Â§½ÀÃ�Î!ËØÏÑÃÅËÖÞÍÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ÷ ÿ%ÆßÇ¢Ä$úêÊ�Ã)ÂÚÃÅËÍÏ{�ÀÒ!Î!½ßÞÖË m

h(1)rxx(k − 1) + h(2)rxx(k − 2) + h(3)rxx(k − 3) + · · ·

· · · + h(M)rxx(k − M) = rxx(k) ÷ ÿ!Æ�Ç2��úó Ê!Ã)ÂÚÃ k = 1, 2, · · · , M î�Ô�ËØÙ§½ÀËÍÒ!ËØËÖÏÐÔ�½ÀÔ�Ù§ËÖÛcÃ?Û¦Ã0ÙÚÂ§½ßÞÖ½ÀÃ)Ï
����	�
����� ÇK�A< ���������������! 
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rxx(0) rxx(−1) rxx(−2) · · · rxx(M − 1)
rxx(1) rxx(0) rxx(−1) · · · rxx(M − 2)
rxx(2) rxx(1) rxx(0) · · · rxx(M − 3)ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ

rxx(M − 1) rxx(M − 2) rxx(M − 3) · · · rxx(0)

























h(1)
h(2)
h(3)ÆÆÆ
h(M)
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rxx(1)
rxx(2)
rxx(3)ÆÆÆ
rxx(M)













÷ ÿ!Æ�ÇK9$úE"Ì$Â+ÙÚÃ)Ò�ÙÚÌ!î*Ê�Ã�ÂÚÃØÞ¨Ã)ÏßÞÖÁ!ÏÀÃ)Â2ÏÀÌ$Ô2ÞÖÌ�ËÍô!ÞÖ½ÀËÍÒ�ÙÚËÖÔ
h(n)

Î!ËÍÏ�ô!ÏßÙÚÂ�ÌðÊ%Â§ËÖÎ%½ÀÞÍÙ§Ì$Â2Ô§Ë Ê!Á!ËÖÎ%ËàÁ%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)Â�ÏÀÃþËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$ÒÒ!Ì)Â§ÛcÃ)Ï�Ã)Î%ËÖÞÖÁ!Ã)Î�Ã×Ã)ÏÐÊ!Â§ÌA?!ÏÀËÍÛ¦Ã?Î!ËØÏÀÃ?Ê!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)Ò¬W!Ã)ÞÖ½ÀÃ×Ã�Î!ËÖÏÀÃ)Ò�ÙÚË)Æ
üáÃÅËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$Ò Ò%Ì$Â§ÛcÃ)Ï ÷ ÿ!Æ�ÇK9$úêÔ§ËØÊ!Á%ËÖÎ!ËýËÖÔ�ÞÖÂ§½\?!½ÀÂÓËÍÒõëíÌ)Â§ÛcÃ?Û¦Ã�Ù§Â§½ßÞÖ½ÑÃ�Ï6ÞÍÌ$ÛcÌ

Rxh = rx ÷ ÿ!Æ�Ç2<�úó Ô�½ÐËìæ�½ÀÔéÙÚËØÏÑÃ?½ßÒ�Ü$ËÖÂ�ÔÚÃ×Î!ËØÏÑÃ?ÛcÃ�ÙÚÂ�½$GåÎ!ËýÃ)Á�ÙÚÌ�ÞÖÌ$Â�Â§ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔûÎ!Ë Rx

î!Ô�ËþÙÚ½ÀËÍÒ!ËØÏÑÃ?Ô�Ì$ÏÀÁ!ÞÍ½Àñ$Ò
h = Rx

−1rx ÷ ÿ!Æ�Ç¢ø�úó ËÍÏÐËÖÂ�Â§Ì$ÂÓÛ×ËÖÎ!½ßÌÅÞÖÁ�Ã�Î!Â(=�Ù§½ÀÞÍÌ×Û+�ÀÒ%½ÀÛ×Ì
Jf

M−min(n) = rxx(0) − rT
xRx

−1rx = rx(0) − rT
xh ÷ ÿ!Æ®�AD�úÎ!Ì)Ò!Î!ËØËÖÏÐÔ�Á,?,�ÀÒ%Î!½ÀÞÍË�s Ô§½ß¿$Ò!½�ô�Þ¨Ã?ÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�Ê!Á!ËÖÔéÙäÃ%Æ

wyx T�Q}UO�| � |pOm�+|pO«S � P � � x }UÐ�|�O � Íp�2TÜz�T xKx OmS � z�}8T��pO��IºüáÃþÛcÃ�ÙÚÂ�½$GÓÎ!ËãÃ)Á%Ù§Ì�ÞÍÌ$Â§Â�ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßñ$Ò º ËÖÔ+Ô§½ÀÛ×âÍÙ§Â§½ßÞ¨ÃåÌyW!ËÖÂ�Ûc½�ÙÚ½ÑÃ�Ò�ÃåËÖÒ×ËÖÏ�Þ¨Ã�Ô§ÌýÞÖÌ$Û×Ê!ÏÀË�J�Ì!î$ËÍÔ+Î%ËÖÞÖ½ßÂÖî
:*Á!Ë º��

RT î�ËÍÒ�ÙÚÌ$Ò!ÞÍËÖÔûÔ�Á!Ô7Ü)ËÖÞìÙÚÌ$Â�ËÖÔûÞÖÃ)ÂÚÃ)ÞìÙÚËÍÂ��ÀÔéÙÚ½ßÞÖÌ$Ô+Ô§Ì$ÒcÌ$Â�Ù§Ì$¿$Ì$Ò!Ã)ÏÀËÍÔÖî�Ô§½ � ËÍÔêÁ!Ò!ÃðÛcÃ�ÙÚÂ�½$GÎ%ËØÜ)ËÖÞìÙÚÌ$Â�ËÖÔãÞ¨Ã)Â§Ã)ÞÍÙ§ËÖÂ��ßÔ�Ù§½ÀÞÖÌ)ÔÓÎ!ËØÏÑÃ?ÛcÃ�ÙÚÂ�½$G º î%ËÖÒ�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔ
QT

mQn = 0
b ÿ!ÇCd Æ

` ½"ÏÀÃcÛcÃ�ÙÚÂ�½$G º ËÍÔåÂ§ËÖÃ)Ï ó Ô�½ÀÛ×âÍÙ§Â§½ÀÞÖÃ%î!ÙÚÌ�Î!Ì$ÔãÔ§Á%ÔàÜ�Ã)ÏÀÌ$Â�ËÖÔãÞ¨Ã)Â§Ã)ÞÍÙ§ËÖÂg�ÀÔ�Ù§½ÀÞÍÌ$Ô Î%Ë�?�ËÖÒªÔ§ËÍÂàÂ�Ë¨Ã)ÏßËÖÔàÌ½ß¿$Á�Ã)ÏßËÖÔÓÃÅÞÍËÖÂ§ÌBb ÿ!Ç�d Æ
üáÃ ÛcÃ�ÙÚÂ�½$G"� Î!ËBÜ$ËÍÞÍÙÚÌ)Â§ËÖÔ£Þ¨Ã�ÂÚÃ)ÞìÙÚËÖÂg�ÀÔéÙÚ½ÀÞÍÌ$Ô9Ê!Á%ËÖÎ!Ë Ô§ËÍÂªÒ!Ì$Â�Û¦Ã)Ïß½$GÖÃ)Î�Ã%î;Î!ËBÙÚÃ)ÏðëíÌ$Â�Û¦ÃÞ:�Á%Ë
QQT = I

b ÿ%Ç�d Æ
E¾Ã)ÂÚÃªÊ!Â�Ì�ÞÍËÖÔ�Ì$ÔcËÍÔ�ÙÚÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Â�½ÀÌ$ÔÅÏÀÃ9Û¦Ã�Ù§Â§½\G º ËÖÔ×Î!ËÖÏûÙ§½ÀÊ�Ì«s¾Ì�ËÖÊ!Ïß½ßÙ�G)î«ËÍÔ�ÙÚÌ£ËÖÔÍîu:�Á%ËöÙ§Ì�Î%Ì$Ô ÏÀÌ$ÔËÍÏÀËÍÛcËÍÒ*Ù§Ì$ÔÓÎ!ËØÞ¨Ã�Î�Ã×Î%½ÑÃ)¿$Ì)Ò�Ã)Ï�Ô�Ì$Òõ½À¿$Á�Ã�ÏÀËÖÔ�b�ÇK�Kd Æ
üáÃ Û¦Ã0ÙÚÂ§½\G º ËÍÔ Ê�Ì$Ô�½ßÙÚ½�Ü�Ã)ÛcËÍÒ�ÙÚËþÎ!Ëìô�Ò!½ÀÎ!Ã%î�½ÀÛ×Ê!ÏÀ½ßÞ¨ÃI:*Á!ËýÞÖÁ!Û×Ê!ÏßËýÞÍÌ$Ò

xTRx > 0
Ê�Ã)Â§Ã×ÞÍÁ�Ã)Ï�è

:*Á!½ßËÖÂûÜ)ËÖÞÍÙ§Ì$Â
x
Æ

V Á!Ã)Ò!Î!ÌõÏÀÌ$ÔþËÍÏÀËÍÛcËÍÒ*Ù§Ì$ÔþÎ!Ë Á!Ò Ü$ËÍÞÍÙÚÌ)ÂðÎ!ËÍÏ�Ê!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§ÌõËÖÔéÙäÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò�Ã�Â§½ÀÌïËÍÒ ÌA?!Ô§ËÍÂ�Ü�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò£Ô§Ì$Ò Ã)Â§Â�Ëìè¿)ÏÑÃ)Î!Ì)ÔêËÖÒïëíÌ$Â�Û¦Ã��Z?�Ã)ÞK)��êÃ)Â§Îm�äî!ËÍÏ�ËÍëíËÍÞÍÙÚÌ ËÍÔãËC:*Á!½ßÜ�Ã)ÏßËÖÒ�ÙÚËþÃÅÏÀÃðÙÚÂ§Ã)Ò!Ô§Ê�Ì$Ô�½ÀÞÖ½ßñ$ÒòÎ!ËØÏÀÃ�Û¦Ã0ÙÚÂ§½\GàÎ!ËÃ�Á%ÙÚÌ�ÞÖÌ$Â�Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½Àñ$Ò«b ÇK�!d Æ
����	�
����� ÇK�)ø ���������������! 
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üáÃàÛcÃ�Ù§Â§½$G
Rp+1

Î!ËêÌ$Â§Î!ËÍÒ
p+1

Ê�Ã)Â§ÃàÁ!ÒÅÊ!Â�Ì�ÞÍËÖÔ�ÌþËÖÔ�ÙÚÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Â�½ÀÌ Ô§ËÓÊ!Á!ËÍÎ!ËÓËÖÔ�ÞÖÂ�½$?!½ßÂ ËÖÒ?ëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$ÒÎ%ËýÏÀÃ?Û¦Ã0ÙÚÂ§½\G
Rp

Î!ËØÌ$Â§Î%ËÖÒ
p
b�ÇK�Kd Æ

�����n��� � ¡�¢ £¥¤ ¦¨§¥© ª«¢ ª�¬�®¢°¯±®¢ ²±§¥¦¨¦³§�© ª&£¥§¥ª±¢ ¤ £R´µ¢ £·¶¹¸n²º¢ £�¸�¤ »�¬�¸¼®½¢ ¾¼®¢ ¿�§ÁÀ ¸
üáÃªÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)Ò Ïß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï ó ËÍÏÓÛcÌ�Î!ËÍÏÑÃ)Î!Ì Ã�Á%ÙÚÌ$Â�Â§ËÍ¿$Â§ËÍÔ§½ßÜ)Ì ÷ Ý � ú�Î!ËöÁ!Ò Ê!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§Ì Ã)ÏÀËÖÃ�ÙÚÌ$Â�½ÀÌªËÍÔ�Ù>=�Ò

�ßÒ*Ù§½ÀÛcÃ)Û×ËÖÒ�ÙÚË Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò!Ã)Î!Ì$ÔÍÆ V Ì)Ò!Ô§½ßÎ!ËÖÂ§Ã)Ò!Î!Ì9Á%ÒBÊ!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§ÌªËÍÔ�ÙäÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)Â§½ßÌ
x(n)

:�Á%ËòËÖÔ?ÏÀÃ ËÍÒ*Ù§ÂÚÃ)Î!ÃªÃÁ!Òöô�Ï�ÙÚÂ§ÌÅÙ§ÂÚÃ)Ò!ÔéÜ$ËÍÂ§ÔÚÃ�Ï¾ÞÍÌ$ÒõëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò Î%ËØÙ§ÂÚÃ)Ò%Ô�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ
A(z)

î�ÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ
ai ó Ô§Ã)ÏÀ½ßÎ�Ã v(n)

Î!ËÖÏÐÙÚ½ßÊ6ÌÂ�Á!½ÀÎ!Ì�?!ÏÀÃ)Ò!ÞÍÌõÞÍÌ$Ò£ÛcËÍÎ!½ÑÃïÞÖËÍÂ§Ì ó Ü�Ã)Â§½ÀÃ)Ò,G¨Ã σ2 îÐÊ6Ì$ÂþÔ�Á!ÔýÞ¨Ã)Â§Ã)ÞÍÙ§ËÖÂ��ßÔ�Ù§½ÀÞ¨Ã�ÔðÃ�Ï«ô�ÏßÙ§Â§Ì A(z)
Ô§Ë×ÞÖÌ$Ò%Ì�ÞÍËÞÍÌ$ÛcÌÃÂ ± e �(j H ±5fAh�ß�àªq�f�rmjn� î ó Ô§ÁõëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËþÙÚÂ§Ã)Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ ËÍÔ�Ù(=×Î�Ã�Î�Ã×Ê�Ì$Â

A(z) = 1 +

M
∑

i=1

aiz
−i =

V (z)

X(z) ÷ ÿ!Æ®��Ç�úËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔ;ÏÑÃ?Â�ËÖÔ§Ê%Á!ËÖÔéÙäÃ×Ã)Ï�½ßÛcÊ!Á%ÏÀÔ§Ì
h(n)

Î%ËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ�ÌI?!ÏÑÃ�Ò,:*Á!Ë¨Ã)Î%Ì$ÂÓËÖÔÓÎ!Ë rAà,�gfml����!h Â h#� e fRÄ4ÅkÆ ÞÍÌ$Û×ÌÔ�ËýÛ�Á!ËÖÔéÙÚÂÚÃ ËÖÒõÏÑÃ�ô!¿$Á!ÂÚÃÅÿ!ÆÑ�%Æ
E¾Ì)ÂûÌ)ÙÚÂ�Ì�ÏÀÃ)Î!Ì?Ô�ËåÊ!Á!ËÍÎ!ËåÌ�?%Ù§ËÖÒ!ËÍÂûÁ!ÒïÛ×Ì�Î%ËÖÏÀÌðÞÖÌ$Ò¦Á!Ò�Ã?Ô§ËÍÕ�Ã)Ï

x(n)
ÞÖÌ$Û×Ì�ÏÀÃðÔ§Ã)ÏÀ½ßÎ�Ã ó Á!Ò�Ã�Ô�ËÖÕ�Ã�ÏÎ!ËàÂ§Á!½ßÎ!ÌI?!ÏÀÃ)Ò!ÞÖÌ

v(n)
ÞÍÌ$Û×Ì?ÏÑÃ�ËÍÒ�ÙÚÂÚÃ�Î�Ã%î%ËÍÔ�Ù§Ì×Ô�½À¿$Ò%½ßô�ÞÖÃ�Á!ÒïÔ§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃ?½ÀÒ�Ü$ËÍÂ§Ô§Ì×Ã)Ï�ô�Ï�ÙÚÂ§Ì�?!ÏÑÃ)ÒH:�Á%Ë¨Ã)Î!Ì)ÂÞÍÌ$Ò Â§ËÖÔ�Ê!Á!ËÍÔ�ÙäÃ Ã)Ï ½ßÛcÊ%Á!ÏÀÔ�Ì

g(n)
Î!Ë rAà'�gfml����!h �²h Â h#� e f Æ V Ì)Ò!Ô§½ßÎ!ËÖÂ§Ã)Ò!Î!ÌöÁ!Ò Ô§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃïÙ§½ÀÊ�Ì����Z��Ô§ñ$ÏßÌÊ�Ì$ÏÀÌ%î�ÞÍÌ$Û×Ì¦Ô§Ë�Ì�?!Ô§ËÍÂ�Ü�ÃòËÖÒªÏÀÃ×ô�¿)Á!ÂÚÃ¦ÿ%ÆÖ9v:*Á!Ë?ÙÚÃ)ÛI?!½ßâÖÒ Ô§Ë?ÏßË�ÞÖÌ)Ò!Ì�ÞÍË?ÞÖÌ)ÛcÌ fAà e jn�%�>q����(q>i��ÈÇAjÊÉÌËÃÆ Í îÞÍÌ$ÒïëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒõÎ!ËØÎ!ËÖÒ!Ô�½ÀÎ�Ã�ÎõÎ%ËýÊ�Ì)Ù§ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ

Sx(z) =
σ2

∏M
i=1(1 − αiz−i)(1 − α∗

i z) ÷ ÿ!Æ®���$úÎ!Ì)Ò!Î!ËØÏÀÌ$ÔÓÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ
αi
Ô§Ì)Ò ÏßÌ$ÔÓÊ6Ì)ÏÀÌ$ÔûÎ%ËÖÏáÔ§½ßÔ�ÙÚËÍÛ¦Ã ó |αi| < 1

Ê�Ã)Â§Ã?ÙÚÌ�Î�Ã
i
Æ

@àËÍÏÐÔ§½ÀÔéÙÚËÍÛ¦Ã ¼��Z�Øî%Ô�½ÐÏÑÃ�ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËþÙ§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ
A(z)

ËÖÔ;Î!Ëåë�Ã)Ô�ËØÛv�ßÒ!½ÀÛcÃðËçæ%½ßÔ�Ù§ËýÔ�Áö½ÀÒ�Ü$ËÍÂ§ÔÚÃ�î
ó Ô�½ÐÎ!ËÍô!Ò!½ÀÛ×Ì$Ô;Ã)Ï�Ô�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃÅ½ÀÒ�Ü$ËÍÂ§Ô�ÌcÞÍÌ$ÛcÌ

G(z) =
1

A(z)
=

X(z)

V (z)
=

1
∏M

i=1(1 − αiz−i)
=

1

1 +
∑M

i=1 aiz−i ÷ ÿ!Æ®�)Ä�ú
Y�Ò�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔãÏÀÌ)ÔÓÞÖÌ�ËÍô�ÞÍ½ÀËÖÒ�Ù§ËÖÔ

ai
Î!ËýÃ)Û�?6Ì$ÔÓÔ�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃ)ÔÓÔ�Ì$Ò ÏßÌ$ÔÓÛ×½ÀÔ§Û×Ì$ÔÍÆ

@àËöÏÑÃ�Ô?ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ ÷ ÿ!Æ®�)Ä�úìî ÷ ÿ!Æ®��Ç�ú ó Î!ËöÁ!Ò ÛcÌ�Î!ËÍÏÀÌªÃ)Á�ÙÚÌ$Â�Â§ËÖ¿)Â§ËÖÔ�½ßÜ)Ì£ÞÍÌ$Û×Ì£Ô�ËïÌ�?!Ô�ËÖÂ�Ü�Ã ËÖÒ ÏÑÃô�¿)Á!ÂÚÃÅÿ!Æ®9?Ô§ËØÊ!Á!ËÍÎ!ËÖÒ Ì�?%ÙÚËÍÒ!ËÖÂãÏÑÃ�ÔûËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔ ËÍÒ Î!½�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)ÔÓËÍÒ ËÍÏÐÎ!Ì$Û×½ÀÒ!½ßÌ?Î!ËÖÏ�Ù§½ÀËÍÛcÊ�Ì
x(n) + a1x(n − 1) + a2x(n − 2) + a3x(n − 3) + · · ·+ aMx(n − M) = v(n) ÷ ÿ!ÆÖ�0ÿ*úÎ!ËÍÔ§Ê�ËZJ§Ã)Ò%Î!Ì

x(n)

x(n) = −a1x(n − 1) − a2x(n − 2) − a3x(n − 3) − · · · − aMx(n − M) + v(n) ÷ ÿ!ÆÖ�A�$ú
����	�
����� Ç¢Ä�D ���������������! 
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a0

+

n−1 n−1 n−1

ÎMÎMÎÎMÎMÎÎMÎMÎÎMÎMÎÎMÎMÎ
ÏMÏÏMÏÏMÏÏMÏ
ÏMÏ ÐMÐMÐÐMÐMÐÐMÐMÐÐMÐMÐÐMÐMÐÐMÐMÐ

ÑMÑÑMÑÑMÑÑMÑ
ÑMÑÑMÑ

ÒMÒMÒÒMÒMÒÒMÒMÒÒMÒMÒÒMÒMÒÒMÒMÒ
ÓMÓÓMÓÓMÓÓMÓ
ÓMÓÓMÓ

ÔMÔÔMÔÔMÔÔMÔ
ÔMÔ
ÕMÕÕMÕÕMÕÕMÕ
ÕMÕ

ÖMÖMÖMÖMÖÖMÖMÖMÖMÖ×M×M×M×M××M×M×M×M×

ØMØØMØØMØØMØ
ØMØ
ÙMÙÙMÙÙMÙÙMÙ
ÙMÙ

ÚMÚMÚMÚÛMÛMÛ

a
Ma1 a2 aM−1

x(n)  

x(n)
v(n)

¼ ½ß¿$Á!Â§Ã?ÿ!Æ®��È�¼ ½ÀÏ�ÙÚÂ�ÌI?!ÏÑÃ�Ò,:*Á!Ë¨Ã)Î%Ì$ÂÓÊ�Ã)Â§Ã×ËÍÏáÃ)Ò�=)Ïß½ÀÔ§½ßÔêÎ!ËÍÏÐÊ!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§Ì Ý �

n−1

n−1

n−1

Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%Ü%ÜÝ%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%Ý%ÝÞÞÞÞÞß
ßßßß

à%àà%àà%àà%àà%àáááááââ
ââââãã
ãããã

ä%ä%ää%ä%ää%ä%äå%å%åå%å%åå%å%å
æ%æ%æ%ææ%æ%æ%ææ%æ%æ%æç%ç%çç%ç%çç%ç%ç

è%è%è%èè%è%è%èè%è%è%èé%é%éé%é%éé%é%é

ê%ê%êê%ê%êê%ê%êë%ë%ëë%ë%ëë%ë%ë

−a2

−aM

+

−a1

−aM−1

x(n)v(n)

¼ ½ß¿$Á!ÂÚÃ?ÿ%ÆÖ9�ÈªE�Â�Ì�ÞÍËÖÔ§ÌcÃ)Á%Ù§Ì$Â§Â�ËÖ¿$Â�ËÖÔ�½ßÜ$Ì%î%ô�ÏßÙ§Â§Ì Î!ËØÔ��ßÒ�ÙÚËÖÔ�½ÀÔ

����	�
����� Ç¢Ä%Ç ���������������! 
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v(n)
ËÖÔ;Â�Á!½ÀÎ!Ìa?!ÏÀÃ)Ò!ÞÍÌ×ÞÍÌ$ÒõÛcËÍÎ!½ÑÃ?ÞÍËÖÂ§Ì ó Ü�Ã)Â�½ÑÃ)Ò,GÖÃ σ2 Æ

Y�Ô�Ù§ËðÊ!Â�Ì�ÞÍËÖÔ�ÌcËÍÔ ÏßÏÑÃ)ÛcÃ)Î!Ì Ë-à e jn���(q����(q>i��ÈÇAjvrmqLjn�grmq&h�ì Ê�Ì$Â�:*Á!ËýËÖÏ�Ü�Ã)ÏßÌ$ÂÓÃ)ÞìÙÚÁ�Ã)Ï
x(n)

Î!ËÍÏáÊ!Â§Ì�èÞÍËÖÔ§ÌÅËÍÔÓÁ!Ò�Ã?Â�ËÖ¿$Â�ËÖÔ§½ßñ$ÒïÎ!ËåÏÀÃ)ÔêÛ�Á!ËÖÔéÙÚÂÚÃ�ÔÓÊ�Ã)ÔÚÃ�Î�Ã)ÔûÎ!Ë
x(n)

Æ!üÐÌ$ÔûÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ
ai

Î%ËåÏÑÃ�ÞÍÌ$ÛI?!½ßÒ�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒÏß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï�Ô�Ì$Ò ÏßÏÑÃ)ÛcÃ)Î!Ì)ÔíP f��ON��¨q e �(j2i�fAà e jn���(q����(q>i��ÈÇAj2i Î!ËÍÏÐÊ!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§Ì
x(n)

Æ
@àËïÏÀÃ°ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ ÿ!Æ®�)Ä�úýÔ§ËïÌ�?!Ô�ËÖÂéÜ)Ã«:*Á!ËïËÍÏûÊ!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§Ì Ý � ËÖÔÅÁ!Ò Ô�½ÀÔ�Ù§ËÖÛcÃ9Î!ËÖÏ7ÙÚ½ÀÊ�Ì°Ù§Ì�Î!ÌªÊ�Ì$ÏßÌ!î

ó Ê�Ã)Â§Ã¨:*Á!ËÅÔ§ËÖÃöËÍÔ�ÙÚÃA?!ÏÀËðÙÚÌ�Î!Ì$ÔàÏßÌ$ÔàÊ�Ì$ÏßÌ$ÔàÎ!ËC?6ËÍÒ ËÖÔ�ÙÚÃ)ÂåÎ!ËÍÒ�ÙÚÂ§ÌöÎ!ËÍÏ ÞC�ÀÂ§ÞÍÁ!ÏÀÌ¦Á!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌ!î�Ê�Ì$ÂàÙäÃ�Ò*Ù§ÌòÏÑÃëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)Ò
A(z)

Ù§½ÀËÍÒ!ËåÙÚÌ�Î�Ã)Ô;Ô§Á%ÔãÂ§ÃA�ÀÞÍËÖÔ;Î!ËÍÒ*Ù§Â§Ì×Î!ËÖÏÐÞC�ÀÂ�ÞÖÁ!ÏßÌÅÁ!Ò!½ßÙÚÃ)Â§½ßÌ!ÆüáÃ9ÔÚÃ)Ïß½ÀÎ�Ã
x(n)

Ô§ËïÊ!Á%ËÖÎ!ËöÃ)Ê%Â§Ì¨æ�½ÀÛcÃ)Â�ÞÍÌ$ÛcÌ°Á!Ò Ê!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§Ì ËÖÔéÙäÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò!Ã)Â§½ßÌ9ËÖÒ ËÍÏûÔ§ËÍÒ*Ù§½ÀÎ!Ì Ã�ÛcÊ!Ïß½ÀÌ
÷ � `,` úìî�ÏßÌ«:*Á!Ë ½ßÛcÊ%ÏÀ½ÀÞÖÃB:*Á!ËõÏÑÃ9ËÍÒ*Ù§ÂÚÃ)Î!Ã

v(n)
Ô§ËÖÃ£Â�Á!½ÀÎ!Ì�?!ÏÀÃ)Ò!ÞÍÌ!Æ�Y�Ò Ù§ËÖÌ$Âg�ÑÃ9ËÍÏûô�ÏßÙ§Â§Ì Ê!Â§ËÍÎ!½ÀÞìÙÚÌ$ÂÎ!ËýËÖÂ�Â§Ì$ÂãÎ!ËýÌ$Â§Î%ËÖÒ

M
Ê!Á!ËÖÎ%Ë�?!ÏÀÃ)Ò,:*Á!Ë¨Ã�Â ÷ Ê!Â§Ì�Î!Á!ÞÍ½ÀÂ;Á!Ò�Ã×ÔÚÃ)Ïß½ÀÎ�ÃÅÎ!ËýÂ§Á!½ßÎ!Ì+?!ÏÑÃ)Ò%ÞÖÌ*úûÊ�Ã)Â§ÃcÞÍÁ�Ã)Ï$:*Á!½ßËÖÂËÍÒ*Ù§ÂÚÃ)Î!ÃýËÍÔ�ÙäÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)Â§½ÀÃåÂ§ËÍÊ!Â§ËÍÔ§ËÖÒ�ÙÚÃ)Î�ÃðÊ�Ì$Â2ÏÑÃåÔ�ËÖÞÍÁ!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ

x(n), x(n−1), x(n−2), · · · , x(n−M)
ÞÍÌ$ÒÉ Ô�Á%ô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÛcËÍÒ�ÙÚËö¿$ÂÚÃ�Ò!Î!Ë)Æ�Y�Ïê½ÀÒ%ÞÖÂ§ËÍÛcËÍÒ�ÙÚÌªÎ!ËÍÏêÌ$Â�Î!ËÖÒ Î!ËÍÏêÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙÚÌ)Â

M
Â§ËÖÎ%Á!ÞÖËïÏÀÃ°ÞÖÌ$Â�Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½Àñ$ÒËÍÒ*Ù§Â§ËØÛ?Á!ËÍÔ�Ù§ÂÚÃ)ÔãÃ)Î ó Ã)ÞÖËÍÒ�ÙÚËÖÔ Î!ËÖÏÐÊ%Â§Ì�ÞÖËÖÔ�Ì¦Ã�Ê!ÏÀ½ßÞ¨Ã)Î!Ì ÃÅÏÀÃ ËÍÒ�ÙÚÂÚÃ�Î�Ã×Î%ËÖÏ�ô�Ï�ÙÚÂ§Ì%ÆüáÃýÂ�ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßñ$ÒÅËÖÒ�ÙÚÂ�Ë ËÍÏ!ô�ÏßÙ§Â§ÌØÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙÚÌ)Â+Î%ËãËÍÂ§Â�Ì$ÂuW�Ã)ÞÖ½ÀÃØÃ)Î!ËÖÏÀÃ)Ò�ÙÚË ó ËÍÏ�Ê%Â§ËÖÎ%½ÀÞÍÙ§Ì$Â�Û×½ÀÔ§Û×ÌþÔ§Ëã½ÀÏßÁ!Ô�Ù§ÂÚÃËÍÒ¦ÏÑÃ�Ô«ô�¿$Á!Â§Ã)Ô7ÿ%Æ®� ó ÿ!Æ®9�î�Î!Ì$Ò!Î%Ë Ô�Ë Ò!Ì�ÙäÃ�:�Á%Ë ÏÀÃýÏßÌ$Ò!¿$½�ÙÚÁ!ÎÅÎ!Ë;ô�Ï�ÙÚÂ§ÌØÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙ§Ì$Â2Î!Ë ËÍÂ§Â�Ì$Â2ËÖÔêÛcÃ ó Ì$Â2ËÍÒÁ!Ò%Ìy:*Á!ËãËÖÏ�Ê%Â§ËÖÎ%½ÀÞÍÙ§Ì$ÂÖÆ ` ½ÀÒ ËÖÛI?!Ã)Â§¿$Ì%î�Ã)ÛI?�Ì$Ô«ô�Ï�ÙÚÂ§Ì)Ô�Ô§Ì$Ò×Î!Ë;Ì$Â§Î%ËÖÒ

M
î�ËÖÒ�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔêÃ)ÛI?�Ì$Ô�½ÀÒ�Ü)Ì$ÏÀÁ!ÞÍÂÚÃ)ÒÏÀÃ?Ûc½ßÔ§ÛcÃ�Þ¨Ã)Ò�Ù§½ÀÎ�Ã)ÎõÎ!ËØÂ§ËìÙäÃ)Â�Î!Ì$ÔÍÆ

î ¸n²º¢ £�¸%¤í»6¬�¸ �½¢ ¾¼½¢ ¿�§ÁÀ ¸
V Ì$Ò!Ô�½ÀÎ!ËÍÂÚÃ)Ò%Î!ÌªÏÑÃõËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ËÖÒ Î!½�ëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ)Ô ÷ ÿ!Æ®��ÿ*úçî¾Î!Ì)Ò!Î!ËòÔ�Ë¦ÙÚ½ßËÖÒ!ËòÁ%Ò Ô§½ÀÔéÙÚËÍÛ¦Ã ` ü{��s�@ Ô�ñ$ÏÀÌÊ�Ì$ÏÀÌ)Ô«Î!Ë;Ì$Â§Î%ËÖÒ

M
î�ËÖÔ2Î!ËÍÞÖ½ÀÂ

A(z) = 1/G(z)
î$Ô�½

A(z)
ËÖÔ2Î!Ë¼C f!i2q`�Rï²h#���+f î ó Ô§½ v(n)

ËÖÔ2Á!Ò×Ê!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§ÌÎ!ËØÂ�Á!½ÀÎ!ÌL?%ÏÑÃ)Ò!ÞÍÌL� `,` î�ÞÖÌ)Ò Û×ËÖÎ!½ÀÃ?ÞÖËÍÂ§Ì!î�ËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔàÔ�ÁõëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$ÒöÎ!ËýÃ)Á%ÙÚÌ�ÞÖÌ)Â§Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½Àñ$Ò¦ËÖÔ�Ù(=×Î%ËÍô�Ò!½ßÎ�Ã
rvv(l) = σ2

vδ(l) ÷ ÿ!Æ®�A��ú@àÌ$Ò%Î!ËåÏÑÃ�ÔêËÖÞÍÁ�Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔ ÷ ÿ%ÆÖ��ÿ�ú ó ÷ ÿ!Æ®�)Ä�ú�Î!ËÖÔ�ÞÖÂ�½$?�ËÖÒïÁ!ÒïÊ!Â�Ì�ÞÍËÖÔ�Ì Ý � Î!ËåÌ$Â�Î!ËÖÒ
M ÷ Ý � ÷ É9ú�ú+ÞÖÌ)ÒËÍÒ*Ù§ÂÚÃ)Î!Ã

v(n) ó ÔÚÃ�ÏÀ½ÀÎ!Ã x(n)
ÆÐÉ Á%ÏßÙÚ½ßÊ!ÏÀ½ßÞ¨Ã)Ò%Î!ÌÅÏÑÃ×ËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßñ$Ò ÷ ÿ!ÆÖ�0ÿ*ú;Ê�Ì$ÂãÏÑÃ Ô§ËÍÕ�Ã)Ï x(n)

Â§ËìÙÚÂÚÃ�ÔÚÃ)Î�ÃcËÖÒ
m

x(n)x(n − m) + a1x(n − 1)x(n − m) + a2x(n − 2)x(n − m)+

a3x(n − 3)x(n − m) + · · · + aMx(n − p)x(n − m) = v(n)x(n − m) ÷ ÿ!Æ®��9$úÏÀÃÅÃ)Á%ÙÚÌ�ÞÖÌ)Â§Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½Àñ$Ò¦Î!Ë
x(n)

Ô�ËýÊ%Á!ËÖÎ!ËýÎ!Ëìô�Ò!½ÀÂÓÞÍÌ$Û×Ì×ËÍÏ�Ü�Ã)ÏÀÌ$ÂêËÖÔ§Ê�ËÖÂ§Ã)Î!Ì
rxx(l) = E{x(n)x(n − l)} ÷ ÿ!Æ®�A<�úÙ§Ì$Û¦Ã�Ò!Î!ÌÅËÖÏ�Ü�Ã)ÏßÌ$ÂûËÍÔ§Ê�ËÖÂÚÃ�Î!ÌcÎ%Ë ÷ ÿ!Æ®��9$úìî ó Ô§½ x(n) ó v(n)

Ò!Ì ËÖÔéÙ>=)ÒõÞÖÌ$Â�Â§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò�Ã�Î�Ã)ÔÖî%Ô§ËþÙÚ½ßËÖÒ!Ë
rxx(m) + a1rxx(m − 1) + a2rxx(m − 2) + a3rxx(m − 3) + · · · + aMrxx(m − p) = 0 ÷ ÿ!ÆÖ��ø�ú

����	�
����� Ç¢Ä�� ���������������! 
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ËÍÒõëíÌ$Â�Û¦Ã?Ûv=)ÔÓÞÍÌ$ÛcÊ!Ã)ÞÍÙÚÃ
M

∑

i=0

airxx(m − i) = 0 ÷ ÿ%Æ Ä�D$úÃ)Ï+Î!ËÍÔÚÃ)Â�Â§Ì$ÏßÏÑÃ)ÂýËÖÔéÙäÃ��!Ï�ÙÚ½ÀÛcÃïËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$Ò Ê�Ã)Â§Ã°Á!Ò Ì$Â�Î!ËÖÒ
M

Ô�ËòÌ�?%Ù§½ÀËÍÒ!Ë¦Á!Ò Ô�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃ°Î!ËcËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÍÔÃ)Î%ËÖÞÖÁ!Ã)Î!Ì×Ê�Ã)ÂÚÃÅËÍÏÐÞk=)ÏßÞÖÁ!ÏßÌÅÎ!ËØÏÀÌ$ÔÓÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ
a1, a2, · · · , aM

î�Ê�Ã�ÂÚÃ
m = 1, 2, 3, · · · , M Æ

Y�Ò£ëíÌ)Â§ÛcÃòÛ¦Ã�Ù§Â§½ßÞÖ½ÑÃ�Ï¾Ô�Ë Ù§½ÀËÍÒ!Ë ÏÀÌM:*Á!Ë Ô§Ë×ÞÖÌ$Ò%Ì�ÞÍË×ÞÍÌ$Û×ÌïËÖÞÖÁ!Ã)ÞÖ½ßÌ$Ò!ËÖÔýÎ!Ë!ð àm±$q o �LfA±ñJ�q�� b ø7d îub Ç2�Kd î
bÑ���Kd













rxx(0) rxx(−1) rxx(−2) · · · rxx(M − 1)
rxx(1) rxx(0) rxx(−1) · · · rxx(M − 2)
rxx(2) rxx(1) rxx(0) · · · rxx(M − 3)ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ

rxx(M − 1) rxx(M − 2) rxx(M − 3) · · · rxx(0)

























a1

a2

a3ÆÆÆ
aM













= −













rxx(1)
rxx(2)
rxx(3)ÆÆÆ
rxx(M)













÷ ÿ!ÆùÄ%Ç�úËÍÔ�ÙÚÌ;ËÍÔÖî¨ËÍÏ�Ô§½ÀÔéÙÚËÍÛ¦Ã
RMaM = rM ó Ô§½$ÏÀÃûÛ¦Ã�Ù§Â§½\G RM

ËÖÔÐÒ!Ì;Ô�½ÀÒ!¿$Á%ÏÑÃ)ÂÍîÍËçæ%½ßÔ�Ù§Ë+ÏÀÃêÔ§Ì)ÏÀÁ!ÞÍ½Àñ$Ò
aM = R−1

M rM

îÞÍÁ ó ÃÅëíÌ$Â§ÛcÃ?ËÖÔãÔ§½ßÛc½ßÏÑÃ)Â7ÃÅÏÑÃ?ËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒõÒ!Ì$Â�Û¦Ã�Ï�Ì×Î!Ë�� ½ÀËÖÒ%ËÖÂéè�Á Ì$Ê�ë3b ÿ!ÇCd îpb ÇK�!d î{bùÄAD7d Æ
Y�Ò?ËÖÏ�ÞÖÌ)Ò*Ù§Ëìæ�ÙÚÌàÎ!ËíP �(q�r��0l>l����!ha±ª�²h;q�fA± î¢Ô§½

x(n)
ËÍÔ Á!Ò�Ü�Ã)ÏßÌ$Â"Ã)Ï�ÙÚ½ßËÖÛ×Ê6Ì

n ó x̂(n)
ËÖÏ*Ü)Ã�ÏÀÌ$ÂÐËÍÔ�ÙÚ½ßÛ¦Ã�Î!Ì

x̂(n) = −
M

∑

m=1

amx(n − m) ÷ ÿ!ÆùÄ��$ú
x̂(n)

ËÖÔàÏÀÃ×Ê%Â§ËÖÎ%½ÀÞÖÞÍ½Àñ$Ò ÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã)ÏÐÎ%Ë
x(n)

?!Ã)ÔÚÃ)Î%Ì¦ËÖÒ°ÏÑÃ)Ô
M

Û?Á!ËÍÔ�Ù§ÂÚÃ)ÔàÃ)Ò�ÙÚËÖÂ�½ÀÌ$Â�ËÖÔ Î!Ë
x(n) ó ËÍÏáËÖÂ§Â�Ì$ÂÎ!ËØÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$Ò

e(n) = x(n) − x̂(n) ÷ ÿ!ÆùÄ$Ä�úËÍÒ*Ù§Ì$Ò!ÞÍËÖÔãÏÀÌ$ÔÓÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ
am

Û×½ÀÒ!½ßÛc½\G¨Ã)ÒcËÖÏÐËÍÂ§Â§Ì)ÂÓÎ!ËØÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)ÒõÛ×ËÖÎ%½ÀÌÅÞÖÁ!Ã)Î!Â(=0ÙÚ½ÀÞÍÌ ÷ É ` Y+ú
E{e2(n)} = E{[x(n) + x̂(n)]2} ÷ ÿ!ÆùÄ)ÿ*ú@àËÍÒ*Ù§Â§ÌýÎ!ËÖÏ�ÞÖÃ)Û×Ê6ÌØÎ!Ë;½ÀÎ%ËÖÒ�ÙÚ½�ô�Þ¨Ã)ÞÍ½Àñ$ÒÅÎ%ËãÔ�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃ)ÔÍî$ÏÀÌ$Ô�ÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ

am

Â�ËÖÊ!Â�ËÖÔ�ËÖÒ�ÙäÃ)ÒcËÖÏ�Ê!Â�Ì�ÞÍËÖÔ�ÌÝ � ó Ô§Ì$Ò¦ÏÀÌ$Ô7Ûc½ßÔ§Û×Ì$Ô�:*Á!ËåÃ)Ê�Ã)Â�ËÖÞÖËÍÒïËÖÒïÏÀÃðËÖÞÍÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒïÎ!Ë6'+Á!ÏÀËçè6� Ã)Ï*)�ËÖÂÍî�ËÍÒöÃ)ÏÀ¿$Á%Ò!Ì$Ô+ËÍÜ$ËÍÒ�ÙÚÌ$Ô;Ëìæ�½ßÔ�ÙÚËÁ!Ò!Ã ÞÍÌ$Â§Â�ËÖÔ�Ê6Ì$Ò%Î!ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃ Á!Ò!ÌcÃÅÁ!Ò!Ì×ËÖÒ�ÙÚÂ�ËýÔ�½ÀÔéÙÚËÖÛcÃ)Ô;Î!ËØ½ÀÎ%ËÖÒ�ÙÚ½�ô�Þ¨Ã)ÞÍ½Àñ$Ò Ý � ó Ê!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$ÒöÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã�Ï�b ø7d Æ
º�OmS � z�}UÕ)�XOm�)� x O�z�TÜO�¸�z�}8Om�)�kO��Rò�ù���ú0� � ùg��ú

E Ã�ÂÚÃ?ÏÑÃðÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)Ò�W�Ã)ÞÍ½ÑÃ?Ã)Î%ËÖÏÑÃ�Ò*Ù§ËåÔ§Ë-W�Ã)ÒïÁ%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)Î%Ì�ÏÀÌ)ÔêÞÖÌ�ËÍô!ÞÖ½ÀËÍÒ�ÙÚËÖÔ
h(m)

î�Î!Ì$Ò!Î!Ë
p = M

ËÖÔËÍÏ�Ì)Â§Î!ËÍÒ¦Î!ËÍÏ�Ê%Â§ËÖÎ%½ÀÞÍÙ§Ì$ÂÖî*Î!ËÍÏ�Ã)Ò�=)Ïß½ÀÔ§½ßÔ«Î!Ë Ê!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)ÒcÏß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï ó Î!ËÍÏ�Û×Ì�Î!ËÖÏßÌ Ý �UÔ§ËãÊ!Á!ËÖÎ%ËÖÒòÂ�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)Â
����	�
����� Ç¢Ä$Ä ���������������! 
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ÏßÌ$Ô;ÞÖÌ�ËÍô�ÞÍ½ÀËÖÒ�Ù§ËÖÔ
h(m) ó ÏßÌ$Ô;ÞÖÌ�ËÍô�ÞÍ½ÀËÍÒ*Ù§ËÖÔ ap(i)

Æ�üáÃÅëíÁ!Ò!ÞÖ½ßñ$ÒõÎ!ËðÙ§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃcÎ%ËÖÏÐô�ÏßÙ§Â§Ì×Ê!Â§ËÍÎ!½ÀÞìÙÚÌ$ÂÎ!ËØËÍÂ§Â§Ì)Â[W�Ã)ÞÖ½ÀÃ Ã)Î!ËÖÏÀÃ)Ò�ÙÚËþËÍÔ�Ù>= Î�Ã)Î!Ã×Ê�Ì$Â
H(z) =

p
∑

k=0

h(k)z−k ÷ ÿ!ÆùÄ��$ú
ó ÏÀÃ�ëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËþÙÚÂ§Ã)Ò!ÔéëíËÖÂ§ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×Î%ËýÛ×Ì�Î!ËÖÏßÌ Ý � Ü�½ÀÔéÙÚÌ ÞÖÌ)ÛcÌ Á!ÒöÔ§½ßÔ�Ù§ËÖÛcÃ Ïß½ÀÒ!ËÖÃ)Ï�Â�ËÍÙ§Â§Ì�Ã)Ïß½ÀÛ×ËÖÒ�ÙäÃ�Î!Ì

HAR(z) =
1

1 − H(z)
=

1

1 −
∑p

k=0 h(k)z−k ÷ ÿ!ÆùÄ���úÏßÌ$ÔûÞÖÌ�ËÍô!ÞÖ½ÀËÍÒ�ÙÚËÖÔãÎ!ËÍÏ�ô�ÏßÙ§Â§Ì Ê!Â§ËÍÎ!½ÀÞìÙÚÌ$ÂÓÎ%ËýËÍÂ§Â�Ì$Â;ËÖÔ�Ù(=)ÒõÂ§ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Î%Ì$ÔûÞÖÌ)Ò ËÍÏÐÊ!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§Ì Ý �
HAR(z) =

1
∑p

k=0 ap(k)z−k
=

1

Ap(z) ÷ ÿ!ÆùÄ�9$ú
Y�Ô�Ù§Ì�Û?Á%ËÖÔ�Ù§ÂÚÃ�:*Á!Ë ÏÑÃþëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒcÎ!Ë Ù§ÂÚÃ)Ò!ÔéëíËÖÂ�ËÖÒ!ÞÍ½ÑÃðÎ%ËÖÏ�ÛcÌ�Î!ËÖÏßÌ Ý �UËÖÔû½ß¿$Á�Ã)Ï�Ã�Ï�½ßÒ�Ü$ËÖÂ�Ô§Ì?Î%ËàÏÑÃþëíÁ!Ò!ÞÍ½Àñ$ÒÎ!ËðÙÚÂÚÃ�Ò!Ô�ëíËÍÂ§ËÖÒ%ÞÖ½ÑÃòÎ%ËÖÏ¾ô!ÏßÙÚÂ�ÌòÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙÚÌ)ÂåÎ!Ë?ËÍÂ§Â§Ì)Â�W�Ã)ÞÍ½ÑÃòÃ)Î%ËÖÏÑÃ�Ò*Ù§Ë)î6Ê6Ì$Â ÏÀÌ�:*Á!Ë?Ã)Ï Ê!Â�Ì�ÞÍËÖÔ�Ì Ý ��Ô�ËÅÏÀËÏßÏÑÃ)ÛcÃýëíÂ�ËÖÞÖÁ%ËÖÒ�ÙÚËÍÛcËÍÒ*Ù§ËºÂ ± e �(j	�²hóÇAq��>i2j b Ç¨ÿAd î ó ÏÀÌ)ÔÓÞÖÌ�ËÍô�ÞÍ½ÀËÖÒ�Ù§ËÖÔãÔ§ËØÂ§ËÍÏÑÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò�Ã�Ò

ap(i) =







1, m = 0
−h(m), i = 1, 2, 3, · · · , p
0, m > p ÷ ÿ!ÆùÄ�<�ú

E"Ì$Â¾ÏßÌÓÙäÃ)Ò�ÙÚÌ ËÖÏ�Ã)Ò�=�ÏÀ½ÀÔ�½ÀÔ�Î%Ë7Ê!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$ÒýÏÀ½ßÒ!Ë¨Ã)Ï�Î%Ë7Á!ÒðÊ!Â§Ì�ÞÖËÍÔ§Ì ËÖÔ�ÙÚÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Â�½ÀÌ;ËÖÒðËÖÏ*Ô§ËÍÒ�ÙÚ½ÀÎ%ÌåÃ)Û×Ê!ÏÀ½ßÌ ó ËÖÏÛ×Ì�Î%ËÖÏÑÃ�Î!Ì Ý � Î!Ë;Á!ÒcÊ%Â§Ì�ÞÖËÖÔ�ÌðÊ%Á!ËÖÎ!ËÍÒcÔ�ËÖÂ�Ü�½ÀÔéÙÚÌ$Ô2ÞÖÌ)ÛcÌþÁ!Ò×Ê�Ã)Â�Î%ËãÌ)Ê6ËÍÂÚÃ)ÞÍ½ÀÌ$Ò!ËÍÔ�ÞÖÌ$Û×Ê!ÏßËÖÛ×ËÖÒ�ÙäÃ)Â�½ÑÃ)ÔÍÆ
Ë-h�NA±ª�$i��$i/ô Ã×Ù§ÂÚÃ¨Ü$âÍÔàÎ!ËýÁ!Òõô�ÏßÙ§Â§Ì Ê!Â§ËÍÎ!½ÀÞìÙÚÌ$Â;Î!ËðËÖÂ�Â§Ì$Â;Ô§ÌA?!Â§ËýÁ!Ò�Ã×Ô§ËÖÕ!Ã)Ï

x(n)
� `,` Ô§ËýÊ!Á!ËÖÎ%ËÖÒÞÖÃ)ÏÀÞÍÁ!ÏÑÃ�ÂûÏÀÌ$ÔêÞÖÌ�ËÍô�ÞÍ½ÀËÖÒ�Ù§ËÖÔ

h(n) ó Ê�Ì$ÂûÙÚÃ)Ò�ÙÚÌ ÏÀÌ$ÔÓÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ ap(n)
î ÷ ô�¿$Á!Â§ÃÅÿ!Æ®<$úìÆõ ï²h e q>i��$i/ô ÞÍÌ$Ò!Ì�ÞÖ½ßËÖÒ!Î!ÌýÏÀÌ)Ô+ÞÍÌ�Ëìô�ÞÖ½ßËÖÒ�ÙÚËÍÔ

ap(n)
Ê�Ã)ÂÚÃýÁ!Ò¦Û×Ì�Î!ËÖÏßÌ Ý � ó ÙÚËÍÒ!½ÀËÍÒ!Î!Ì�Â�Á!½ÀÎ%Ì�?!ÏÀÃ)Ò!ÞÍÌÞÍÌ$Û×ÌÅÁ!Ò�Ã Ô§ËÖÕ!Ã)ÏÐÎ!ËØËÖÒ�ÙÚÂ§Ã)Î�Ã Ô§ËþÙÚ½ßËÖÒ!ËØÁ!Ò!Ã Ô�ËÖÕ�Ã�Ï"Î%ËýÔ§Ã)ÏÀ½ßÎ�Ã

x(n)
î ÷ ô�¿$Á!Â§ÃÅÿ!ÆÖ9)úìÆ�;ËÍëíÌ$Â�Û?Á!ÏÀÃ)Ò!Î!Ì ÏÀÃ ËÍÞÖÁ�Ã�ÞÖ½Àñ)Ò Ò!Ì$Â�Û¦Ã�ÏåË ½ßÒ�ÙÚÂ§Ì�Î!Á!ÞÍ½ÀËÍÒ!Î!Ì ËÖÏþÙÚâÍÂ§Û×½ÀÒ!Ì Î!Ë£ÏÑÃ Î!ËÍÂ§ËÍÞ>W�Ã

rxx(i)
ËÍÒ ÏÀÃÔ�Á!Û¦Ã0ÙÚÌ$Â�½ÑÃ

p
∑

m=0

ap(m)rxx(k − m) = 0 k = 1, 2, 3, 4, · · · , p ÷ ÿ!ÆùÄ$ø�úÙÚÃ)ÛI?!½ßâÖÒ°Ô�Ë�Ê!Á%ËÖÎ!Ë?Â�ËÖËÍÔ§ÞÖÂ�½$?!½ßÂàÏÀÃcËÖÞÍÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò9Î%ËÖÏ"ËÖÂ§Â�Ì$ÂàÛ×ËÖÎ%½ÀÌ×ÞÖÁ�Ã)Î%Â(=�Ù§½ÀÞÖÌcÎ!ËÖÏ¾Ê!Â§ËÍÎ!½ÀÞìÙÚÌ$Â§W�Ã)ÞÍ½ÑÃòÃ�Î!ËìèÏÀÃ)Ò�ÙÚËþ½ÀÒ�Ù§Â§Ì�Î!Á!ÞÖ½ßËÖÒ!Î%ÌÅËÖÏ�Ü�Ã)ÏÀÌ)ÂûÎ!Ë
rxx(0)

ËÖÒõÏÑÃÅÔ�Á!Û¦Ã0ÙÚÌ$Â�½ÑÃ%î�ËÖÔãÎ!ËÖÞÍ½ÀÂÓ½ßÒ!½ÀÞÍ½ÑÃ)Ò!Î%Ì?ËÖÏ{�ßÒ!Î!½ÀÞÍËþËÖÒ
m = 0

p
∑

m=0

ap(m)rxx(m) = Jf
p (n) ÷ ÿ!Æ ÿ�D�ú

����	�
����� Ç¢Ä)ÿ ���������������! 
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Ô�ËªÌ�?!Ô§ËÍÂ�Ü�ÃÝ:�Á%Ë Ã�ÛI?�Ã)ÔòÔ�Á!ÛcÃ�ÙÚÌ$Â�½ÑÃ)Ô¦Î!ËÖÏåÏÀÃ)Î!Ì ½\G�:*Á!½ÀËÍÂ§Î!Ì Î%ËªÏÑÃ)ÔïËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½ÀÌ$Ò%ËÖÔ ÷ ÿ%Æ Ä$ø ó ÿ!Æùÿ�D�úcÔ§Ì)Ò½ß¿$Á�Ã)ÏßËÖÔÖî�Ê6Ì)ÂÓÏÀÌL:*Á!ËýÔ§ËØÊ!Á!ËÍÎ!ËÖÒ ËÖÔ§ÞÍÂ§½\?!½ÀÂÓËÍÒ Á!Ò!Ã×ËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒöÎ!ËØÌ$Â�Î!ËÖÒ
p

p
∑

m=0

ap(m)rxx(k − m) =

{

Jf
p (k), k = 0

0, k = 1, 2, 3, · · · , p ÷ ÿ!Æ ÿ!Ç�ú
Y�Ô�ÙÚÃ��!Ï�ÙÚ½ßÛ¦ÃåËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒcËÖÔ+ÞÖÌ$Ò%Ì�ÞÍ½ÀÎ�ÃØÞÖÌ$Û×ÌýÏÑÃ q>l&à,fml����!h�h;jn�%�+fA±�fAà,�¨q&h e f�r�f P f��gf P �(q�r��0l>l����!hM±ª�²h;q�fA±FHfml��8f�f�rmq&±5fAh e q Æ

Y�ÒõëíÌ)Â§ÛcÃ?Û¦Ã�Ù§Â§½ßÞÖ½ÑÃ�Ï
[

rxx(0) rT
x

rx Rp

] [

1
−h(n)

]

=

[

Jf
p

0

]

÷ ÿ!Æ ÿF�$ús¾Ã)ÛI?!½ßâÖÒ ËÖÏÓËÖÂ�Â§Ì$Â Î!ËõÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÖ½ßñ$Ò ÏÀ½ÀÒ%Ë¨Ã)Ï�W�Ã)ÞÖ½ÀÃ Ã�Î!ËÖÏÀÃ)Ò�ÙÚË ÷ ËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ÿ!Æ ÿ�D�ú�Ô�Ë Ê!Á%ËÖÎ!Ë ËÖÔ§ÞÍÂ§½\?!½ÀÂÞÍÌ$ÛcÌ
ef

p(n) =

p
∑

m=0

ap(m)rxx(n − m) ÷ ÿ!Æ ÿ�Ä�ú
Y�Ô�ÙÚÃ ËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$Ò ËÖÔýÞÖÏÀÃ)ÂÚÃ)Û×ËÖÒ�Ù§Ë×Á%Ò�Ã Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½Àñ)Ò£ËÍÒ�ÙÚÂÚÃ�Î�Ã÷ö�Ô§Ã)ÏÀ½ßÎ�ÃM:�Á%Ë¦ÏÀÏßËÍÜ�ÃöÃõÁ%Ò�Ã ËÍÔ�ÙÚÂ�Á!ÞÍÙ§Á!ÂÚÃõÙÚÂÚÃ�Ò!ÔéèÜ)ËÖÂ§Ô§Ã)Ï�ËÖÒªëíÁ!Ò%ÞÖ½Àñ)ÒªÎ!ËÅÏÀÌ$ÔàÊ�Ã)Â(=�ÛcËìÙÚÂ§Ì)Ô

ai
î�ÞÍÁ ó ÃöÔÚÃ)Ïß½ÀÎ�ÃcËÖÔ ef

p(n)
ÏÀÏÀÃ)ÛcÃ)Î�Ã0Â ± e �(j¬rmq P �(q�r��0l>l����!hÏrmq

q��%�(jn� Æ
E Ã�ÂÚÃªÁ!Ò Ê!Â§ËÍÎ!½ÀÞìÙÚÌ$Â�Î!ËïÌ$Â§Î%ËÖÒ

p
î¾ÏÑÃ9Ô§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃªÎ!ËöÞÖÌ�ËÍô�ÞÍ½ÀËÖÒ�Ù§ËÖÔÅÎ!ËÍÏûô�ÏßÙ§Â§Ì9Ê!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙ§Ì$Â?Î!ËïËÍÂ§Â§Ì)Â

ap(i) ó ÏÀÃ?ËÖÒ!ËÍÂ§¿��ÀÃ Î%ËÖÏ�ËÍÂ§Â§Ì)ÂãÎ%ËþÊ!Â§ËÍÎ!½ÀÞÍÞÖ½Àñ)Ò Jf
p (n)

ËÍÔ�Ù(=)Ò Â�ËÖÏÀÃ)ÞÖ½ßÌ$Ò�Ã)Î!Ì)ÔûÊ6Ì)ÂÓÏÑÃ?Ô§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃ×Î%ËðÃ�Á%ÙÚÌ�èÞÍÌ$Â§Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½Àñ)Ò
rxx(i)

Ã)Ï�Ì$Â§Î%ËÖÒ
p+1

î$ËÍÔêÎ!ËÍÞÖ½ßÂÖî�ÏÑÃþËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒcÒ!Ì$Â�Û¦Ã)Ï!Ã)Á!Û×ËÖÒ�ÙäÃ)Î!Ã%ÆFY�Ï�Û×Ì�Î!ËÖÏßÌ Ý � ËÖÔéÙ>=Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½ÀÌ)Ò�Ã)Î!ÌcÃ¦ÏÑÃ×Ô§ËÍÞÖÁ!ËÍÒ!ÞÖ½ÀÃöÎ%ËÅÃ)Á%Ù§Ì�ÞÍÌ$Â§Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½Àñ)Ò Î!ËÍÏ Ê!Â�Ì�ÞÍËÖÔ�ÌòÊ6Ì)ÂàÏÑÃ×ËÖÞÍÁ�Ã)ÞÖ½ßñ$ÒªÒ!Ì$Â�Û¦Ã�Ï¾Ã�Á!ÛcËÍÒ�ÙäÃ0èÎ�Ã�î"ËÍÔ�ÙÚÃ°ËÖÔéÙÚÂ§Á%ÞÍÙÚÁ%ÂÚÃ°Î!ËÍÏ7Û×Ì�Î!ËÖÏßÌ Ý � ËÍÔ?Â§ËìëíËÖÂ�½ÀÎ!ÌõÞÖÌ$Û×Ì°ÏÀÃõËÍÞÖÁ�Ã�ÞÖ½Àñ)ÒBÎ!Ë·'+Á%ÏÀËìè0�BÃ�Ï*))ËÍÂ�:�Á%ËcÙÚ½ßËÖÒ!ËÁ!Ò!Ã ËÍÔ�Ù§Â§Á!ÞìÙÚÁ!Â§Ã ÛcÃ�Ù§ËÖÛv=�ÙÚ½ßÞ¨Ã�½ß¿$Á�Ã)Ï6ÃÅÏÑÃ�ËÍÞÖÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒöÒ!Ì)Â§ÛcÃ)Ï�Ã)Á%ÛcËÍÒ*ÙÚÃ)Î�Ã?Ê�ËÖÂ�Ì×ÞÍÌ$ÒöÌ$Â��ß¿$ËÖÒ%ËÖÔûëU�ÀÔ�½ÀÔ�ÞÖÌ$ÔÎ!½�ëíËÖÂ�ËÖÒ�ÙÚËÍÔ�b Ç¨ÿAd Æ
+-,Oøù, l21436587:9;9<7>=@? A:7:?-36B0Aúm8B@9<7:B BSo 1üû0ý

Y�Ò ËÖÔ�Ù§ËöÞ¨Ã)Ô�Ì Ô�ËïÊ!Â§ËìÙÚËÖÒ%Î!Ë ËÍÔ�Ù§½ÀÛcÃ)Â�ÏÀÃ9Û?Á!ËÖÔéÙÚÂ§Ã
x(M − 1)

ÞÖÌ$Ò!Ô�½ÀÎ!ËÍÂÚÃ)Ò%Î!ÌR:*Á!ËïÔ�ËöÞÖÌ$Ò!Ì�ÞÖËïÏÀÃÛ?Á%ËÖÔ�Ù§ÂÚÃcÃ)ÞÍÙ§Á�Ã)Ï
x(n) ó ÏÀÃ)Ô M − 1

Û?Á!ËÍÔ�ÙÚÂ§Ã)Ô Ã)Ò�ÙÚËÖÂ�½ÀÌ$Â�ËÖÔ
x(n − 1), x(n − 2), · · · , x(n − M + 1)

îÏÀÃ?Û?Á!ËÖÔéÙÚÂ§ÃcÃÅËÖÔéÙÚ½ßÛ¦Ã)Â
x̂(n − M)

ËÍÔãÁ%Ò�Ã ëíÁ%Ò!ÞÖ½ßñ$Ò
x̂(n − M) = f(x(n), x(n − 1), x(n − 2), · · · , x(n − M + 1))Ô�½

x(n − M)
ËÍÔÅËÖÏêÜ�Ã)ÏßÌ$ÂðÜ)ËÖÂ�Î�Ã)Î!ËÍÂ§Ì£Î!ËïÏÑÃ°Û�Á!ËÖÔéÙÚÂÚÃ Ã9ËÍÔ�ÙÚ½ßÛ¦Ã�ÂÖî"ËÖÒ�ÙÚÌ$Ò%ÞÖËÖÔ Ô�ËòÙÚ½ÀËÍÒ!ËïÁ!Ò ËÍÂ§Â§Ì)ÂÅÎ!ËÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$Ò�W�Ã)ÞÍ½ÑÃÅÃ�Ù§Â(=)Ô;Î�Ã�Î!Ì Ê6Ì$Â

eb
M(n) = x(n − M) − x̂(n − M) ÷ ÿ!Æ ÿ$ÿ*ú

����	�
����� Ç¢Ä�� ���������������! 
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þ;þ;þþ;þ;þþ;þ;þþ;þ;þþ;þ;þÿ;ÿÿ;ÿÿ;ÿÿ;ÿÿ;ÿ ������������������������������ �������������������������������������������������������������������������������� ���������������������������������������� 	�		�		�		�		�	
�

�

�

�

�

x ( n ) x (n−1) x (n−3)x (n−2) x (n−N+1)

x(n) +
−

a a a aaa 0 1 2 3 M−1 M

n − 1 n − 1 n − 1 n − 1

x̂(n)
ef

M(n)

¼ ½ß¿$Á!ÂÚÃ?ÿ%Æ®<%È,Y2Â�Â§Ì$Â;Î!ËØÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$Ò�W�Ã)ÞÍ½ÑÃÅÃ)Î%ËÖÏÑÃ�Ò*Ù§ËØÞÖÌ$ÒõÊ�Ã)Â�=)ÛcËìÙÚÂ�Ì$Ô
ai

Î!Ì)Ò!Î!Ë
x(n−M)

J�Á!ËÖ¿�ÃýËÖÏ6Ê�Ã)Ê�ËÖÏ�Î!ËàÏÀÃ �(q>i P àªq>i e f+rmq>i2q�f�r�f î
M

½ßÒ!Î!½ßÞ¨ÃØËÖÏ�ÒF�!Û×ËÖÂ�Ì?Î!Ë Û?Á!ËÖÔéÙÚÂ§Ã)ÔûÎ!ËÍÏÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙ§Ì$Â ó ËÖÏÐÔ�Á!Ê�ËÖÂ��ßÒ!Î!½ßÞÖË b
W�Ã�ÞÖ½ÑÃ Ã�Ù§Â(=)ÔÍÆ

�ãÙ§½ÀÏß½$G¨Ã�Ò!Î!ÌòÁ!Ò!ÃöËÍÔ�Ù§Â§Á!ÞìÙÚÁ!Â§Ã Î!Ë Ï$�ßÒ!Ë¨Ã�ÔåÎ!Ë Â§ËìÙäÃ)Â�Î!Ì�s�@åü ÞÖÌ$Û×ÌïËÖÒ£ÏÑÃ¦ô!¿$Á!ÂÚÃöÿ!ÆùøïÔ§½ÀÛ×½ÀÏÀÃ)Â ÃöÁ%Òô�Ï�ÙÚÂ�Ìª¼��Z�Øî«ËÖÏûÜ�Ã)ÏßÌ$Â�ËÍÔ�ÙÚ½ßÛ¦Ã�Î!ÌªÔ§ËöÊ!Á!ËÍÎ!ËöËÖÔ�ÞÖÂ§½\?!½ÀÂ�ÞÖÌ$Û×ÌªÏÑÃ9ÞÍÌ$Ò�Ü$Ì$ÏßÁ!ÞÖ½ßñ$Ò Î!ËïÏÀÌ$Ô�ÞÖÌ�ËÍô�ÞÍ½ÀËÖÒ�Ù§ËÖÔ×Î!ËÖÏÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙ§Ì$Â
b(k) ó ÏÀÃ?Ô§ËÍÕ�Ã)Ï x(n)

ÞÖÌ$ÒöÔ§Á%Ô Â�ËÍÙäÃ�Â§Î!Ì$ÔÍÆ
x̂(n − M) =

M
∑

i=1

b(i)x(n − i + 1) ÷ ÿ!Æùÿ��$ú
E¾Ã)ÂÚÃ9ËÍÒ!ÞÖÌ$Ò�Ù§ÂÚÃ)ÂÅÏßÌ$Ô?ÞÖÌ�ËÍô!ÞÖ½ÀËÍÒ�ÙÚËÖÔ

b(i)
ËÍÒ Ù§âÖÂ�Ûc½ßÒ!Ì$Ô�Î%ËïÏÑÃ°Û×ËÖÎ!½ÀÃ°Î!ËïÏßÌ$Ô�Û+�ÀÒ!½ßÛcÌ)ÔðÞÍÁ�Ã)Î!Â§Ã)Î!Ì$Ô?Ô�ËÊ!Á%ËÖÎ!ËØÁ%Ù§½ÀÏÀ½\G¨Ã)Â7ÏÑÃÅËÖÞÍÁ�Ã)ÞÍ½Àñ$ÒöÒ!Ì$Â�Û¦Ã�ÏÐÃ)Î!ËÍÞÖÁ�=)Ò%Î!Ì$ÏÑÃ Ã)Ï�Ê!Â§Ì�?%ÏÀËÖÛcÃ?Î!ËØÏÑÃÅÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÖÞÍ½Àñ$Ò�W�Ã)ÞÍ½ÑÃÅÃ�Ù§Â(=)Ô

M
∑

m=1

b(m)rxx(m − i) = rxx(M − i + 1) i = 1, 2, 3, 4, · · · , M ÷ ÿ!Æ ÿ���úÎ!Ì)Ò!Î!Ë
rx(m − i)

ËÖÔãÏÑÃ?ÞÍÌ$Â§Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½Àñ)ÒïËÖÒ�ÙÚÂ�ËðÛ?Á%ËÖÔ�Ù§ÂÚÃ)Ô;ËÍÒ ÏÀÃ?Ï$�ÀÒ%Ë¨Ã?Î!ËØÂ§ËìÙäÃ)Â�Î!Ì×Î!ËÍô�Ò%½ÀÎ�ÃÅÊ�Ì$Â
rxx(m − i) = E{x(m − i + 1)x(n − m + 1)} i = 1, 2, 3, 4, · · · , M ÷ ÿ!Æ ÿF9$úó rxx(M − i + 1)

ËÍÔ ÏÀÃ×ÞÍÌ$Â§Â�ËÖÏÑÃ�ÞÖ½Àñ)ÒõËÍÒ�ÙÚÂ§ËýÏÑÃ i2q���fA±prmq>i2q�f�r�f ó ÏßÌ$Ô;Â§ËÍÙÚÃ)Â§Î%Ì$Ô Î%ËðÏÀÃ ËÍÒ�ÙÚÂÚÃ�Î�ÃcÎ�Ã�Î!Ì$ÔÊ�Ì$Â
rxx(M − i + 1) = E{x(n − i + 1)x(n − M)} i = 1, 2, 3, 4, · · · , M ÷ ÿ!Æ ÿ�<�úÎ!ËþëíÌ$Â§ÛcÃ?Ô§½ßÛc½ßÏÑÃ)Â+ËÖÏÐËÍÂ§Â�Ì$Â;ÛcËÍÎ!½ÀÌÅÞÍÁ�Ã)Î!Â�=�ÙÚ½ßÞÖÌ Ûv�ßÒ!½ÀÛ×Ì�Î%ËÖÏÐÊ!Â�ËÖÎ!½ßÞÍÙÚÌ)Â[W�Ã)ÞÖ½ÀÃ Ã�ÙÚÂ�=)ÔÓËÖÔéÙ>= Î�Ã)Î!Ì×Ê6Ì)Â

J b
M(n) = E{|eb

M(n)|2} = rxx(0) −
M

∑

m=1

b(k)rxx(M − m + 1) ÷ ÿ%Æùÿ�ø$ú
����	�
����� Ç¢Ä�� ���������������! 
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�������������������� �������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ������������������������������ ���������������������������������������� ����������������������������������������
x ( n ) x (n−1) x (n−3)x (n−2) x(n−M)

n−1

b b b b b
2 3 4 M−1 Mb1

x (n−M+1)

−
+

n − 1 n − 1 n − 1 n − 1

x̂(n − M)

eb
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rxx(p − m)
F>2U032

m = p
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A}C1E6'g.1YJE�~¨ãä2BY*)UEK0gF>2B032n.1M³VPAsC1EKY-A}2B.<Q3A/0X0@EK,B0@E�~TX*-«/A7;













rxx(0) rxx(−1) rxx(−2) · · · rxx(p − 1)
rxx(1) rxx(0) rxx(−1) · · · rxx(p − 2)
rxx(2) rxx(1) rxx(0) · · · rxx(p − 3)666 666 666 666

rxx(p − 1) rxx(p − 2) rxx(p − 3) · · · rxx(0)

























ap(1)
ap(2)
ap(3)666
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rxx(1)
rxx(2)
rxx(3)666
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\ 416½�/®a`

¯+2U032ÞYZ2ÏTXA/YJ.1IH*JL/MäC1EwYJA/T5IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
ai

C7E¶C1*-jkEH0@EKMaQ@EKThL/0@C7EKM1EHTPEHThM1EKIHEKT32U0@*JA�*-M[Q@0@AsC1.1IH*J0}.7MÐ-M1C1*JIHE¶¬[.1E�*-M1C1*-¬s.7EOEHYDA/0@C7EKM�C7EOYJ2ÞEKIK.12BIK*-L/MÖM7A/0@VW2BY¤q�FdAB0PY-A�¬s.7E�TXE�.7Q@*JY-*Jbc2ÏYJ2ÞM1A/VPEKM1IHYZ2UQ@.1032
am(i)

q>C1ABM1C1E
m
0XEKF10XEKT@EHMaQp2WEHYÎA/0@C7EKMOE

i
EHYÎÐJM1C1*-IKE¿C1EHYÎIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EBq

i = 1, 2, · · · , m 6
Í A/M1TX*JC1EH032BM7C1Ah.1M�F70@AsIKEKTXAhz|{åC1EGæ°çRèyésê

p = 1
q1EKTDC7EKIK*-0Dz|{ \ 8�`�q1EKMaQ@A/M1IKEHTo2UYrC1EKT@2B0@0XA/YJYJ2B0ßYJ2EHIK.>2BIH*JL/MwC1E \ 416^�B®a`ßT@EGIKABM[«s*-EK0XQ@EGEKM

rxx(0)a1(1) = −rxx(1) \ 416^�B9a`
e C7EHm>M1*-EKM1C7AWYJ25IKA/M1TuQp2BMaQ@E K1

C1EGA/0XC1EKM
1

K1 = a1(1) = −rxx(1)

rxx(0)
\ 416^�<8�`

C1ABM1C1E
rxx(0) > rxx(1)

q1EKMaQ@A/M1IKEHT |K1 = a1(1)| < 1e EHYÎEK0X0@A/0DIH.>2BC10@SUQ3*-IKAhF>2B0@2h.7M�EHTXQ3*-V³2UC1A/0�N>2UIK*Z2h2BC7EKYZ2UM[Q@E
P1 = Jf

1 (n) = rxx(0) + a1(1)rxx(−1) = rxx(0)[1 − K2
1 ] \ 416^�/¾/`

C1E�m>M1*-EKM1C1APYZ25EHM1EK0X,/ÐZ2
P0 = rxx(0) \ 416^�B_a`EHM[Q@A/M1IHEKT

P1 = P0[1 − K2
1 ] \ 416^�U4[`
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n−1n−1

n−1n−1n−1

n−1

x(n)

x(n)

x(n) x(n−1)

x(n−1) x(n−2)

x(n−1) x(n−2) x(n−3)

a1(0) a1(1)

a2(2)a2(1)a2(0)

a3(0) a3(1) a3(2) a3(3)

ef
1(n)

ef
2(n)

ef
3(n)

)+*-,/.10@25416-8:¾<;>)+*-Y-Q30XA/TßC7EnF70@EKC7*JIKIH*JL/MwC1EGEH0@0@AB0DN>2BIK*J2h2BC1EKYJ2BMaQ3EUq>A/0@C1EHM
p = 1, 2, 3

=?MÞYZ2vm>,/.10@2³416§8�¾WTXE}A/�1TXEK0u«B2iYJ2W*-VWF1Y-EKVPEKMaQp2UIK*JLBMOC7E}.1MÏm>Y§Q30XA³C1EfF10@EHC1*JIHIK*JLBMÏC1E}EH0@0XA/0oN>2UIK*Z22BC7EKYZ2UM[Q@E¿F>2B0@2v«U2B0X*JA/TDY-A/TDL/0XC1EKM1EHT
p = 1, 2, 3

6
¯+2U032W.7M�VPA<C1EHYJAhC1Enæ°çUèýésê

p = 2
q>zo{ \ ¾/`�q°C1EHT32B0X0@A/Y-YZ2BM1C7APYJ2vEKIK.12BIK*-L/M \ 416^�B®a`�F>2B032 p = 2

T@EQ@*JEKM7E
rxx(0)a2(1) + rxx(1)a2(2) = −rxx(1)

rxx(1)a2(1) + rxx(0)a2(2) = −rxx(2) \ 416^�/]/`
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e .<Q3*JY-*JbK2BM1C1A5EHYJ*-VW*-M>2BIK*-L/MP,a2B.1TXT@*Z2UM>2vF>2B032h0@EHT@A/Y§«/EH0EHYÎT@*-TXQ3EHV³2vC1EGEHIK.>2BIH*JA/M7EKT
K2 = a2(2) = −rxx(2) + K1rxx(1)

rxx(0) − K1rxx(1)
= −rxx(2) + K1rxx(1)

rxx(0)(1 − K2
1)

K2 = a2(2) = −rxx(2) + K1rxx(1)

Jf
1 (n)

= −rxx(2) + K1rxx(1)

P1

\ 416^�B�a`
IK2BYJIH.1YZ2BM7C1A

P1
EKMwjkA/0@VW250@EHIK.10XT@*§«B2

P1 = P0(1 − K2
1) \ 416^�/�/`

F�A/0�Qp2UM[Q@A
a2(1) = K1 + K1a2(2) = a1(1) + K2a1(1) \ 416^�B�a`Q32BV5�1*-�KM¶T@EnF1.1EHC1EGIKA/VPF10XA/�>2B0D¬[.1E

K2 = |a2(2)| < 1
6

¯+2U032h.1Mwæ�çRèýésê
p = 3

q>zo{ \ _a`�q1TXE¿Q3*JEHM1EGEKYÎTX*JTXQ@EKVW25C1EGEKIH.>2BIK*-A/M1EHT
rxx(0)a3(1) + rxx(1)a3(2) + rxx(2)a3(3) = −rxx(1)

rxx(1)a3(1) + rxx(0)a3(2) + rxx(1)a3(3) = −rxx(2)

rxx(2)a3(1) + rxx(1)a3(2) + rxx(0)a3(3) = −rxx(3) \ 416^�B®a`IHA/MwT@A/Y-.1IK*-L/MwF>2B032vY-A/TDIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKT
a3(m)

K3 = a3(3) = −rxx(3) + a2(1)rxx(2) + a2(2)rxx(1)

rxx(0)(1 − K2
1)(1 − K2

2)

K3 = −rxx(3) + a2(1)rxx(2) + a2(2)rxx(1)

P1(1 − k2
2)

\ 416½�/9a`
C1ABM1C1E

P2 = P1(1 − K2
2) \ 416½�78�`

a3(2) = a2(2) + a2(1)a3(3) = a2(2) + K3a2(1) \ 416½�a¾/`
a3(1) = a2(1) + a2(2)a3(3) = a2(1) + K3a2(2) \ 416½�/_a`

e
K1 = a1(1) = −rxx(1)

rxx(0)
\ 416½�B4[`

K2 = a2(2) = −rxx(2) + a1(1)rxx(1)

rxx(0)(1 − K2
1)

\ 416½�a]/`
a2(1) = a1(1) + K2a1(1) \ 416½�/�a`

�+�@�g���t�|� 8c4a_ �g�>�?���K�<�/�R�



�t�J���3 d�P¡1�o�+�J¢¤£¥���:���o�§¦a�¨£¤�U¢©�3�

þoEHY7C1EHT32B0X0@A/Y-YJAt2BMaQ3EK0X*JA/0�T@E�F7.1EKC1EßA/�1T@EH0X«U2B0�¬s.7EDF>2B032EKM1IHA/MaQ30@2B0ÑYJABT�IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
ap(i)

2BYsA/0@C1EHM
p
q>E�À<*JTuQ3EG.1M>2h0@EHYZ2BIH*JL/MwIKABM�Y-A/TDIKAsEHm>IH*JEHM[Q@E

ap−1(i)
2BYÎA/0XC1EKM

p − 1
6°ÿÎA/TxIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKT

Ki

Qp2BV5�7*J�KMTXEnF7.1EKC1EHM�EHT@IK0X*J�1*-0DEKMwjk.1M1IH*JL/MwC1EGYJABTDIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKTt2BYrA/0XC1EKM�2BMaQ3EH0@*JAB0
Ki−1 e ai−1(j)

6
¯�AB0gY-A|Qp2BMaQ@A1q/YZ2UT+jkL/0@V}.1YZ2BT+,/EKM1EH032BY-EKTàT@ExF1.7EKC1EHMWEHT@IK0X*J�1*-0?F>2B0@2GEHY1IcSUYJIK.7YJA¿C1ExEKTuQ3A/TàIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHTF>2U032vL/0@C7EKM1EHT

m
T@.1F�EK0X*JA/0XEKTH6°ÿy2hEKM7EK0@,BÐZ2vC1EKYÎEH0@0XA/0DIK.>2UC103SUQ@*JIHAPT@2UQ3*-TXj©2BIHE¿¬[.1E

P0 ≥ P1 ≥ · · · ≥ Ep

«B2U0@*Z2U�1YJE EKIK.12BIK*-L/M

Km Km = am(m) = −
rxx(m) +

m−1
∑

n=1

am−1(n)rxx(m − n)

Pm−1

am(n) am(n) = am−1(n) + [am−1(m − n)]Km

n = 1, 2, 3, ..., m − 1

Pm Jf
m = Pm = Pm−1[1 − K2

m]

�+2B�7YZ2v416§8/; Ò A/Y-.1IK*-L/M¶C1EGEKIH.>2BIH*JL/MOM1A/0XV³2BYdEKMwjkA/0@VW250@EHIK.10XT@*§«B2
=?TXQ@EÞ2BYJ,BA/0@*§Q3VPAÞEKTiIHA/M1AsIK*JC7AäC1E�ÿýE�«s*JM1TXA/M<~�þt.10@�1*-M e T@EH03SäE�À7F7YJ*JIK2BC1A×IKA/MØVW2 e A/0WC1EHQ32BYJY-E�2IHA/MaQ3*JM[.>2UIK*JLBMr6
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�yA/V³2UM1C1AnEKM³IHA/M1TX*JC1EH032BIH*JL/MPYZ2BTàEHIK.>2BIH*JA/M7EKTßC7EKC1.1IH*JC>2UTlF>2U032fF70@EKC7*JIKIH*JL/MPN>2BIH*Z2n2BC1EHYZ2BMaQ3ExIHA/VWAN>2UIK*Z2v2RQ303SUTKq>C1EGYZ25EHIK.>2UIK*JLBM�M1AB0@VW2BYr2B.7VWEHM[Q32BC>2vF>2B0@2PF70@EKC7*JIKIH*JL/M¶N12BIK*J2P2UC1EKYJ2BMaQ3En2BYrA/0XC1EKM

p

p
∑

m=0

ap(m)rx(k − m) =

{

Jf
p (k), k = 0

0, k = 1, 2, 3, · · · , p \ 416½�a�/`
TXEoF1.1EHC1E|C1EHT32B0X0@A/Y-YZ2B0àF>2U032f.7MiA/0@C7EKM

p− 1 e T@*�YZ2GEKM7EK0@,BÐZ2fVPÐJM7*JVW2|C1EKYdEK0@0XA/0gC1EoF10XEKC1*-IKIH*JL/MWN>2BIK*J22BC7EKYZ2UM[Q@E
Jf

p (k) = Ep−1

q
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rxx(0) rxx(−1) rxx(−2) · · · rxx(1 − p)
rxx(1) rxx(0) rxx(−1) · · · rxx(2 − p)
rxx(2) rxx(1) rxx(0) · · · rxx(3 − p)666 666 666 666

rxx(p − 1) rxx(p − 2) rxx(p − 3) · · · rxx(0)
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\ 416½�/�a`þoEGYJ25EKIK.12BIK*-L/MwM1A/0@VW2BY¸2B.1VPEKMaQp2BC12hF12B032v.1MOF10@AsIKEHT@APC1EGF10@EHC1*JIHIK*-L/M¶YJ*-M1Ec2BYdN>2BIH*Z2h2UQ30@SBTx2BYrAB0@C1EHM
p
TXEnAB�7Q3.7«BA

p
∑

m=0

ap(p − m)rx(m − k) =

{

0, k = 0, 1, 2, · · · , p − 1
J b

p(k), k = p
\ 416½�/®a`

TXE¶F1.1EKC7E�C1EHT32B0X0@A/Y-YZ2B0}2BY�A/0XC1EKM
p − 1 e IKABVWAÞTXEOEHTXQ3SÞQ@032B�12��@2BM1C1A�TXA/�10@E¶.7M>2ÞVW*-T@VW2�«/EHM[Q32BM>2C1EnQ3*-EKVPFdA1q7EKMaQ3A/M7IKEKT¿YJ2PEHM1EK0X,/ÐZ2PVWÐ-M1*JVW25C1EHY�EH0@0@AB0tC1EfF10@EHC1*JIHIK*-L/M�N>2UIK*Z2W2UQ30@SBTT@E}F7.1EKC1E}EKT@IH0@*-�1*J0

J b
p(k) = Jf

p (k) = Ep−1 	 8:��













rxx(0) rxx(−1) rxx(−2) · · · rxx(1 − p)
rxx(1) rxx(0) rxx(−1) · · · rxx(2 − p)
rxx(2) rxx(1) rxx(0) · · · rxx(3 − p)666 666 666 666
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\ 416½®/9a`=ÑjkEKI�Q3.>2UM1C1AÞYZ2OT@.1VW2ÏC1EiYJ2�EHIK.>2BIH*JL/M \ 416½�/�a`nIHA/M \ 416^®B9a`nV5.7Y-Q3*-F1YJ*-Ic2BC12wF�A/0f.1M>2ÏIKABM1TXQ32BMaQ3E Km

q2B.7VWEHM[Q32BM1C1AhEHYÎT@*JTuQ3EHV³2h2BYrAB0@C1EHM
p e j©2BI�Q3A/0X*JbK2BM1C1AvYJ25V³2UQ@0@*-b|C1En2B.7Q@A<IHA/0@0XEKYZ2UIK*JABM1EKT

















rxx(0) rxx(−1) rxx(−2) · · · rxx(1 − p) rxx(−p)
rxx(1) rxx(0) rxx(−1) · · · rxx(2 − p) rxx(1 − p)
rxx(2) rxx(1) rxx(0) · · · rxx(3 − p) rxx(2 − p)666 666 666 666 666

rxx(p − 1) rxx(p − 2) rxx(p − 3) · · · rxx(0) rxx(−1)
rxx(p) rxx(p − 1) rxx(p − 2) · · · rxx(1) rxx(0)
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\ 416½®78�`

YJ2}IKA/M7TXQp2UM[Q@E
∆m

T@*-0X«BE|F>2B0@2v2��X.1TXQ32B0�Y-A/Tß«/EHIHQ@A/0@EHTC7E|EKM1EH0@,/ÐJ25IK.>2UM1C1AvT@E¿*-M1IK0XEKVPEKMaQp25EHY¸A/0XC1EKMwC1EYJ2BT�EKIH.>2BIH*JA/M1EHTK6�� ,/.>2UYZ2BM1C7AvYZ25EKIH.>2BIH*JL/M \ 416½®78�`gIKA/MOYZ25EHIK.>2BIH*JL/MwC1EHYrm>Y-Q@0@AhC1EGF10XEKC1*-IKIK*-L/MwC1E¿EK0X0@A/0N>2UIK*Z2v2UC1EKYJ2BMaQ3EGC1EKT@2B0@0XA/YJYJ2BC>252UYÎA/0@C1EHM
p
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rxx(2) rxx(1) · · · rxx(3 − p) rxx(2 − p)666 666 666 666
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*-,/.>2BYJ2BM1C1APEKY+«BEKI�Q3A/0¿C1E}IKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKT
am(p)

C7EvYZ2³EHIK.>2BIH*JL/M \ 416½®a¾/`IHA/MÞEKY�«/EKI�Q3A/0¿EH¬[.1*-«U2BY-EKMaQ3E5C7EYJ25EKIK.12BIK*-L/M \ 416½®78�`
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EHMOjkA/0XV³25EHT@IK2BYZ2B0DYJ2BTDIKABVWF�A/M1EHM[Q@EKTxC1EGYJABT�«/EKI�Q3A/0XEKTT@En0@EHC1.1IKEn2
ap(m) = ap−1(m) + Kmap−1(p − m) \ 476^®/_/`EHTDC1EKIH*J0Kq7¬s.7EnY-A/TDIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKT
ap(m)

2BYrA/0XC1EKM
p
T@EGF1.1EHC1EKMOIc2UYJIK.7YZ2B0�C7E¿YJA/TDIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT

ap−1(m)2BY¸A/0@C1EHM
p − 1

6þoEG*-,/.>2BY�jkA/0@VW27q1*-,/.>2BYJ2BM1C1A5Y-A/T�«/EHIHQ@A/0@EHTtC1EHYÎYZ2BC7AvC1EK0XEKIpN1AWC1EGYZ2BTDEHIK.>2BIH*JA/M7EKT \ 416½®a¾/` e�\ 416½®78�`
















Ep

0
0666
0
0

















=



































Ep−1

0
0666

∆m













+ Km













∆m

0
0666

Ep−1



































C1EGYJ25F10@*-VWEH0325YJÐ-M1Ec25C7EKYÎT@*-TXQ@EKVW2hC7EnEHIK.>2UIK*JABM1EKTxT@EGQ3*-EKM1E
Ep = Ep−1 + Km∆m \ 416½®B4[`C1EGYJ25ª1Y-Q@*JVW2}YJÐ-M1Ec2

∆m + KmEp−1 = 0 =⇒ ∆m = −KmEP−1 \ 416½®a]/`EHM[Q@A/M1IHEKT
Ep = Ep−1(1 − |Km|2) \ 416½®/�a`��2BV5�1*-�KMhT@EN>2GA/�7Q@EKM1*-C1Af.7MWIKSBYJIH.1YJAGC1ExYZ2¿EHM1EK0X,/ÐZ2GC1EKY>EH0@0XA/0

Ep

2BY>A/0@C7EKM
p
IHA/MW�12BT@Et2nYJ2¿EKM1EH0@,/ÐJ2C1EHY¸EH0@0@AB0D2BY¸AB0@C1EHMw2BMaQ3EK0X*JA/0

p− 1
6<ÿý25EKM1EH0@,/ÐJ2}C1EHYrEK0X0@A/0

Ep

C7EKIK0XEKIHE¿AvFdEH0@VW2BM1IKEo*J,/.>2UYdIHA/M7jkA/0XVWE
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EHYÎA/0@C1EHM�C1EHYÎm>Y-Q@0@AhC1EnF10@EHC1*JIHIK*JLBMOC7EfEH0@0@AB0TXEf*-M1IK0XEKVPEKMaQp2<q>EKTC1EKIH*J0Kq
Ep ≤ Ep−1

6d=?MaQ3ABM1IKEHToC1EGYZ2EHIK.>2BIH*JL/M \ 416½®/�a`yTXE�C1EHC1.1IKEx¬[.1EDY-A/T+IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT?C1ED0@E�>E�À<*JLBM Km

C7EK��EKMvIK.7VWF1Y-*J0yIKA/MhYJ2tIKABM1C1*JIH*JL/M
|Km| ≤ 1

q>EHTXQ3AP,a2B0@2BMaQ3*-bc25YZ25EHTXQ32B�1*JY-*JC>2UC¶C1EKYÎC1*-T@E��1AWC7EKYrm>Y§Q30@AvF70@EKC7*JIHQ@A/0K6
�ié������äésêØèýé������°æ�ç��! ��äæ�èýé�"àé$#%�¥ê��Kæ�ê%&(')�yç�*+�¥ê

=?M}EHTXQp2T@EHIKIK*-L/M}TXElN12tYJY-EK,a2UC1Ax2.7M>2tTXA/YJ.1IH*JL/MG0XEKIK.70@T@*§«U2tC1EgYZ2DEKIH.>2BIH*JL/MnM1A/0XV³2BY¥qcIK. e A/T+2B.7Q3AB0@EKTC1EEKTuQ3Et2BYJ,BA/0@*§Q3VPA|T@A/M³ÿÎEH«s*JM1TXA/M e þt.10@�1*-M 	 8,
¥q 	 8�]�
¤q 	 8:��
¥q 	 ¾B®�
¤6[=?TXQ@E|2BY-,/A/0X*-Q3VPA|.7Q@*JY-*Jbc2 a1(1)
F>2B0@2,/EHM1EK0@2B0

a2(1) e a2(2)
q[IKABM

a2(1) e a2(2)
,/EKM7EK032

a3(1)
q
a3(2) e a3(3) e 2BTXÐ°T@.1IHEKT@*§«U2BVWEHMaQ3EN>2BTXQ32EHYdA/0XC1EKM

p
q<EHTXQ@E|F10@AsIKEHT@A5C7E|0@EHIK.10XT@*JLBMiT@E|V}.1EKTuQ3032fEKM¶YZ2GQp2B�7YZ2f476�¾ e 0XEK¬[.1*JEH0@E|N12B�dEH0ßIK2BYJIH.1YZ2BC7AfYJ2TXEKIK.7EKM1IH*Z2hC1En2B.7Q3AsIKAB0@0@EHYZ2BIH*JL/M

rxx(0), rxx(1), rxx(0), · · · , rxx(p)
6

Í ABM1C1*JIH*JA/M7EKTD*JM7*JIK*J2BYJEHTßF>2U032vEKYÎA/0XC1EKM
m = 0

a0(0) = 1
a0(1) = 0
P0 = rxx(0)

¯+2UT@A/T Í SUYJIK.7YJA/T8
m = 1

K1 = a1(1) = − rxx(1)
rxx(0)

¾
m = 2, 3, ..., p

Km = am(m) = −
rxx(m) +

m−1
∑

n=1

am−1(n)rxx(m − n)

Pm−1

am(n) = am−1(n) + [am−1(m − n)]Km

n = 1, 2, 3, ..., m − 1

Pm = Pm−1[1 − K2
m]

��2B�1YZ2v416^¾<;1ztYJ,/AB0@*-Q@VWAfC1EfÿýE�«s*JM1TXA/M<~�þt.10@�1*-M

�+�@�g���t�|� 8c4[� �g�>�?���K�<�/�R�
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-Hê. :é[ç�/�ç�é0 1��20��3�ê54768���829�
ÿý2�EKIH.>2BIH*JL/M

Pm = Pm−1[1 − K2
m]

Q@*JEHM1EiYZ2OVW*-T@VW2OjkA/0XV³2OV³2RQ3EKVWSUQ@*JIc2wC1E¶YJ2�EKIH.>2BIH*JL/M C1EQ@032BM1TXVW*-T@*-L/MÞC1EPFdABQ@EKM1IH*Z2O2wQ@032c«/�HTfYJ2iQ3EK0XVW*-M>2BIH*JL/M�C1Eh.1M>2O0@EHCäC1EhC1A/TnF1.1EH0XQ@A/TK6yþoEH�1*JC1A�2OEHTXQ322BM12BYJA/,BÐZ27qR2¿YJA/T?IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
Ki

T@EYJEHT?IKA/M1AsIKExIHA/VWA ´p·:² Â ´��¤²�µ>¹ ²p»tºs²;:3²�<x²XÕ����Rµ An¯dz|{ Í áG{ \ ¯dzo{D~Q@*Z2BY Í áG{x0@EHYZ2UQ@*JA/M>` 	 ¾U®�
¥q 	 ¾/¾�
¥q 	 ¾B_=
¥6
=?M³YJ2GF703SBI�Q3*JIK27qaF>2B0@2nEHTXQ@*JVW2B0?YZ2G2B.7Q@A<IHA/0@0XEKYJ2BIK*-L/MhT@EF1.1EKC7Eo.7Q@*JYJ*-bc2B0�.1M³EHTXQ@*JVW2BC1A/0?M1AfT@EHT@,a2BC7A

r̂xx(m) =
1

Lx

Lx−|m|
∑

n=1

x(n)x(n − m) |m| << Lx, m = 0, 1, 2, · · · , Lx \ 416½®a�/`
C1ABM1C1E

Lx
EKTàYZ2tYJA/M1,B*-Q3.7C5C1E

x(n)
q
p << Lx

q e F>2B0@2|EKY7IKSBYJIH.1YJA¿C7Ex2BYJ,/AB0@*-Q@VWAxC1ExÿÎE�«<*-M1T@ABM<~�þo.70@�1*-MTXEoF1.1EHC1Eo0XEKEHVWF1YJ2Bbc2U0
rxx(m)

F�A/0lEHYdEHTXQ@*JVW2BC1A/0
r̂xx(m)

q[EKTuQ3Av2UT@EK,B.1032n¬s.7E|YZ2¿«U2B0@*J2BM1bc2GC1E
r̂xx(m)EHTF�EK¬[.1E��>2WF12B032v,/0@2BM1C1EHT0XEHQ32B0@C1ABTK6

>@?HéA�B/C�kæED¯�2B032x.1M>2xT@E��>2BY[C1EgEKMaQ30@2BC>2
x(n)

IHA/Mf.7M>2TXEKIH.1EKM1IH*Z2oC7El2U.7Q3AsIKA/0X0@EHYZ2BIH*JL/M¿M1AB0@VW2BYJ*-bc2BC>2lC1ElY-A/M1,/*§Q3.1C
p + 1 = 5

rxx(l) = {r(0), r(1), r(2), r(3), r(4), r(5)} IHA/M
r(0) = 1þoEHT32B0X0@A/Y-YZ2B0ßYZ250@EHIK.10XT@*-L/M�C7EKYý2BY-,/A/0@*§Q3VPA}C1EnÿÎEH«s*-M1T@A/Ms~�þo.10X�1*JMwF>2U032

p = 4

F æG�H��20�83�êIDÍ A/M7C1*JIH*JA/M1EHTD*JM1*-IK*J2BYJEHTßF>2B0@2vEKYÎA/0XC1EKM
m = 0

K0 = a0(0) = 1
q
a0(1) = 0

q
P0 = r0 = 1

F>2U032vEKYÎA/0XC1EKM
m = 1

a1(0) = 1
a1(1) = K0 = −r1/r0 = 1
P1 = P0(1 − K2

1 ) = (1 − r2
1)

F>2U032vEKYÎA/0XC1EKM
m = 2

a2(2) = K2 =
−∑1

j=0 a1(j)r(2 − j)

P1(1 − K2
1 )

a2(1) = a1(1) + K2a1(1)
a2(0) = 1
P2 = P1(1 − K2

2 )

F>2U032vEKYÎA/0XC1EKM
m = 3

a3(3) = K3 =
−

∑2
j=0 a2(j)r(3 − j)

P2(1 − K2
2 )

�+�@�g���t�|� 8c4a� �g�>�?���K�<�/�R�
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a3(2) = a2(2) + K3a2(1)
a3(1) = a2(1) + K3a2(2)
a3(0) = 1
P3 = P2(1 − K2

3 )

F>2U032vEKYÎA/0XC1EKM
m = 4

a4(4) = K4 =
−

∑3
j=0 a3(j)r(4 − j)

P3(1 − K2
3 )

a4(3) = a3(3) + K4a3(1)
a4(2) = a3(2) + K4a3(2)
a4(1) = a3(1) + K4a3(3)
a4(0) = 1
P3 = P2(1 − K2

3 )

Í A/MâEHY|IKA/M��X.1MaQ3A C1EÞIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
a4(i) = {a4(0), a4(1), a4(2), a4(3), a4(4)} T@EÞF1.1EHC1E0XEc2BY-*Jbc2U0|.1M�m>Y-Q@0@A)�J��{ Q@A<C1AwF�A/YJA \ z|{t`|Q32BYÑ¬[.1EPF>2B0@2O.1M12OEHM[Q@032BC12OC1EP.1M�F10@AsIKEHT@A�EKTXQ32BIK*-A/M>2B0X*JA0XEKF10XA<C1.7bKIc2hYZ25EHTXQ@*JVW2BIK*-L/M¶C1EGYZ25TXE,�>2BYýA/0X*J,/*-M>2BY

x(n)
6

���Ì�º���;� ¡�¢ £¥¤ ¦¨§¥© ª ¢ ª�¬�½¢ £¥¤ ¿�¢ ¦¨»º¢ ª±¦¨§¥¤ ²±¢�¤ »�¬�¸n¦¨¸¼�½¢ £¥¤ ¦¨§¥© ª ´ £�¸ ¿ ¦¨¸n¢LK;M¦¨§¥¢ ª�¬�¢ ¿ú²º¢ ®¢LNÃ¢PO6§¥© ª
=?M�YJ2PTXEKIKIH*JL/M�2BMaQ3EH0@*JAB0TXEfAB�7Q3.7«s*-EK0@ABM�Y-A/TxIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKT

Ki e am(n)
IHA/M1AsIK*-EKM1C1APYZ2vTXEKIK.7EKM1IH*Z2C1E³2B.7Q@A<IHA/0@0XEKYZ2UIK*JLBM�C7E³.1MÙF70@AsIKEKTXAÏEKTuQp2BIH*JA/M12B0@*-A16ý=+À7*-TXQ@EKMä«U2B0X*Z2BTGjkA/0@VW2BTnC1E³IK2BYJIH.1YZ2U0nY-A/TGIKAsEHm7~IH*JEKMaQ@EKToIHA/M1AsIK*-EKM1C1A³2BYJ,Bª1M�IHA/M��X.1MaQ3A³C1E}F>2U03SBVPEHQ@0@A/TAW«s*JIHEH«BEK0@T@27q¸IHA/VPA³T@EfV5.1EHTXQ30@2³EKM�YZ2vm>,/.10@2416§8:_76

Í A/M1AsIK*-EKM1C7APYJ2vEKM1EH0@,/ÐJ2hF70@A/VPEKC1*-AvC1EGYZ25TXE,�>2BY
P0 = rx(0)

q e YJA/TDIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
Ki = K1, K2, K3, · · · , KpTXEvF1.1EKC7EPAB�7Q3EHM1EK0¿ABQ@032³jkA/0XV³2WC1Ev0@EHF10@EHT@EKMaQ32B0fY-A/T|EHTXQp2UC1ÐJTuQ3*JIHA/T|C1EvTXEK,/.7M1C1AOA/0@C1EHM�C1Ev.1M>2iTXE,�>2BYEHTXQp2UIK*JABM>2B0@*J27qÑYJ2�IH.>2BYxEKTPEK¬[.1*§«B2UYJEKMaQ@E�2�EKT@F�EKIH*-m>IK2B0PYZ2�T@EKIH.1EKM7IK*Z2×C1E�2U.7Q3AsIKA/0X0@EHYZ2BIH*JL/Mr6+zoYJ,B.1M>2BT«BEKIKEHTo2hEKTuQ3En2BY-,/A/0@*§Q3VPA}TXEfY-E|IKA/M7A<IHEnIHA/VPA �¼µóÇB²�:3»:·Wºs²RQy²>Ç)�¼µ7»:·Rµ 	 8:��
¤6þoEGYJ25EKIK.12BIK*-L/M

Km = am(m) = −
rxx(m) +

m−1
∑

n=1

am−1(n)rxx(m − n)

Pm−1

\ 416½®/�a`C1EHT@F�ES�@2BM7C1AWEHYrQ3�H0@VP*JM1A
rxx(m)

rxx(m) = −KmPm−1 −
m−1
∑

n=1

am−1(n)rxx(m − n) m = 1, 2, · · · , p \ 416½®/®a`
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EHTXQp2PEKIH.>2BIK*-L/MÏTXE}F1.1EHC1E}F7YZ2BMaQ3EK2B0IKA/VPAW.7M�m>Y-Q@0@AP*JMa«/EH0@TXAiF>2B0@2WEKYyIcSUYJIK.7YJAPC1E}Y-A/TxIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKT|C1E2B.<Q3AsIKA/0X0@EKYJ2BIK*-L/M�EHM�jkAB0@VW2³0@EHIK.10XT@*-«U2¶IKABM1A<IH*JEHM1C1AwYJA/ToIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKT
am(n) e Ki

qrF12B0XQ@*JEKM7C1A¶C1EvYZ2IHA/M1C1*-IK*JLBM¶*JM1*-IK*Z2UY
P0 = rxx(0)=?MvYZ2xm>,/.10@2o416§8:_oT@EßA/�1T@EH0X«U2|YZ2t0@EKYJ2BIK*-L/MnEKMaQ30XEDYJA/T�VW��Q3AsC1A/TyF>2B032tEKY7IKSBYJIH.1YJAtC1E�Y-A/T+IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHTF>2U032v.1MOF10@AsIKEHT@APEKTXQ32BIK*-A/M>2B0X*JA16

Levinson Durbin
Recusión de 

Levinson Durbin

Relación de
Einstein−Wiener−
Khintchine

(Pm,a1,a2,a3,...,ap)

Ecuación 
Normal
   Aumentada

Recusión de 

(r0,r1,r2,r3,...,rp)

(Pm,K1,K2,K3,..,Kp)

S(ω)

)+*J,B.10325416§8:_7;1{EHYZ2BIH*JA/M1EHT�C1EGIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKTF�A/0xÿÎEH«s*JM1TXA/M<~ þo.10@�7*JM

���Ì�º�8T6� ¡�¢ ¦¨»�½¿�§¥©íª ²±¢5U�¿�¬�¢�¯;M�²±¸EV"ªXW°¸ZYM¢�Àn§¥ªº¿�¸ ª §�ª�À ¢�½¿�¸
=?TXQ@ElF10XA<IHEKC1*-VW*-EKMaQ3AxF�EK0XVW*§Q3E?Ic2UYJIK.7YZ2B0rY-A/TýIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKT

am−1(i) e Km−1
IHA/M1AsIK*JEHM1C1AYJA/TÎIHA<E�m>E�~IH*JEKMaQ@EKT

am(i) e Km

2BYrA/0XC1EKMwT@.7FdEH0@*JAB0
m
q1F�A/0�EKTuQp2v032UbKL/Mw25EHTXQ3E¿Q@*JF�A5C1E¿0@EHIK.10XT@*-L/MwT@E¿YJEoIKA/M1AsIKEIHA/VWA\[ »�¹ ² P ºs·LD?µE] 6 Í A/M1T@*-C1EK0@2BM1C1AWYZ2P0@EKYJ2BIK*-L/MO¬s.7E}E�À<*-TXQ3EHMÏEKMaQ@0@E5Y-A/TtIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT

ap(i)
F12B032P.1Mm>Y§Q30XAh)C��{ e Ki

F12B032v.1Mwm>Y-Q@0@A_^ YZ2UQXQ3*JIHE�`�a@6¯�2B032vEKYrm1Y-Q30XAP)C��{
H(z) =

M−1
∑

i=0

hiz
−i = h0(1 +

M−1
∑

i=1

hi

h0

z−i) \ 416§8:9/9a`
b7cGd�egf�dPh�ijeHkgf�d%dHlImon=moiqpjrJmoktson;uvf�nRw�kHf�xzy�n�{1p|{�m�{;l}nRl}i�uvm�w�~jeHy�iqfXd8pq��y�pqlvn,egl
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e F12B032vEKYÎF�A/Y-*JM1A/VP*JA Ap−1(z)
C1EGA/0XC1EKM

p − 1

Ap−1(z) = (1 +

p−1
∑

i=1

ap−1(i)z
−i) \ 416§8:978�`

ap−1(i) =
hi

h0
i = 1, 2, 3, · · · , p − 1¯�2B032vEKYrm1Y-Q30XAhYZ2UQXQ3*JIHE

Am(z) = Am−1(z) + Kmz−1Bm−1(z) \ 416§8:9a¾/`
Bm(z) = KmAm−1(z) + z−1Bm−1(z) \ 416§8:9/_a`

m = 1, 2, 3, 4, ..., p− 1=?MaQ3A/M7IKEKT
Am(z) = Am−1(z) + Km[Bm(z) − KmAm−1(z)] \ 416§8:9B4[`0XEKT@ABY-«s*JEHM1C1AhF>2B0@2

Am−1

Am−1(z) =
Am(z) − KmBm(z)

1 − K2
m

\ 416§8:9a]/`C1ABM1C1E
m = p − 1, p − 2, p − 3, ..., 1zD¬[.1Ð?TXEvIc2BY-IK.1YJ2BMÏQ3AsC1A/T¿Y-A/T|F�A/YJ*-M1A/VP*JA/TxC1Eh,/0@2BC1A¶VPEKM1A/0|2BYÑF�A/YJ*-M1A/VP*JA

Am(z)
EHVWF�EKbK2BM1C1AwIHA/M

Am−1(z) e A/�7Q@EKM1*-EKM1C1A¶Y-A/T|IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT�^�YZ2RQ@Q3*-IKEo`GC1EKTXEc2BC7A/TGC1E5YZ2W0@EKYJ2BIK*-L/M Km = am(m)
C1A/M1C7E

|Km| 6= 1
6¸ÿý2WjkL/0XV5.1YJ2P0XEKIK.70@T@*§«U2³T@E5AB�7Q3*-EKM1EfIc2BY-IK.1YJ2BM1C1A

Km

EHVWF�EKbK2BM1C1A³FdA/0
m = p − 1

N>2BIK*J2
m = 1

q>EHTxC1EKIH*J0
K0 = h0

Km = am(m) y am−1(0) = 12BF7YJ*JIK2BM1C1A5Q@032BM7TXjkA/0XV³2BC12
Z
*-Ma«/EK0XT32W2hEHIK.>2UIK*JLBM \ 416§8:9a]/`

am−1(n) =
am(n) − Kmbm(n)

1 − K2
m

=
am(n) − am(m)am(m − n)

1 − a2
m(m)

\ 416§8:9/�a`
�tM12�2BF1Y-*JIK2BIK*-L/MÞ*JMaQ3EH0@EHT32BMaQ3EWC1EKYg2BY-,/A/0X*-Q3VPA�^ TXQ3EHF<~ C7A��xM�`PEKT}YJ2�P :��>² H ±Þºs²¶²p»�¹¤± H �!�ª�©ºa±aºÞºs²��J·:»Â �Ô¹8:3·:»hº�� ���¼¹¤±��J²p» C7E Ò IpN[.10�~ Í A/N1M¸qr�KTuQp2³EHTXQp2U�1YJEHIKE5¬[.1E5YJ2BT032BÐ-IKEKTtC1EKY�FdABYJ*JM7A/VW*-A5C1EHY�m>Y§Q30@AWC1E}F70@E�~C1*-IKIH*JL/MPN>2BIH*Z2n2BC1EKYJ2BMaQ3E

A(z)
C1EK��EK0@SBMiEKTuQp2B0lC1EKMaQ@0@A}C7EKY�IKÐJ0XIK.1Y-AG.1M1*-Q32B0@*-AGT@Ð e T@A/Y-A}T@Ð°YJ2nVW2B,/M1*§Q3.1CC1EhY-A/TGIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKTnC1EW0XE�>E�À<*JL/M

Km

TXA/M×VPEKM7A/0@EHTf¬[.1EP.1M1A 	 _/¾�
¤q 	 8:�=
¥q 	 8c4�
¥6ý=àMaQ@A/M1IKEHT}C>2UC1A�.7Mm>Y§Q30XAvYJ*JM7Ec2BY¥q<IK2B.1T32UYÎEn*-Ma«B2U0@*Z2UM[Q@E¿EKMOEKYrQ@*JEKVPF�A5IKA/Mwjk.1M1IH*JL/MwC1E¿Q@032BM1TujkEK0XEKM1IH*Z2
H(z) =

B(z)

A(z)
\ 416§8:9a�/`

F>2U032wF10@A/�12B0GT@.�EKTXQ32B�1*-YJ*JC12BCrqrTXEWY-EW2UF1YJ*-Ic2iEKYg2BY-,/A/0X*-Q3VPA »�¹ ² P ºs·LD?µ 2wYJA/TGIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKTnC1EHYgC7EKM1AU~VP*JM>2UC1A/0
A(z) e T@E}«BEK0@*§m>Ic2i¬[.1EvY-A/ToIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT Km

,/EKM1EH032BC7A/T¿T@EK2BMÞC1E5VW2B,/M1*§Q3.1C�VWEHM1A/0t¬s.7E.1M7A16
�+�@�g���t�|� 8�]<8 �g�>�?���K�<�/�R�
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Í A/M7C1*JIH*JA/M1EHTx*JM1*-IK*Z2UYJEKT
m = 0

)�*��@2B0
Kp = ap(p)

a0(0) = 1

F>2U032
m = p − 1, p − 2, · · · , 1 am−1(n) = am(n)−Kmbm(n)

1−K2
m

F>2U032
n = 1, 2, · · · , m am−1(n) = am(n)−am(m)am(m−n)

1−a2
m(m)

m=�@2U0
Km = am(m)

TX* |Km| = 1
q>T32BY-*J0

�+2B�7YZ2v416½_7;>{xEKIK.70@T@*-L/MOTXQ3EHF�C7A��xM
+-,(�G, �µ36ýE�8t 36?

=?M EKTXQ@EwIc2BF1Ð§Q3.1Y-A�TXEON12Þ2BM>2BY-*Jbc2UC1A�YJ2ÏIKAsC1*-m>IK2BIK*-L/MÙF�A/05F10XEKC1*-IKIH*JL/M Y-*JM1EK2BYl.<Q3*JY-*JbK2BM1C1AOm>Y-Q@0@A/T)C��{GqýT@EiEHTXQ@.1C1*Z2U0@A/M×YJA/TnIc2BTXA/T5C1EWF10@EHC1*JIHIK*-L/MäN>2UIK*Z2�2BC1EHYZ2BMaQ3E e N>2BIK*J2�2RQ303SUTKqyC1EKTXF1.1�KTvC7E³N>2B��EK0N1EHIpN1A³.7M>2PEHTXQ@*JVW2BIK*-L/M¶T@A/�70@EnEKYÎEK0X0@A/0xIH.>2BC10@SUQ3*-IKAPT@EnA/�7Q3.<«/APYZ2vEKIH.>2BIK*-L/MOM1A/0@VW2BY e TXEfE�À<F1YJ*-IKLhEKY2BY-,/A/0X*-Q3VPAoC7EoÿÎEH«s*-M1T@A/Ms~�þo.10X�1*JMP¬[.1EEKTg.1M>2¿jkA/0@VW2¿L/F7Q3*-V³2|C7ETXA/YJ.7IK*JLBMr6[¯�A/0àABQ@0@AnYZ2BC7A¿T@EEKTXQ@.1C1*-LYJ2W0@EHYZ2BIH*JL/M�EKMaQ30XEvIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKT¿C1EHYÑVWAsC1EHYJA³C7E5F10@EHC1*JIHIK*-L/M e YJ2³T@EHIK.1EHM1IK*J2¶C1Ev2B.7Q@A<IHA/0@0XEKYJ2BIK*-L/M�C1E.1M TXE,�>2BY�ã Ò7Ò 6 Í 2B��E¶VWEHM1IK*-A/M>2B05YJ2Þ2BVPF1YJ*J2�.7Q@*JYJ*-C>2BC×C1EwYJA/T5IHA/M1IHEKF7Q@A/ThT@A/�10XE¶m>Y-Q@0@A/TH6?=?M EHTXQ@EIK2BF1Ð-Q@.1YJAfQp2BV5�7*J�KM¶TXEGVWEHM1IK*-A/M>2B0XA/MiYJABT�m>Y-Q@0@A/T�YJ2UQ@Q@*JIHEo¬[.1E¿Q3*-EKM1EHMOIK2B032UIHQ3EH0@Ð-TXQ3*-Ic2BTßV5. e 0XEKYJE�«U2BMaQ3EKTe TXEn2B�dAB0@C>2B0@SBMwEKMOEKYÎTX*J,/.1*-EKMaQ3E¿IK2BF1Ð§Q3.1Y-A16
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=?M�EKYÑIK2BF1Ð-Q@.1YJA¶C7EvF10@EHC1*JIHIK*JLBMÞYJ*JM7Ec2BYyT@Eh.7Q@*JYJ*-bKLWYZ2iF10XEKC1*-IKIK*-L/MÞN>2BIH*Z2¶2BC7EKYZ2UM[Q@E e N12BIK*J2¶2UQ30@SBTKqY-YJEK,/2BM1C1AG2¿.1MPT@*-TXQ3EHV³2GC1ExEKIH.>2BIH*JA/M1EHTàIKA/M1AsIK*-C1AGIKA/VPAGYZ2¿EKIH.>2BIH*JL/MPM1A/0XV³2BY¥q e F12B032¿YZ2¿TXA/YJ.1IH*JL/MhC1EEHTXQp2hEKIH.>2BIH*JL/M�T@Ef2BM>2BY-*Jbc2U0@A/Mi«U2B0X*JA/TDVP�HQ@A<C1ABTC7A/M1C1EnT@EnA/�7Q@.7«s*JEK0XA/MOYJA/TxIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKTC1En0@E�>E�À<*JLBM
Km

IKABM Y-A/Ti¬[.1E�T@E�F1.1EHC1E�IKA/M7TXQ30X.1*J0¶.7M>2 Ms.7EH«U2 EHTXQ@0@.1I�Q3.10@2 C1EÏm1Y-Q30XA IKA/M7A<IH*JC>2ÙIHA/VWA Â �Ô¹8:3·:»[ �§±B¹©¹H�¤´p²=] ¬[.1EtM1A/TàABjk0XEKIKEABQ@032BTàIc2U032BI�Q3EK0XÐJTuQ3*JIK2BTàC1E*JMaQ3EH0@�KTH6sÿy2UTlEHTXQ30X.1IHQ@.1032UTlC1Exm>Y§Q30@ABT�^ YZ2UQXQ3*-IKE�`ßT@ABM.7Q@*JY-*Jbc2UC1A/TÑE�À<Q@EKM1T@2BVPEKMaQ3EtEKM³F70@AsIKEKT@2BVP*JEKMaQ@AfC1*-,/*-Q32BY1C1Ex«/ABbBq[EKMW,/EKA/Y-A/,/ÐJ2 e EKM³YJ2¿*JVPF1YJEHVWEHM[Q32BIK*-L/MC1E¿m>Y§Q30XA/Tx2BC>2BF<Qp2B�1Y-EKTH6
�G,/.0,  �B 1uB09�op3;1C¡:ý�op7/9<B@ý 5-3 A>s(ý£¢�AEo 14s(ý A:BSo op7/9<3

�M>2fEHTXQ@0@.1I�Q3.10@2}YZ2UQXQ3*-IKExIKA/V}�1*JM>2GYJABTàm1Y-Q30XA/TgC1EoF10XEKC1*-IKIH*JL/MPC1EoEH0@0XA/0lN12BIK*J2f2BC7EKYZ2UM[Q@E e N>2UIK*Z22RQ303SUTK6
�xQ3*-YJ*JbK2BM�ª7M1*JIK2BVWEHMaQ3EÞYJABTiIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKTOC1EÞ0@E�>E�À<*-L/M

Ki e TX. jkA/0XV³2�Q3*JEHM1EÞYZ2 2UF>2B0@*-EKM1IH*Z2^ YZ2UQXQ3*-IKE�` \ IKEKY-A/T@*J25AhEKM10XES�@2BC1Aa`�6¯?0XA�«BEKEHMOAUQ3032njkA/0@VW2fF>2U032}C1EHT@IH0@*J�7*J0ßYJ2BTßEHTXQ32BC1ÐJTuQ3*-Ic2BT�C7E|T@EH,/.1M1C1AvAB0@C1EHM¶C1E|.1M>25TXE,�>2UY¸EKTuQp2R~IH*JA/M12B0@*J2525Q3032c«B�KTC1EGYJA/TDIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHTtC1EG0XE�>E�À7*-L/Mr6
�MiF10XEKC1*-IHQ3AB0ßYZ2RQ@Q3*-IKExF1.1EHC1E¿T@EH0l«s*JTuQ3A5IHA/VPA5EKY�F10@AsIKEHT@AvC1Eo2BM>SBY-*JTX*JTàC1E|.1M³F10@AsIKEHT@Ah2B.7Q@A/0@0XE�~,B0@EKTX*-«BAPzo{ 	 8K4=
¥6Ò .1TxEHQp2UF>2BTT@A/MOC1EKT@2BIKABF1YZ2BC12BTtEHMaQ30@EnT@Ð¥q1EKTC1EHIK*J0Hq>¬[.1E}2UYý2B,/0@EH,a2B0xABQ@032vEHQ32BF>2P2BYÎC1*JTXE,�1A7q>YJA/TIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT52BMaQ@EK0@*-A/0@EHT}M1A�Ic2BV5�7*Z2BMr6ý¯yA/0}EHYlIHA/MaQ30@2B0@*-A1qýEKMÙ.1M×m>Y-Q@0@A�)C��{ 2BYß2U.1VWEHMaQp2B0nEKYAB0@C1EHM

N
N12 e ¬[.1EG0XEKIc2UYJIK.7YZ2B0�EHYÎYJA/TDIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EnF>2B0@2vABQ30XAPAB0@C1EHMr6�Mim>Y-Q@0@AvYJ2UQ@Q@*JIKEtEKTDVPA<C7.1YZ2B0Hq[EKTXQ@AhEKTx¬[.1E¿YJA/TßEKTXQ32BC1A/TD*-M1C1*§«<*-C1.>2BY-EKTgQ3*JEHM1EKMw.1M125EKTXQ@0@.1I�Q3.10@2*-,/.>2BY¥6
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=?Y°EK0X0@A/0gC1EF10@EHC1*JIHIK*-L/M³N>2UIK*Z2n2UQ@03SBTgF10@AsC1.1IH*JC1AnEKM³YZ2BTàEHQ32BF>2BTlYZ2UQXQ3*-IKEDT@ABMiA/0XQ@A/,/A/M12BYJEHT?EKMaQ30XETXÐÎF>2B0@2h.7M>2vEKMaQ30@2BC>2hEKTXQ32BIK*-A/M>2B0X*Z25EHM�EHYÎT@EKMaQ@*JC1AW2BVPF1YJ*-A16
ÿÎA/ToIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKT¿C1Ev0XE�>E�À7*-L/M

Ki
Q3*JEHM1EKMÞYJ2³F10XA/F1*JEHC>2BC |Ki| < 1

q¸F�A/0oY-Ai¬[.1EvT@.�0@EHF10@EHT@EHM<~Q32BIK*-L/M¶M[.1VP�K0@*-Ic25EHM�2U0@*-Q@VW��Q3*-Ic2}C1E¿F7.1MaQ3Avm=�XAvQ3*-EKM1EHMOVPES�XAB0�F10@EHIK*-T@*JLBM¶¬s.7En.7M>2vEKTXQ@0@.1I�Q3.10@2Q@032BM7TX«/EH0@T@2BYE�xþ|ÿ?q>EH«s*-Q32BM1C1AhEK0X0@A/0XEKTC1EG0@EHC1A/M1C1EHA e YZ2}«U2B0@*J2BIK*-L/M¶C1EGF>2B0@SBVPEHQ30XA/TK6
�G,kjG, ¤ 365)�89;9<7>=@? 5-3 A:B 36ý�o 1��89�o�� 1uB A/BSo op7/9�3

Í A/M1TX*JC1EH032BM7C1AäYJ2Þjk.7M1IK*-L/M�C1EwQ30@2BM1TujkEK0@EHM1IK*J2�C7E�.1M m>Y-Q@0@A�C1EOF10@EHC1*JIHIK*JLBMÖN>2UIK*Z2�2BC1EHYZ2BMaQ@E�C1EA/0XC1EKM
m 	 8:��
¤q1«s*JTuQp2vEKMOEKYÎIK2BF1Ð§Q3.1Y-Ah2BMaQ3EK0X*JA/0

Fm(z) =
m

∑

n=0

am(n)z−n \ ]<6§8�`

e F12B032v.1Mwm>Y-Q@0@AvC1EGF10XEKC1*-IKIH*JL/MwN>2BIH*Z2h2UQ@03SBTDC1EGA/0XC1EKM m

Gm(z) =

m
∑

n=0

bm(n)z−n =

m
∑

n=0

am(m − n)z−n \ ]<6^¾/`
C1ABM1C1E¿YJABT�IKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKT

am(n) e bm(n)
T@EGF1.1EHC1EKMO0@EHEKTXIK0@*-�1*J0D.<Q3*JY-*JbK2BM1C1AfYZ25T@ABYJ.1IH*JL/M¶0XEKIK.70@T@*§«U2hC7EÿÎEH«s*-T@A/M<~ þo.10X�1*JM

am(n) = am−1(n) + Kmam−1(m − n) = am−1(n) + Kmbm−1(n)

bm(n) = bm−1(n) + Kmam−1(n) = am−1(m − n) + Kmam−1(n) = am(m − n)

n = 0, 1, 2, 3, · · · mTX.1TXQ@*-Q3. e EKM7C1A³EHTXQ3ABTIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHTtEHM�YJ2BT�jk.1M1IH*JA/M7EKTxC1E¿Q30@2BM1TXjkEH0@EHM1IK*J2 Fm(z)

Fm(z) =
m

∑

n=0

(

am−1(n) + Kmam−1(m − n)
)

z−n

Fm(z) =

m
∑

n=0

am−1(n)z−n +

m
∑

n=0

Kmam−1(m − n)z−n \ ]<6½_a`
EHM�YZ2PT@.1VW2UQ@A/0@*J2hEHY�IHA<E�m>IK*-EKMaQ3E

am−1(m) = 0
q°EKMaQ@A/M1IKEHT|T@EfF1.1EHC1E50@EHC1.1IH*J0EKYyA/0@C1EHM�C1E}2

m − 1
qVPA<C7*-m>IK2BM1C1AvYJ2BT�T@.7V³2UQ@A/0@*J2BT

Fm(z) =

m−1
∑

n=0

am−1(n)z−n + Km

m−1
∑

n=0

am−n−1(m − n)z−n
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EHYàQ@�K0XVW*-M1A
am−n−1

Q3EHVWF�A/032UYÑ*JVPF1YJ*-Ic2i.1M�0@E�Qp2B0XC1A�EHM×Q@*JEKVPF�A1qrF�A/0GYJAw¬[.1EW*-MaQ30@AsC1.1IHEW.7M×j©2BI�Q3A/0
z−1 EKMOYZ2vTXEK,/.1M7C>2PTX.1VW2UQ3A/0X*Z27q<A/�7Q@EKM1*-EKM1C1A

Fm(z) =

m−1
∑

n=0

am−1(n)z−n + Kmz−1

m−1
∑

n=0

am−1(m − n)z−n \ ]<6 4[`
ÿý2wF10@*-VWEH032wT@.1VW2UQ3AB0@*Z2¶IHA/0@0XEKT@F�A/M1C7Ei2wYZ2¶jk.1M1IK*-L/MäC7EPQ@032BM1TujkEK0XEKM1IH*Z2�C7EW.1M×m>Y-Q@0@AwC1E³F70@EKC7*JIKIH*JL/MN>2UIK*Z2w2BC7EKYZ2UM[Q@EhC1EWAB0@C1EHM

m − 1
qÎEHTfC7EKIK*-0

Fm−1(z) e YZ2¶T@EH,/.1M1C12�T@.7V³2UQ@A/0@*J2¶IKA/0X0@EKTXFdABM1C1EW2OYJ2jk.1M7IK*JLBMiC1EoQ@032BM1TujkEK0XEKM1IH*Z2}C1Eo.1Mim>Y-Q@0@AfC1E|F10XEKC1*-IKIK*-L/MiN>2UIK*Z2}2UQ30@SBTßC1EoA/0@C1EHM
m− 1

q
Gm−1(z)

q<FdA/0Y-A5Qp2BMaQ3AvQ@EKM1EHVWA/T
Fm(z) = Fm−1(z) + Kmz−1Gm−1(z) \ ]s6�]/`þoEGVW2BM1EH032vT@*-VW*-YZ2B0gF>2B0@2h.7MOm>Y§Q30XAvC1EGF10@EHC1*JIHIK*JLBMON12BIK*J2P2RQ303SUTDC1EGA/0@C1EHM

m

Gm(z) =
m

∑

n=0

bm(n)z−n =
m

∑

k=0

am(m − n)z−n \ ]<6½�a`

Gm(z) =

m
∑

n=0

(

am−1(m − n) + Kmam−1(n)
)

z−n \ ]<6^�/`
F>2U032v.1MOA/0@C1EHM

m − 1
Bm(z) = z−1Bm−1(z) + KmFm−1(z) \ ]s6^�a`¯+2U032fYJ2BTàjk.1M1IK*-A/M1EHTlEHMiEKY>Q3*-EKVPFdAGTXE|2BF1Y-*JIK2nYJ2GQ@032BM1TujkA/0@VW2BC>2

Z
*JMa«/EH0@T32<q<A/�<Q3EKM7*JEKM7C1A}EHYdF>2U0lC1EEHIK.>2BIH*JA/M7EKTxF>2B0@2hY-A/T�m>Y§Q30@ABTDC1EGF10@EHC1*JIHIK*JLBMOC7EnEH0@0XA/0DN>2BIH*Z2h2BC1EHYZ2BMaQ3E e N>2BIK*J2h2UQ30@SBT 	 8c�=
¤q 	 _/®�
¤q 	 _78,


fm(n) = fm−1(n) + Kmgm−1(n − 1) \ ]<6^®/`
gm(n) = gm−1(n − 1) + Kmfm−1(n) \ ]<6§8:9a`F�A/05Y-AÞ¬s.7EOTXE¶Q3*JEHM1E¶.1M>2�EKTuQ30X.1IHQ@.1032�¬[.1Ew*JM1IHYJ. e E¶YZ2ÏF10XEKC1*-IKIK*-L/M N>2BIH*Z2�2BC1EHYZ2BMaQ@E e N>2BIH*Z2Þ2UQ@03SBTIHA/VWAvTXEfAB�1T@EH0X«U2PEHM�YJ2}m>,/.10@2P]<6-8
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K m

K m

f m (n)

m
(n)gm−1 (n)g

f m−1 (n)

m−1 (n)g

f m−1 (n)

K m

m
(n)g

f m (n)

Z−1  
g m−1 (n −1)

)�*J,/.10@2h]<6§8/;>)+*-Y-Q30XA5YZ2RQ@Q3*-IKE|C7EnAB0@C1EHM
m

�G,Oøù,   s(t Ü�BS1üB09<7>=(? 583 36ý�o 1��89�o�� 1uB@ý«A/BSo op7/9�3 9<s(? 36ý�o 1��89�o�� 1uB@ý
¥§¦ �

áoQ30@2³jkA/0@VW2iV³SUT|*JY-.1TXQ@032UQ@*-«U2³C1EvA/�<Q3EKM7EK0GYJA/ToIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKTnC1Ev0@E�>E�À<*JLBM
Km

C1EvYJ2iEKTXQ@0@.1I�Q3.10@2YJ2UQ@Q@*JIKEEKTx25F12B0XQ@*J0ßC7E|m>Y-Q@0@Av)C��{ e IHA/VPF>2B032U0ßIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKTH6°þoE¿YZ2nQ3EKAB0@ÐZ2fC1E|m>Y-Q@0@A/Tß)C��{Gq7YZ2fT32BY-*JC>2
y(n)

C7EÏ.1MâT@*-TXQ@EKVW2 Ò ÿ%�7�xþ F1.1EHC1EÏEKTXIK0X*J�1*-0@T@E�IKA/VPAä.1M12ÙEKIK.12BIK*-L/MØEKMâC7*-jkEK0XEKM1IH*Z2BTHql¬[.1E�EKTiYJ2IHA/Ma«/A/Y-.1IK*-L/MØEKMaQ@0@EÏYJ2×EKMaQ@032BC>2
x(n)

C1EKYm>Y-Q@0@A e TX.â0@EKTXF1.1EHTXQp2Ùm>M7*-Qp2×2BY*JVPF1.1YJTXA
h(n)

¬[.1EÏTXEV5.7EKTXQ@032vEKMOYZ25m>,B.1032P]<6^¾
y(n) =

m
∑

i=1

h(i)x(n − i) \ ]s6-8/8:`
TX*?T@EhN>2BIHEP.7M×IK2BV5�1*-A¶C1EhM1ABQp2UIK*JLBMÞF>2B032wYJABT|IKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKT

h(n) = am(n)
qÎC1A/M7C1E

m
EKTGEHY?A/0@C1EHMC1EHYrm>Y-Q@0@A

y(n) =
m

∑

i=0

am(i)x(n − i) = x(n) +
m

∑

i=1

am(i)x(n − i) \ ]s6-8�¾B`
EHM[Q@A/M1IHEKTF>2B032v.1Mwm>Y§Q30@Ah)+��{nq>TXEGQ@*JEHM1E¿T@.�0@EKTXF1.1EHTXQp2PEKMwjk0@EHIK.1EHM1IK*J2

H(z) = 1 +

m
∑

n=1

am(n)z−n m ≥ 1 \ ]<6§8:_a`
þoABM1C1E

hm(n)
EKTnYZ2i0XEKT@F7.1EKTuQp2�2UY?*JVPF1.1YJTXA¶C1EhA/0@C7EKM

m
q
hm(0) = am(0) = 1 e hm(n) = am(n)

qC7A/M1C1E
n = 1, 2, 3, · · · , m

x(n)
EHTYJ25T@EHIK.1EHM1IK*J2WC1EGEKMaQ@032BC>2P2BY¸m1Y-Q30XA

y(n)
EHTtYJ25T32BY-*JC>25C1EHYrm>Y-Q@0@A
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¨L¨¨L¨¨L¨¨L¨¨L¨©L©©L©©L©©L©©L© ªLªLªªLªLªªLªLªªLªLªªLªLª
«L««L««L««L««L« ¬L¬L¬¬L¬L¬¬L¬L¬¬L¬L¬¬L¬L¬

LLLLLLLLLL ®L®®L®®L®®L®®L®¯L¯¯L¯¯L¯¯L¯¯L¯ °L°°L°°L°°L°°L°±L±±L±±L±±L±±L± ²L²L²²L²L²²L²L²²L²L²²L²L²
³L³L³³L³L³³L³L³³L³L³³L³L³

x ( n )

ho h1 h2 h3
hN−1hN−2

x (n−1) x (n−3)x (n−2) x (n−N+1)n − 1 n − 1 n − 1 n − 1

y ( n )

)+*-,/.1032h]s6�¾<;1)+*JY§Q30@A5)C��{åC1EGA/0XC1EKM
N

´ �8T���� � µ�§¥£ ¬�®¸ £�¤ü¬�¬�§¥¦¨¢2¯Ã¤¼®¤¹²±§S¶K¢�½¢ ªí¬®¢ ¿!©¼½²º¢ ª±¢ ¿
�tMOm>Y-Q@0@APIKA/M�EKTuQ30@.7IHQ3.7032WYJ2UQ@Q@*JIHE \ m>,/.7032i]s6^_a`�F1.7EKC1EfC1EKT@2B0@0XA/YJYJ2B0@TXEf2hF>2B0uQ3*-0C7Ef.1MOm>Y-Q@0@AW)C��{\ m>,/.10@2W]s6�¾/`�6 Ò *ÎTXEGQ@*JEHM1EG.1M¶m>Y-Q@0@AhYZ2UQXQ3*-IKE|C1EGF10X*JVPEK0�AB0@C1EHM�AhEKTuQp2BC7AWTX*JVPF1YJEU6

´ �8T����;� µ�§¥£ ¬�®¸ £�¤ü¬�¬�§¥¦¨¢ ²±¢ ¯±®§O¶¹¢��¸¼½²±¢ ª
¯+2U032h.1M¶m>Y-Q@0@AP)C��{åC1EGA/0XC1EKMO.1M1A7q>T@*

m = 1 e T@* x(n) = f0(n) = g0(n)
T@EGA/�<Q3*JEHM1E

y(n) = x(n) + a1(1)x(n − 1)

¯�2B032P.1M>2³EHTXQ30X.1IHQ@.1032WYZ2UQXQ3*JIHEGC1E}F10X*JVPEK0xA/0XC1EKMrq�IKABVWAWT@E}AB�1T@EH0X«U2³EKM�YZ2vm>,/.10@2i]<6½_7q°T@EnQ3*JEHM1EKM�YZ2BTT@2BYJ*-C>2BT
f1(n) = f0(n) + K1g0(n − 1) = x(n) + K1x(n − 1) \ ]s6-8c4a`
g1(n) = K1f0(n) + g0(n − 1) = K1x(n) + x(n − 1) \ ]<6-8:]/`=?MOYZ25F>2B0uQ3EGT@.7FdEH0@*JAB0DC1EGYZ2}m>,/.7032

f1(n) = y(n) e K1 = a1(1)
6

´ �8T��8T6� µ�§¥£ ¬�®¸ £�¤ü¬�¬�§¥¦¨¢ ²±¢ ¿�¢ ¾ »ºª±²±¸%¸ ®²±¢ ª
¯+2U032h.1M¶m>Y-Q@0@AP)C��{åC1EGTXEK,/.1M7C1AWAB0@C1EHMrq

m = 2
q1T@EGQ3*-EKM1E

y(n) = x(n) + a2(1)x(n − 1) + a2(2)x(n − 2) \ ]<6-8c�a`
¯+2U0325.1M>2fEKTXQ@0@.1I�Q3.10@2vYZ2UQXQ3*JIHEtC7E|T@EH,/.1M1C1AvAB0@C1EHMrq1IKABVWAfT@E¿A/�1TXEK0u«B25EHM¶YZ2Gm>,/.10@2h]<6½47q<TXEoQ3*-EKM1EHMYJ2BT�T32UYJ*JC12BT

f1(n) = x(n) + K1x(n − 1) f2(n) = f1(n) + K2g1(n − 1) \ ]s6-8��B`
�+�@�g���t�|� 8�]/� �g�>�?���K�<�/�R�
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K 1

K 1

Z−1

x(n)

fo(n)

go(n)

f1 (n)=y(n)

go(n−1)
 g 1 (n)

)+*J,B.1032h]<6½_7;>)�*JY-Q@0@A5YJ2UQ@Q@*JIHE|C1EGF10@*-VWEH0�A/0XC1EKM

g 1 (n)

x(n)

Z−1  

f (n)

Z−1

fo(n)

go(n) go(n−1)
 

1f (n)

K1

K 1

K2

K2

g (n)2

2

            (n−1)g 1

= y(n)

)+*J,B.1032h]<6 41;>)�*JY-Q@0@A5YJ2UQ@Q@*JIHE|C1EGT@EH,/.1M1C1AWA/0@C7EKM
g1(n) = K1x(n) + x(n − 1) g2(n) = K2f1(n) + g1(n − 1) \ ]s6-8:�/`TX.1TXQ@*-Q3. e EKM7C1A f1(n) e g1(n)

EHM
f2(n)

q>T@EGA/�<Q3*JEHM1E
f2(n) = x(n) + K1(1 + K2)x(n − 1) + K2x(n − 2) = y(n) \ ]<6-8c®a`IHA/VWF12B032BM7C1AvIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKTF>2B0@2hYJ2vT32BY-*JC>25C1EG.1M¶m>Y§Q30XAW)+��{åC1EGT@EH,/.1M1C1APA/0XC1EKMrq>TXEnQ@*JEHM1E¿¬[.1E

a2(1) = K1(1 + K2)

K2 = a2(2) \ ]<6^¾B9a`
K1 =

a2(1)

1 + K2

=
a2(1)

1 + a2(2)
\ ]<6^¾<8�`

´ �8T��Ì��� µ�§¥£ ¬�®¸ £�¤ü¬�¬�§¥¦¨¢ ²±¢ ¸¼½²±¢ ª
m=?M³,/EHM1EK0@2BY�T@*J,B.1*JEHM1C1AnF10@AsIKEHT@A/TlT@*JVP*JYJ2B0@EHTKqUT@EoF7.1EKC1EtE�ÀsQ3EHM1C1EH0D2f.1MPm>Y-Q@0@AnYZ2UQXQ3*-IKEDC1EtA/0@C1EHM

m
qEHTXQ3A}IKA/M1C7.1IKEo2}.1MWm1Y-Q30XA}YJ2UQ@Q@*JIKED¬[.1EoT@EoF7.1EKC1EoC1EKT@2B0@0XA/YJYJ2B0?EKTXIK0@*-�1*JEHM1C1A5YJ2BTàEKIH.>2BIK*-A/M1EHT�0@EHIK.10XT@*-«U2BTEHM�EHYÎA/0@C1EHMr6 Ò *Î2hYZ25EHMaQ3032UC>2PC7EnYJ25EKTuQ30@.7IHQ3.7032WYJ2UQ@Q@*JIHE

f0(n) = g0(n) = x(n)

�+�@�g���t�|� 8�]B� �g�>�?���K�<�/�R�
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EHM[Q@A/M1IHEKT|F>2U032WIH.>2BY-¬s.7*JEK0xTXEKIKIH*JL/M
m
C1E}YJ2PEHTXQ@0@.1I�Q3.10@2³YZ2UQXQ3*-IKEGIKA/VPAPT@E}AB�1T@EH0X«U2³EKM�YZ2vm>,/.10@2i]<6^]<qY-A/Tßm>Y§Q30@ABTDC1EGF10@EHC1*JIHIK*JLBMOTXA/M

fm(n) = fm−1(n) + Kmgm−1(n − 1) m = 1, 2, 3, · · · , p − 1 \ ]<6^¾/¾/`
gm(n) = Kmfm−1(n) + gm−1(n − 1) m = 1, 2, 3, · · · , p − 1 \ ]<6^¾B_a`YJ25T32BY-*JC>25C1EHYÎEKTuQp2BC1A

p − 1
IKAB0@0@EHT@F�A/M1C1Ef2vYZ25T@2BYJ*-C>25C1EG.1Mwm>Y-Q@0@Ah)C��{ C1EGA/0XC1EKM

p − 1

y(n) = fp−1(n)

m = 1, 2, 3, 4, ..., p − 1 e y(n)
EKTYZ2vT32UYJ*JC12hC7EfEHTXQp2UC1A

p − 1
C1EKYÎm>Y§Q30XAPYJ2UQ@Q@*JIHEBq1F�A/0xYJAh¬[.1E}E�À<*JTXQ@E.1M12�EH¬[.1*-«U2BY-EKM1IH*Z2ÞIKA/M .1M m>Y§Q30@A�)C��{G6?ÿý2ÞT32BY-*JC>2

fm(n)
C7EKYxEKTuQp2BC1A

m
C1EKYDm>Y§Q30@AÞYJ2UQ@Q@*JIHEiF1.1EHC1EE�À7F70@EKT@2B0@TXEfIHA/VPA

fm(n) =
m

∑

i=0

am(i)x(n − i); am(0) = 1 \ ]s6�¾U4a`

g m−1 (n)

K m

K m
Z−1  

f m−1 (n) f m (n)

g mg m−1 (n −1) (n)

)�*J,/.10@2h]<6^]<;>)+*-Y-Q30XA5YZ2RQ@Q3*-IKE|C7EnAB0@C1EHM
m

C1EPYZ2¶m>,/.7032Ï]s6�] e .7Q3*-YJ*JbK2BM1C1A¶YJ2wQ@032BM7TXjkA/0XV³2BC12 Z
qyTXE³F1.7EKC1EHMÙEKTXIK0@*-�1*J0nYZ2UTnEHIK.>2UIK*JABM1EKT \ ]<6^¾/¾/` e\ ]<6�¾U_a`lEKMw«U2B0@*J2B�1Y-E z

Fm(z) = Fm−1(z) + KmGm−1(z)z−1 \ ]<6^¾/]/`
Gm(z) = KmFm−1(z) + Gm−1(z)z−1 \ ]<6^¾B�a`

m = 1, 2, 3, 4, ..., p− 1EHMOjkA/0XV³25VW2UQ@0@*JIH*Z2BY
[

Fm(z)
Gm(z)

]

=

[

1 Km

Km 1

] [

Fm−1(z)
z−1Gm−1(z)

] \ ]<6^¾/�/`
¯yA/0Q@032BM7TXjkA/0XV³2BC12

Z
q
Fm(z) = TZ{fm(n)} = Am(z)X(z)

q¸AB�7Q3EHM1*JEHM1C1A³YJ2Pjk.1M7IK*JLBM�C1EnQ30@2BM1TXjkE�~0XEKM1IH*Z2
Am(z) =

Fm(z)

Xm(z)
=

Fm(z)

F0(z)

�+�@�g���t�|� 8�]B® �g�>�?���K�<�/�R�
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gm(n)
Q32BV5�1*-�KM¶F1.7EKC1EnE�À<F10XEKT32U0@T@EfEKMwjkA/0@VW25C1EGIKABM[«BA/YJ.7IK*JLBMrq1.7Q@*JYJ*-bc2BM7C1A5YJABTDIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKT

bm(i)
6

þoA/M7C1EßTXEßM1ABQ32t¬[.1E�Y-A/TýIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKTÑF12B032EKY[m>Y-Q@0@AYZ2UQXQ3*JIHEàC1EßA/0XC1EKMf.1M1A|¬[.1ElF10@AsC1.1IHE
f1(n)

TXA/M
{1, K1} e {1, a1(n)} 6P·O*JEKMaQ@032BT¬[.1EfY-A/TxIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKTt¬s.7EfF10XA<C7.1IKEHM�YZ2vT@2BYJ*-C>2 g1(n)

T@A/M {K1, 1}e {a1(n), 1} q°EKTuQ3A/TC1A/Ttª1Y-Q@*JVPA/T�IHA/M��X.1MaQ3ABToC1EnIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKTtEKTXQ3SBMÏEHM�A/0XC1EKM�*JMa«/EH0@T@A7qdEHM[Q@A/M1IHEKToYJ2T@2BYJ*-C>2
g2(n)

T@EnF1.1EKC7EnE�À<F10@EHT32B0IKA/VPA
g2(n) = K2f1(n) + g1(n − 1)

g2(n) = K2[x(n) + K1x(n − 1)] + K1x(n − 1) + x(n − 2)

g2(n) = K2x(n) + K1(1 + K2)x(n − 1) + x(n − 2)

g2(n) = a2(2)x(n) + a2(1)x(n − 1) + x(n − 2) \ ]<6^¾B�a`ztN1A/032ÞY-A/ThIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKTPT@A/M {a2(2), a2(1), 1} qÑC1EwM[.1EH«BAÙF>2B0@2�YJ2ÞT32BY-*JC>2
g2(n)

q?YJA/TvIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
am(n)

2BF>2B0XEKIKEHMäEHM×A/0XC1EKM�*JMa«BEK0@TXA1qÎEKMaQ@A/M1IKEHT
gm(n)

F>2U032¶A/0@C7EKM
m

C1EHYÑm>Y-Q@0@AwYZ2UQXQ3*-IKE5F1.7EKC1EPT@EH0E�À7F70@EKT@2BC1AWIKA/VPAv.1M>2hT@.1VW2vC1EGIKA/Ma«BA/YJ.1IH*JL/M
gm(n) =

m
∑

n=0

bm(n)x(n − n) \ ]s6�¾B®/`
ÿÎA/TvIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT {bm(n)} T@A/MÖ2BTXA<IH*Z2BC1ABT5IKA/M .1M m>Y§Q30@AÞ¬[.1EwF10XA<C7.1IKEwYZ2ÏT@2BYJ*-C>2

gm(n)
F�EK0XA�EHMA/0XC1EKMO*JMa«BEK0@TXA

bm(n) = am(m − n); bm(0) = 1 \ ]s6^_/9/`
n = 0, 1, 2, 3, ..., m�Q@*JY-*Jbc2UM1C1AÙQ30@2BM1TujkA/0@VW2BC>2

Z
F12B032 A/�7Q@EKM1EH0

Bm(z)
q¬[.1EäTXE×Y-E�F7.1EKC1E×IKA/M7T@*JC7EK032U0�IHA/VWA YJ2jk.1M7IK*JABMOC7EGQ@032BM7TXjkEK0XEKM1IH*Z2vC1EG.1MOT@*-TXQ3EHV³2h)C��{ IKA/MOIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKT {bm(n)}

Gm(z) = Bm(z)X(z) Bm(z) =
Gm(z)

X(z)
\ ]<6½_78�`

Bm(z) =
m

∑

n=0

bm(n)z−n \ ]<6½_a¾/`
IHA/VWA

bm(n) = am(m − n)
N>2BIK*-EKM1C7AW.1MwIK2BV5�1*-APC7EG«U2B0X*Z2B�7YJEBqTX*

l = m − n
q
n = m − l

q
Bm(z) =

m
∑

n=0

am(m − n)z−n =
m

∑

n=0

am(l)zl−m

Bm(z) = z−m
m

∑

n=0

am(l)zl = z−mAm(z) \ ]<6½_/_a`

�+�@�g���t�|� 8:�/9 �g�>�?���K�<�/�R�
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Ò EDAB�1T@EH0X«U2¿¬s.7EDYJA/TÑIHEK0XA/TàC1E
Bm(z)

TXA/Mv0@EHIKÐ-F10@AsIKA/T?C7EDYJA/TÑIHEK0XA/T?C1E
Am(z)

q/F�A/0ÑEHTXQp2¿0@2BbKL/M
Bm(z)EHTY-YZ2BVW2BC1AfEKYÎ0XEKIKÐ-F10@AsIKAhC1E

Am(z)
6

�yA/V³2UM1C1AGEKMPIK.1EHMaQp2fYJ2BT?0@EHYZ2BIH*JA/M7EKTà2BMaQ3EH0@*-A/0@EHT e .7Q3*-YJ*JbK2BM1C1A¿YJ2oQ30@2BM1TXjkAB0@VW2BC>2 Z
qaT@EDQ@*JEKM7EKMPYZ2BT0XEKYZ2UIK*JABM1EKTH;

F0(z) = G0(z) = X(z)

Fm(z) = Fm−1(z) + Kmz−1Gm−1(z) \ ]<6½_B4[`

Gm(z) = KmFm−1(z) + z−1Gm−1(z) \ ]<6½_a]/`þo*§«s*JC1*-EKM1C1AvF�A/0
X(z) e TX* A0(z) = B0(z) = 1

Am(z) = Am−1(z) + Kmz−1Bm−1(z) m = 1, 2, 3, 4, ..., M − 1 \ ]<6½_/�a`
Bm(z) = KmAm−1(z) + z−1Bm−1(z) m = 1, 2, 3, 4, ..., M − 1 \ ]<6½_a�/`=?MOjkAB0@VW25V³2UQ@0@*-IK*Z2UY

[

Am(z)
Bm(z)

]

=

[

1 Km

Km 1

] [

Am−1(z)
z−1Bm−1(z)

] \ ]<6½_/�a`
¯+2U032}EHYdIKSBYJIH.1YJAfC1EoY-A/TlIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT

Ki

qsYJ2fTXA/YJ.1IH*JL/MWEKT�IK2BYJIH.1YZ2UC>2n0XEKIH.10@TX*-«U2BVPEKMaQ3EtEKVPFdEHbc2BM1C7AIHA/M
m = p

qs2BTXÐdTXEtAB�7Q3*-EKM1E.1M>2nT@EKIH.1EKM7IK*Z2fC1Eo.1MPm>Y-Q@0@Af)C��{ØC1EtYJA/M1,B*-Q3.7C
(M − 1)

q[.1M7A}F>2B0@2nIK2BC>2.1M7AÏC1E³Y-A/TG«B2UYJA/0XEKT}C7E³VO6�=?T5*-VWF�A/0uQp2BMaQ3EhM1AUQp2B0f¬s.7Ei.1M>2�IK2B032UIHQ3EH0@*-bc2BIH*JL/M×C1E³EHTXQp2ÏIHYZ2BTXE³C1E
mm>Y§Q30XA/Tx)C��{åEHMOjkA/0XV³25C7*J0@EHIHQ32h0XEK¬[.1*-EK0@E

m(m + 1)/2
IKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKTH6

=?M¶.1Mim>Y§Q30@AfYZ2UQXQ3*-IKET@E|M1EHIKEHT@*-Q32BM¶T@ABYJA
m
IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHTDC1E|0@E�>E�À<*-L/M

Ki

q<EHT�C1EKIH*J0�¬[.1EoEKTXQ@E|Q3*-FdAC1E5m1Y-Q30XA/T¿F10XA�«BEKEh.1M>2¶0XEKF10XEKT@EHMaQp2BIH*JL/M�V³SUT¿IKA/VPF>2BI�Qp2 e TX*ÑT@Eh0@EH¬[.1*JEH0@EP2B,/0XEK,a2B0oV³2BT¿E�Qp2BF12BTKqrM7ATXE¿2BY-Q@EK0@2BMiYJABTßF>2B0@SBVPEHQ30XA/TßIK2BYJIH.1YZ2UC1A/TßEHM¶YZ2BTßEHQp2UF>2BT�F10XEH«s*Z2UTK61¯yA/0�ABQ@0@A5YJ2BC1A1qsEKM¶.7Mim>Y-Q@0@Av)C��{ 2BY2B,B0@EK,/2B0�VW2BTDEHQ32BF>2BTHq>Ic2BV5�7*Z2BM¶Q3AsC1A/TDY-A/TDIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKT e EHTM7EKIKEHT32B0X*JAP0@EHIc2BY-IK.1YJ2B0@Y-A/TK6
�G,Á+-, ¥ 7:AEo 14s A:B o op7:9<3rops·5-s Ü s0A:s ¦E¦ �

=?TXQ@EnQ@*JF�APC7EfEHTXQ30X.1IHQ@.1032WF1.1EKC7En«BEK0@TXE}IHA/VWAP.1Mwm>Y-Q@0@APC1EnT@ÐJMaQ@EKT@*-TxAW.1MOm>Y-Q@0@Ah*JMa«BEK0@TXA1q e 2P¬s.7EC>2UC1AÞ.1M IKA/M��X.1MaQ3A�C1EwIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKT
Km

T@E¶C1EHT@EK2�0XEKF10XA<C1.7IK*J0}.1M F10@AsIKEHT@A�A/0@*-,/*JM12BYlzo{
x(n)

2BY2BF7YJ*JIK2B0ßIHA/VPAPEHMaQ3032UC>2P.7M�F10XA<IHEKTXAWEHTXQp2UIK*JABM>2B0@*-AvC1EG0@.1*-C1Av�1YJ2BM1IKA
v(n)

IKA/MwVPEKC1*J2vIKEK0XA16
{xEKIKAB0@C>2BM7C1AW¬[.1EnYZ2}jk.7M1IK*-L/MwC1EnQ@032BM7TXjkEK0XEKM1IH*Z2vC1En.1Mwm>Y-Q@0@AvYZ2RQ@Q3*-IKEoQ@*JF�AP)C��{åIKABM�IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT

am(n)

Am(z) =
Fm(z)

Xm(z)
=

Fm(z)

F0(z)
= 1 +

m
∑

i=n

am(n)z−n

�+�@�g���t�|� 8:�78 �g�>�?���K�<�/�R�
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C1ABM1C1E|YJ2}EKMaQ30@2BC>2v2BY�m>Y-Q@0@A5EHTDEKYdF10@EHC1*JI�Q3A/0�C7E¿A/0@C1EHM¶IKEH0@A
f0(n) e YJ2BT�T32UYJ*JC12BTlTXA/M fm(n) e gm(n)F>2U032¿YJA/T?F70@EKC7*JIHQ@A/0@EHTlC7EAB0@C1EHM

m
N12BIK*J2n2UC1EKYJ2BMaQ3E e N>2BIH*Z2G2UQ@03SBT?0XEKT@F�EKI�Q3*§«B2UVWEHM[Q@EB6s=?MaQ3A/M1IHEKTlF>2B032EHYÎC1*JTXE,�1AhC1EG.1Mwm>Y-Q@0@A5Q@A<C1AhF�A/YJAvTXEfF7.1EKC1EGIHA/M1T@*-C1EK0@2B0xIKA/VPAh.1M¶m>Y-Q@0@AP)C��{å*-Ma«/EK0XT@A16

Am(z) =
F0(z)

Fm(z)
\ ]<6½_/®a`

C1ABM1C1E}TXE}N>2P*JMaQ3EH0@IK2BV5�1*J2BC1APYZ2hEKMaQ30@2BC>2³IHA/MÏYZ2hT32UYJ*JC127q>EKTuQ3A³EHT|¬[.1E}TXEfQ@*JEKM7Ef.1M12³EKMaQ30@2BC>2
fm(n)¬[.1EGF10XA<C1.7IKEG.1M>2hT32BY-*JC>2

f0(n)
6

�tM12fEKTuQ30X.1IHQ@.1032nYZ2UQXQ3*JIHEDF>2B0@2n.1MPm>Y-Q@0@A¸�J��{�Q@A<C1AnF�A/YJA1qBF1.1EKC7EoT@EH0lC7EKT32U0@0@ABYJYZ2UC>2¿C1Et.7M>2fEHTXQ30X.1I�~Q@.1032h)C��{Gq1C>2BC12P.1M12vjk.7M1IK*-L/MwC1EG.1M�TX*JTuQ3EKVW25Q3AsC1AhFdABYJA
H(z) =

1

1 +

p
∑

i=1

ap(i)z
−i

=
1

Ap(z)
\ ]<6 4a9a`

EHTXQp2hjk.1M1IH*JL/MOC1EGQ3032UM1TXjkEH0@EKM7IK*Z2PIKA/0X0@EHT@F�A/M1C1E}2P.1M�T@*-TXQ3EHV³2h*JMa«BEK0@TXAiC1En.1M�m1Y-Q30XA³)+��{ YZ2UQXQ3*JIHEB6>=?M<~Q@A/M1IKEHT|T@EfQ3*JEHM1E}.7M�m>Y-Q@0@A¹�J��{ C1E5A/0XC1EKM
p
IKA/MÞEHTXQ@0@.1I�Q3.10@2iYZ2UQXQ3*JIHEGC1E

p
E�Qp2BF>2UToIKABVWAiTXE}«/E}EKMÏYJ2m>,B.1032P]<6½®76

Í A/M1TX*JC1EH032BM7C1AhYZ2BT�EHIK.>2UIK*JABM1EKTDEHMOC7*-jkEK0XEKM1IH*Z2BTx2UIKA/F1YJ2BC>2BTlC1EGYJA/TlF10@EHC1*JI�Q3A/0XEKTxN>2BIH*Z252UC1EKYJ2BMaQ3E eN>2UIK*Z2v2RQ303SUT e C1EKTXF1YJEH,a2BM1C1A fm−1(n)

fm−1(n) = fm(n) − Kmgm−1(n − 1) \ ]s6½418:`
gm(n) = Kmfm−1(n) + gm−1(n − 1) \ ]s6½4[¾B`TXE�F1.1EHC1EKMvC1E�Q3EH0@VP*JM>2B0yEKYsF10XEKC1*-IHQ3AB0+N>2BIH*Z2t2BC1EKYJ2BMaQ3Eß2BY<AB0@C1EHMh2BMaQ3EK0X*JA/0

fm(n)
IHA/M5�>2UT@E�EHM

fm+1(n)e gm(n − 1) e EKYÎF70@EKC7*JIHQ@A/0DN>2BIH*Z2h2UQ@03SBT gm+1(n)
IKABM��>2UT@EGEKM

fm(n) e gm(n − 1)

fm(n) = x(n) m = p \ ]<6½4/_a`
fm−1(n) = fm(n) − Kmgm−1(n − 1) m = p, p − 1, · · · , 1 \ ]<6 4/4[`
gm(n) = Kmfm−1(n) + gm−1(n − 1) m = p, p − 1, · · · , 1 \ ]<6 4[]/`

y(n) = f0(n) = g0(n) \ ]<6 4a�a`=?TXQ32BT¿C1A/T|EHIK.>2UIK*JABM1EKT|C7EHm>M1EHM�.1M>2i0@EHCÞC1E5C1ABT|F1.1EH0XQ3ABT¿IKA/VPAiT@E}A/�1T@EH0X«U2iEKM�YJ2Pm>,/.7032w]<6½� e0XEKF10XEKT@EHMaQp2BM�.1MOm1Y-Q30XAvYZ2UQXQ3*-IKEoQ@A<C1AhF�A/YJAvC7En.7M>2PE�Qp2BF1276
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Z−1
mg   (n)

f   (n)m
f       (n)m+1

mg   (n)

f   (n)mf       (n)m+1

g        (n)m+1

Km+1

Km+1

−Km +1

g        (n)m+1
 

  

)+*-,/.10@2h]<6^�<;>)+*JY§Q30XA5YZ2UQXQ3*-IKEoQ@A<C1AhF�A/YJAvC7EnAB0@C1EHM�.1M7A
´ �Ì�º��� � µ�§¥£ ¬�®¸ £�¤ü¬�¬�§¥¦¨¢°¬�¸n²±¸%¯@¸ £¥¸¹²±¢2¸¼®²±¢ ª »±ª±¸

ÿý2|IKA/Ma«BEK0@TX*JL/MPC1EDY-A/TÑIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKT
am(n)

C1ED.1Mvm>Y-Q@0@Aº�}��{�T@EDF7.1EKC1Ex0XEc2BY-*Jbc2U0+C1EHT32B0X0@A/Y-YZ2BM1C7A|YZ2BTEHIK.>2BIH*JA/M7EKT+¬[.1Eß0@EKTX.1Y-Q32BM5C1ElYZ2BT�EKTuQ30@.7IHQ3.7032BT��}��{ e YJ2UQ@Q@*JIKEgEß*-,/.>2BYJ2B0ÎYZ2UT+EKIH.>2BIH*JA/M1EHT+EHMvC1*-jkEH0@EKM7IK*Z2UTK6
¯+2U032h.1M¶m>Y-Q@0@A»�J��{ Q@A<C7APF�A/Y-AvC1EGA/0@C1EHM�.7M1A1q>T@.wjk.1M1IH*JL/MwC1E¿Q@032BM1TujkEK0XEKM1IH*Z2hEKT

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1

1 + a1(1)z−1
\ ]<6 4[�/`

e YJ25EKIH.>2BIK*-L/MOEKMOC1*-jkEH0@EKM7IK*Z2UTDF>2B032v.1M12hEHMaQ3032UC>2 x(n) e T@2BYJ*-C>2 y(n)

y(n) = x(n) − a1(1)y(n − 1) \ ]<6½4/�a`
C1EHT@F�ES�@2BM7C1A

x(n)
x(n) = y(n) + a1(1)y(n − 1) \ ]<6½4/®a`¬[.1E�EHTÑT@*-VW*-YZ2B0ý2|.7M}m>Y-Q@0@A¿)+��{ IHA/MvIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKT

am(n)
T@*<T@E�*-MaQ3EK0XIc2BV}�1*Z2YZ2tEHMaQ3032UC>2|IKA/MvYJ2tT@2BYJ*-C>276

¯+2U032³YJ2³EKTuQ30@.7IHQ3.7032iYZ2RQ@Q3*-IKEnC1E5A/0XC1EKMÞ.7M1AiC1E5YJ2Pm>,B.1032¶]s6��<q�T@*�YZ2PEKMaQ30@2BC>2iEKT
f1(n) = x(n) eYJ25T32BY-*JC>2

y(n) = f0(n) = g0(n)

y(n) = f0(n) = g0(n) = f1(n) − K1g0(n − 1) = x(n) − K1y(n − 1)

x(n) = y(n) + K1y(n − 1) \ ]s6�]B9/`EHTC7EKIK*-0D¬[.1EfYJ250@EHYZ2BIH*JL/M¶C1EGIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHTtEHT
K1 = a1(1)
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Z−1
go(n)

go(n)

f 1(n)

g
1
(n)

K1

−K1

 

fo(n)

y(n)= fo(n)=

)+*-,/.10@2h]<6��s;>)+*JY§Q30XA5YZ2UQXQ3*-IKEoQ@A<C1AhF�A/YJAvC7EnAB0@C1EHM�.1M7A
´ �Ì�º���;� µ�§¥£ ¬�®¸ £�¤ü¬�¬�§¥¦¨¢°¬�¸n²±¸%¯@¸ £¥¸¹²±¢2¸¼®²±¢ ª ²±¸ ¿

þoE5VW2BM1EH032³TX*JVP*JYJ2B0DT@E5F70@AsIKEKC7E5F>2B0@2i.1M�m>Y§Q30@A¼�J��{ Q3AsC1AiF�A/YJAWC1E}A/0XC1EKMÞC7A/T|IKABMÏjk.1M1IK*-L/MÏC1EQ@032BM1TujkEK0XEKM1IH*Z2
H(z) =

Y (z)

X(z)
=

1

1 + a2(1)z−1 + a2(2)z−1
\ ]<6^]<8�`

e TX.�EHIK.>2UIK*JLBMOEHM�C7*-jkEK0XEKM1IH*Z2BTDF12B032h.1M>2vEKMaQ@032BC>2 x(n) e T32UYJ*JC12 y(n)

y(n) = x(n) − a2(1)y(n − 1) − a2(2)y(n − 2) \ ]<6�]B¾/`C1EHT@F�ES�@2BM7C1A
x(n)

x(n) = y(n) + a2(1)y(n − 1) + a2(2)y(n − 2) \ ]<6�]U_a`¬[.1E5EHT|T@*-VW*-YZ2B0x2i.7M�m>Y-Q@0@A¶)+��{ IHA/MÏIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKT
am(n)

C1ABM1C1E5TXEvN>2³*JMaQ@EK0@IK2BV5�1*J2BC1AWYZ2WEHMaQ3032UC>2IHA/MwYZ2vT32BY-*JC>25F12B032vYZ25EHTXQ@0@.1I�Q3.10@2WYZ2RQ@Q3*-IKE|C7EnYJ2}m>,/.10@2P]<6^�<q
f2(n) = x(n)

6

Z−1 Z−1

g2(n) g
1
(n) go(n)

go(n)

f 1(n)

K1

−K1

K 2

−K2

  

f2 (n) fo(n)

y(n)= fo(n)=

)+*J,B.1032v]s6^�7;°)�*JY-Q@0@A5YJ2UQ@Q@*JIHEoQ3AsC1AvF�A/YJAhC1EGA/0XC1EKMwC1A/T
þoEHT32B0X0@A/Y-YZ2BM1C7AvYZ2BTDEHIK.>2BIH*JA/M7EKTxEKMOC1*-jkEH0@EHM1IK*J2BT

y(n) = f0(n) = g0(n) = f1(n) − K1g0(n − 1) = f1(n) − K1y(n − 1) \ ]s6�]U4a`
�+�@�g���t�|� 8:�B4 �g�>�?���K�<�/�R�
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f1(n) = f2(n) − K2g1(n − 1) = x(n) − K2g1(n − 1)

g1(n) = g0(n − 1) + K1f0(n) = y(n − 1) + K1y(n) \ ]<6^]/]/`TX.1TXQ@*-Q3. e EKM7C1A g1(n)
EKM

f1(n)

f1(n) = x(n) − K2

(

y(n − 2) + K1y(n − 1)
)

f1(n) = x(n) − K1K2y(n − 1) − K2y(n − 2) \ ]s6�]B�/`TX.1TXQ@*-Q3. e EKM7C1A f1(n)
EKMOEKIK.12BIK*-L/M \ ]<6^]U4[`

y(n) = x(n) − K1K2y(n − 1) − K2y(n − 2) − K1y(n − 1)

y(n) = x(n) − K1(1 + K2)y(n − 1) − K2y(n − 2) \ ]s6�]/�B`C1EHT@F�ES�@2BM7C1A
x(n)

x(n) = y(n) + K1(1 + k2)y(n − 1) + K2y(n − 2) \ ]s6�]B�/`*-,/.>2BYJ2BM1C1A5IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHTtIHA/MOYJA/T�C7En.7MOm>Y§Q30XAW)+��{åC1EGT@EH,/.1M1C1APA/0XC1EKM
a2(1) = K1(1 + K2) a2(2) = K2 \ ]<6^]B®a`

EHM[Q@A/M1IHEKT
K1 =

a2(1)

1 + K2

\ ]<6½�/9a`
=?TXQ32�EHIK.>2BIH*JL/M�Qp2BV}�1*J�HM×TXE³A/�7Q@.7«/A�F>2B032wEKYgIc2UT@A�C7E³YZ2wIKABM[«BEK0XT@*JLBMÙC1EP.1Mäm>Y§Q30@AOYZ2RQ@Q3*-IKEh)C��{ C1ETXEK,/.1M7C1A³A/0XC1EKM¸6 Í A/VPF>2B0@2BM1C1AhIHA/MÏYZ2v0XEKYZ2UIK*JLBMOC7E}IKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKTtF>2B0@2PEHYým1Y-Q30XAWYJ2UQ@Q@*JIHE¿C1Ef.7M�m>Y§Q30@A)C��{Gq1C1EGVW2BM1EH032vT@*-VW*-YZ2B0gF>2B0@2h.7MOm>Y§Q30XA5Q3AsC1AhFdA/Y-A5Q3*-FdAvYJ2UQ@Q@*JIKEU6
´ �Ì�º�8T6� µ�§¥£ ¬�®¸ £�¤ü¬�¬�§¥¦¨¢°¬�¸n²±¸%¯@¸ £¥¸¹²±¢2¸¼®²±¢ ª

p=?M¶YZ2Gm>,/.10@2v]<6½®}T@E|AB�1T@EH0X«U25¬[.1E|Ic2UC>2}EHQ32BF>2fQ@*JEHM1E|.1M>2fEKMaQ30@2BC>2
fm(n) e .1M125T32BY-*JC>2 fm+1(n)¬[.1EGEKTuQpSBMO0@EHYZ2BIH*JA/M12BC>2BTDF�A/0DYZ2UT�EKIH.>2BIK*-A/M1EHTt0XEKIK.70@T@*§«U2BT \ ]<6 418�` e�\ ]<6 4[¾/` e y(n) = f0(n) = g0(n)

6=?M�,/EHM1EK0@2BYDYJABTPIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
Ki

C7EOYJ2ÞEKTXQ@0@.1I�Q3.10@2×YJ2UQ@Q@*JIKE¶F12B032�.1M m>Y-Q@0@A½�J��{ Q@A<C1A�F�A/YJAÞTXEF1.7EKC1EHM�Ic2UYJIK.7YZ2B0�F�A/0DVPEKC1*-AvC1EG.1M�2BYJ,/AB0@*-Q@VWAfTXQ@EKFOC1A1�xM \ «<*-TXQ@AWEHM�IK2BF1Ð-Q@.1YJA52BMaQ3EK0X*JA/03`�6
´ �Ì�º�Ì��� µ�§¥£ ¬�®¸ £�¤ü¬�¬�§¥¦¨¢ ²±¢ ¿�¢ ¾ »ºª±²±¸%¸ ®²±¢ ª ¦¨¸ ª ¯(¸ £¥¸ ¿"´ ¦¨¢�®¸í¿

=?M�EHTXQ3EOIc2UT@AäTXE�N12BIKEHMâ2BYJ,B.1M1A/TvIK2BV5�1*-A/ThEKM�YJ2BTvEKTuQ30X.1IHQ@.1032BTWYZ2UQXQ3*-IKEi«s*JTuQp2BTW2BMaQ3EH0@*JAB0@VPEKMaQ3EIHA/MäEHYàm1MäC1EPIKA/VPF10XA/�>2B0¿¬[.1EW.1M>2�EHTXQ@0@.1I�Q3.10@2�YZ2RQ@Q3*-IKEvQp2UV5�1*J�HM�F1.1EKC7E³,/EHM1EK0@2B0f.7M>2Ojk.1M7IK*JLBM×C1EQ@032BM1TujkEK0XEKM1IH*Z2vC1EG.1Mwm>Y-Q@0@A»�J��{åIHA/MOFdA/Y-A/T e IHEK0XA/TK6
þoEGYZ25m>,B.1032P]<6§8:9vF>2B0@2hYJ25F10@*-VWEH0325EHTXQ30X.1IHQ@.1032PYZ2UQXQ3*-IKE|TXEnF7.1EKC1EHM�EHT@IK0X*J�1*-0DYZ2BTDEHIK.>2UIK*JABM1EKT
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Z−1 Z−1 Z−1

g2(n) g
1
(n) go(n)

go(n)

f 1(n)

K p

−Kp

K 2

−K2

K1

−K1

    

x(n) =f (n) f (n) f2 (n)

g (n) g (n)

fo(n)

y(n)= fo(n)=

p

p

p−1

p−1

)�*J,/.10@2h]<6½®7;>)+*-Y-Q30XA5YZ2RQ@Q3*-IKEoQ@A<C7APF�A/Y-AvC1EGA/0@C1EHM
p

Z−1 Z−1  

−α

β

−δ

ε

γ

X0
X1 X2

Y0
Y1

Y2

)+*J,B.1032h]<6§8:97;1)+*JY§Q30@A}YZ2UQXQ3*JIHEº�J��{ IKA/MOFdABYJA/T e IKEK0XA/T

X1 = X0 − αz−1Y1

X0 = X1 + αz−1Y1

Y0 = βX1 + γz−1Y1=?MOjkAB0@VW25V³2UQ@0@*-IK*Z2UY
[

X0

Y0

]

=

[

1 αz−1

β γz−1

] [

X1

Y1

] \ ]<6½�78�`
F>2B0@2vYZ25T@EH,/.1M1C12WEKTuQ30X.1IHQ@.1032hYZ2UQXQ3*-IKE

X2 = X1 − δz−1Y2

X1 = X2 + δz−1Y2

Y1 = εX2 + z−1Y2=?MOjkAB0@VW25V³2UQ@0@*-IK*Z2UY
[

X1

Y1

]

=

[

1 δz−1

ε z−1

] [

X2

Y2

] \ ]<6½�a¾/`
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TX.1TXQ@*-Q3. e EKM7C1A³EHYr«/EKI�Q3A/0xIHA/M�TX.1�1Ð-M1C1*JIHEKTx.1M1APEKMOEKIH.>2BIH*JL/M \ ]s6^�78:`
[

X0

Y0

]

=

[

1 αz−1

β γz−1

] [

1 δz−1

ε z−1

] [

X2

Y2

] \ ]<6½�/_a`
C1EHT32B0X0@A/Y-YZ2BM7C1AvEKYÎF10XA<C7.1IHQ@APEHMaQ30@EnVW2UQ30X*JIKEHT

[

X0

Y0

]

=

[

1 + αεz−1 δz−1 + αz−2

β + γεz−1 βδz−1 + γz−2

] [

X2

Y2

] \ ]<6½�B4[`
2BYdC1*-«s*-C1*J0gYZ2}TXEK,/.7M1C>2vYJÐ-M1Ec2}EHMaQ30@E¿YJ2}F10X*JVPEK032fC1EKYÎ2U0@0@EH,/YJA}V³2UQ@0@*-IK*Z2UY e IKABVWA X2 = Y2

q7TXE¿A/�7Q3*-EKM1EYJ2}jk.1M1IK*-L/MwC1E¿Q30@2BM1TXjkEH0@EHM1IK*J2PC1EG.1Mwm>Y§Q30@A¾�}��{åC1EGT@EH,/.1M1C7A³A/0XC1EKMOIKA/MwF�A/YJABT e IKEH0@A/T
H(z) =

Y0(z)

X0(z)
=

β + (γε + βδ)z−1 + γz−2

1 + (αε + δ)z−1 + αz−2
\ ]<6½�a]/`

IHA/MwIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKT
b0 = β b1 = γε + βδ b2 = γ

a0 = 1 a1 = αε + δ a2 = αEHTXQ3APF10X.1EK�>2hYZ25EH¬[.1*-«U2BY-EKM1IH*Z25EKMaQ@0@EnEKTXQ@0@.1I�Q3.10@2BT;�J��{ e YJ2UQ@Q@*JIHEB6
�G,(�G, ¥ 7:AEo 14s(ý A:B o op7:9<3À¿®A/B058583;1

=?MÙ,/EHM1EK0@2BYl.7Mäm>Y-Q@0@AÁ�J��{ IKA/MaQ@*JEKM7E
q
IKEK0XA/T e p

FdA/Y-A/TKqýIHA/V5ª1M1VPEKMaQ@E
q ≤ p

qyTX.Ùjk.1M1IH*JL/M×C1EQ@032BM1TujkEK0XEKM1IH*Z2vT@EnEKTXIK0@*-�dE

H(z) =

q
∑

i=0

bq(i)z
−i

1 +

p
∑

i=1

ap(i)z
−i

=
Bq(z)

Ap(z)
=

Y (z)

X(z)
\ ]<6½�/�a`

H(z)
F1.1EHC1E5T@EH0o*-VWF1Y-EKVPEKMaQp2UC>2vEKMÏIK2BT@IK2BC>2³IHA/M�jk.1M7IK*JABM1EKTtC1EfQ@032BM1TujkEK0XEKM1IH*Z2WTXA/YJAWIKEH0@A/T

Bq(z) eQ@A<C1AhF�A/YJA
1/Ap(z)

H(z) =
Y (z)

X(z)
= [Bq(z)

][ 1

Ap(z)

]

=
[ Y (z)

W (z)

][W (z)

X(z)

] \ ]<6½�a�/`
TXEKF>2B0@2BM1C1APYJABT�j©2BIHQ@A/0@EHT

[Bq(z)
]

=
[ Y (z)

W (z)

] e [ 1

Ap(z)

]

=
[W (z)

X(z)

]
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TXEnAB�7Q3*-EKM1E¿EHYÎF>2B0xC1EGEKIH.>2BIK*-A/M1EHTEHM�C7*-jkEK0XEKM1IH*Z2BT

w(n) = x(n) −
p

∑
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=?YlTX*JTuQ3EKVW2wNs.7V³2BM7A�C1EWF10@AsC1.1IHIK*JLBMäC1Eh«/A/b³EKTXQ3S�IHA/VWF7.1EKTuQ3AÏF�A/0n.1MäIHA/M��X.1MaQ3A�C1E³L/0X,a2BM1ABTK;Y-A/TlF7.1YJVPA/M1EHTlIHA/VWAfYZ2Gjk.1EKMaQ3Eo,/EKM1EH032BC7A/032}C7E|2B*-0@EBq[YJ2nQ30@SB¬[.1Ec2<q7YZ2UTlIH.1EK0XC>2BTß«BA<IK2BYJEHTKqsEKY�,/YJABQXQ3*-TKqaYZ2Y-EKM1,/.127q/YJABT?C1*JEHM[Q@EKT e YJABT?YZ2B�1*-A/TÑIHA/VWAGEHYJEKVPEKMaQ@A/TàC1ExIKA/M1C7.1IKIH*JL/M e «s*J�10@2BIK*-L/MvC1EKY°TXA/M1*JC7A16a=?MWEHTXQ@EEHT@¬[.1EKVW2¶T@E5F7.1EKC1EhEHM1IKA/MaQ@032B0¿.1M12i0@EKYJ2BIK*-L/M�EHMaQ3032UC>2÷öUT@2BYJ*-C>2³EKM�YJ2WF10XA<C1.7IKIK*-L/MÞC1Ev.1MÏjkABM1EKVW27qr2IK2BC>2|jkA/M1EHV³2¿T@EYJEDF�AsC103SG2BTXA<IH*Z2B0?.1M12Gjk.1M7IK*JLBMPC7ExQ@032BM7TXjkEK0XEKM1IH*Z2G¬[.1EtY-A¿VWAsC1EHYJEDIKABVWAG.1MPT@*-TXQ3EHV³2Y-*JM1EK2BY¸EG*JMa«U2B0X*Z2BMaQ3E¿EHM�EHYrQ3*-EKVPFdA \ Ò ÿ%�7�`�q°EKMaQ3ABM1IKEHTtTXEfF�A<C70@ÐZ25,BEKM1EH032B0x.1MOIKA/M��X.1MaQ3APC1EGT@*JTuQ3EHV³2BTAGm>Y-Q@0@A/Tg¬[.1E|2UC>2BF7Q32BMWTX.1TßIK2B032UIHQ3EH0@Ð-TXQ3*-Ic2BTgAn.1M>2fjk.1M7IK*JLBMWC1ExQ30@2BM1TujkEK0@EHM1IK*J2fC1Eo2BIK.7EK0@C7A52BY°VPA<C1EHYJA¬[.1EGT@EGC1EHT@EK2W0@EHF10@AsC1.1IH*J0H6
"I�B/yç�æÎè��+2020��3�êØèyéÁ#dæ�Ð

Í A/M1TX*JC1EH032BM7C1AÞ.1MÙVPA<C7EKYJAOT@*-VWF7YJ*-m1Ic2BC1AOEKMaQ@032BC>2 öUT32BY-*JC>2<qyEHT5C1EHIK*J0Hq�.7M T@*JTuQ3EHV³2OIKA/M EHM[Q@032BC12
x(t)

qd0@EKTXF1.1EHTXQp2w2BY�*JVPF1.1Y-T@A
h(t) e T32BY-*JC>2 y(t)

q�C1A/M7C1E5YZ2WE�À<IK*§Qp2BIH*JL/MÏA³EKMaQ30@2BC>2
x(t)

T@EvF10XA<C1.7IKEEHMOEHYÎ,/YJAUQ@Q3*-T e YZ25T32UYJ*JC12 y(t)
EHTF70@EKIH*JT@2BVWEHMaQ3E¿YZ2}«BA/bGEKMwYJABTDYZ2B�1*-A/TKqsEKMaQ@A/M1IKEHTtYJ25F10@EHT@*-L/MwC1EKYÎ2U*J0@EEHTxjkAB0@bc2UC>2vC1EKTXC1EfEHYÎ,/YJAUQ@Q3*-T�N>2BTuQp2vYJABTDYZ2B�1*-A/TD25Q30@2c«/�KTC1EHYrQ3032UIHQ3Av«BA<IK2BYÎF>2B0@2PF10XA<C7.1IK*-0�YZ25«/ABbB6

8��U_
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=?MWYJ2|m>,/.10@2n�<6-8YZ2|EHM[Q@032BC12
x(t)

IKA/0X0@EKTXFdABM1C1Et2nYJ2|F10@EHT@*JLBMWC1EHY°2B*J0XEDEKMPEKY>,/Y-ABQ@Q@*JTHqBYZ2¿0XEKT@F7.1EKTuQp22BY>*-VWF7.1YJTXA¿C1EKY>TX*JTXQ@EKVW2 Ò ÿE�7�ÖEKTgC1EK0X*-«U2BC>2¿C1EYZ2UT?F10@A/F7*JEKC12BC1EKTàjkÐJTX*JIK2BT?C1EKY1Q@032BI�Q3AG«/AsIc2BY e YJ2¿T32BY-*JC>2
y(t)

T@EH0@ÐJ25YZ2n«BA/b 	 ¾/¾�
¥61=?T�C1EHIK*-0ß¬[.1E¿EKYdF10@AsIKEHT@AvC1EoF10@AsC1.1IHIK*JLBMiC1Eo«BA/b¿F1.1EHC1E|VPA<C1EHYZ2B0XT@EtIKA/VPA}YJ2IHA/Ma«/A/Y-.1IK*-L/MwC1E
x(t)

IKABM
h(t)

q>EKMOEKYrQ@*JEHVWF�A5IKABM[Q@*JM[.1A
y(t) =

∫ ∞

−∞
h(τ)x(t − τ)dτ = h(t) ∗ x(t) = x(t) ∗ h(t) \ �76§8�`

C1ABM1C1E
h(t)

EKTxYJ250@EKTXF1.1EHTXQp2W2BYÎ*JVPF1.1Y-T@A5C7EKYÎT@*-TXQ@EKVW2hC7EnF70@AsC1.1IKIH*JL/MOC1E¿«/ABbB6

Onda
Acústica
de
voz

Cavidad
nasal

VOCAL
TRACTO

Glottis
Cuerdas
vocales

)+*-,/.1032v�<6-8/; Ò *JTXQ@EKVW25F10@AsC1.1I�Q3A/0xC1E¿«BA/b

Ñ æÎèýé��©æäèyé��Ò :ç���2� cæ\#�æ%29���
�y032BTXYZ2BC>2UM1C1AnYZ2¿*JC1EK2f2UM[Q@EK0X*JA/0g2GT@*JTuQ3EHV³2BT e TXE,�>2BY-EKTgC1*JTXIK0XEHQp2UTKq[YZ2GF10@AsC1.1IHIK*-L/MWC7Et.1M12nA/M7C>2fC1E«BA/b5IKABM1T@*-TXQ3EfC1E5.1M12³A/M1C>2iC7E}E�À<IH*-Qp2UIK*JLBMÏC1EKY�,/YJAUQ@Q3*-Tx¬s.7E}«s*Z2��@2W2WQ30@2:«B�KT¿C1EHY�Q@032BI�Q3A³«BA<IK2BY�N12BTXQ32¬[.1EGT@EG,/EHM1EK0@2P.7M>2PABM1C>2vC1EGT32BY-*JC>25EHM�Y-A/TDYZ2U�1*JA/THq7IHA/VWAhTXEG«BEfEHMOm1,/.1032h�76§8/6¯+2U032iEHjkEHIHQ@.>2B0¿YZ2WC1EKIHA/Ma«/A/Y-.1IK*-L/M�EKM�.1MÞF10XA<IHEKT@A¶jkÐ-T@*JIHAiIKABVWAiYJ2W«/ABbBqÎT@EvM7EKIKEHT@*§Qp2¶.1MÞVPA<C1EHYJAC1EHYýT@*JTuQ3EHV³2vF10XA<C1.7IHQ3AB0tC1E¿«BA/bBq�EKTuQ3APEKTKq�0@EHT@A/Y§«/EH0tEHYÎF10@A/�7YJEKVW2v*JMa«/EH0@TXA³C1EnYZ2vF10XA<C1.7IKIK*-L/MOC1En«BA/bB6�M VPAsC1EKY-AÏ2BF10XAcÀ7*-V³2UC1AÞC1EKYlQ3032UIHQ3AÏ«BA<IK2BY�F1.7EKC1EwT@EH0h.1M T@*JTuQ3EHV³2ÏC1E¶F12B03SBVPEHQ@0@A/T}C1*JTuQ30@*-�1.1*-C1A/T«s*JTuQ3AnIKA/VPAn.1MWQ@.1�dAf2BIHª1TXQ@*JIKAfIKA/MWT@EHIKIK*-A/M1EHTßIK*-YJÐ-M1C10@*-Ic2BT+C1*-jkEH0@EKMaQ@EKT�2UIKA/F1YJ2BC>2BTàEHM³Ic2UT@Ic2UC>27qsC1A/M1C1EIK2BC>2}TXEKIKIH*JL/MWQ3*JEHM1Eo.7M>25YJA/M7,/*-Q@.1C

L e .1M¶SB0XEc2fQ@032BM7TX«/EH0@T@2BY Am
IKABVWAfT@E|*-YJ.1TuQ3032GEKMim1,/.1032}�76�¾ 	 4=
¤q	 ®=
¥q 	 _/]�
¤q 	 8/8�
¤6þoEHT@C1EnEKYÎF1.7M[Q@AWC7EG«s*-TXQp25jkÐ-T@*JIHA1q7IH.>2BM1C7APEHYÎ,/YJAUQ@Q3*-TßIH0@Ec2h.1M>2hE�À<IH*-Qp2UIK*JLBMw2BIKª1TuQ3*-Ic27q>TXEnF70@AsC1.1IKE.1M TXA/M1*JC7A e EKM Ic2BC>2ÞTXEKIKIH*JL/M C1EHYDVWAsC1EKY-AÞYZ2ÏA/M7C>2ÞC1EwT@A/M1*-C1A�Ic2BV}�1*Z2ÏIHA/VWAÞ.7M>2�jk.7M1IK*-L/M C1EKYQ@*JEKVPF�A16 Ò *ßTXE¶IKA/M1AsIKE¶YJ2�A/M7C>2ÏC1E¶E�À<IH*-Qp2UIK*JLBMÙC1EKYß,/YJABQXQ3*-TfIHA/VWA�.1M>2�jk.1M1IH*JL/M C7EKYlQ@*JEHVWF�A e YZ2BTA/M7C>2BTàEKMWYZ2BTàT@EHIKIH*JA/M1EHT

A1, A2, A3, · · · , AN

q[EKMaQ@A/M1IKEHTßTXEtF1.7EKC1EtF10@AsC1.1IH*J0Ñ«/ABb 	 ®�
¥q 	 _a]�
¥q 	 8/8,
¥6[¯+2B0@2

�+�@�g���t�|� 8��U4 �g�>�?���K�<�/�R�
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.1M¶TXA/M1*-C1AvC>2BC1A7q1EKY¸SB0@EK2hC7E|YZ25TXEKIKIH*JL/MwC1E¿.7M¶IK*JY-*JM1C70@A}EHTxC1EKM1AUQp2BC1AvIHA/VPA
Am

q1C1A/M7C1E
m
«B2vC1Ev82

N
q>C1EGYZ25T@EHIKIH*JL/M�IKEK0XIc2BM12W2vYJABTDYZ2B�1*-A/TD2vYZ25TXEKIHIK*JLBM�IHEK0@IK2BM>2W2BYr,/Y-ABQ@Q@*JTK6Í A/M1TX*JC1EH032BM7C1AW.7M>2PABM1C>2hF1YZ2BM12h¬[.1EGTXEfF10XA/F>2B,/2hC7EKYý,/YJAUQ@Q3*-T�2hYJA/TDYJ2B�1*-A/T�F�A/0DQ3AsC1AhEKYÎVPA<C1EHYJA2BIHª1TXQ@*JIHA1q¸YJ2³«/EKY-A<IH*JC>2UCÞC1EvYZ2³ABM1C>2w2BIKª7TXQ3*-Ic2iT@2UQ3*-TXj©2BIHEvEKM�Ic2BC12wTXEKIHIK*JLBM�EHYÑVPA<C1EHYJAiC7Ev.1M>2iA/M1C12.1M7*JC1*-VWEHM1T@*-A/M>2BYd2BIKª7TXQ3*-Ic2

∂2Um(x, t)

∂t2
= v2∂2Um(x, t)

∂x2
\ �76^¾/`C1ABM1C1E

Um(x, t)
EHToYJ2h«BEKYJAsIK*-C>2BCOC1E}YJ2PABM1C>2hEKMÏ.1M12WT@EHIKIH*JL/MÏIH*JY-ÐJM1C10X*JIK2

m
q
v
EHToYJ2v«BEKY-A<IH*JC>2BC�C1EKYTXA/M1*JC7A5EKM¶EHY¸Q30@2BIHQ@A}«/AsIc2BY¥q

x
EKTßYZ2f«U2B0X*Z2B�1Y-EtEHT@F>2UIK*Z2UY¤q

t
EHTDEKY�Q3*JEHVWF�A16sÿý25T@A/Y-.1IK*-L/M³C7E¿YZ2fEHIK.>2UIK*JLBMC1EGA/M7C>2 \ �76^¾/`ßF1.1EHC1EnE�À<F10@EHT32B0XT@EfIKA/VPA 	 8B8,


Um(x, t) = C1Um(
t − x

v
) + C2U

−
m(

t + x

v
) \ �76½_a`TXEfA/�7T@EK0u«U2P¬[.1EnEKM�Ic2BC>2hT@EHIKIH*JL/M�IK*JY-ÐJM1C70@*JIK2f«s*Z2��@2UM�C1ABTtA/M7C>2BTKq>YJ2vIKA/VPFdABM1EKMaQ3E

C1Um((t − x)/v)\ A/M1C>2�EHVW*§Q3*-C>2a`¿¬s.7Ei«<*J2��@2Ï2ÏYJ2�C1EK0XEKIpN>2 e YZ2�IHA/VPFdA/M7EKMaQ3E
C1U

−
m((t + x)/v) \ ABM1C>2Ï0@E�>ES�@2UC>2a`¬[.1Ei«s*Z21�@2Þ2�YJ2�*JbH¬[.1*JEH0@C>276+=?M YJ2�jk0@A/MaQ@EK032ÏEHMaQ30@EwYJ2BT5T@EHIKIH*JA/M1EHT
m − 1 e m

IKA/M SU0@Ec2UT
Am−1 e

Am

0XEKTXFdEHIHQ3*§«U2BVWEHMaQ3EBq�E�À<*JTuQ3Ei.7M>2�C1*-T@IKABM[Q@*JM[.1*-C>2BCä¬[.1Ei2BY-Q@EK032OYZ2OA/M1C>2�,BEKM1EH032BM1C7AÏ.1M>2ÏTXEK0@*-E³C1EQ@.10@�1.7YJEKM7IK*Z2UTK6àþoEH�1*JC1Aä2�YJ2BThC1*JTXIKA/MaQ@*JM[.1*JC12BC1EKThEHM�YZ2Ïjk0XA/MaQ3EK0@2×C1EOYZ2UTPTXEKIHIK*JABM1EKTW2BC e 2BIKEHM[Q@EKTHqßYZ2A/M7C>2�EKVP*-Q@*JC>2wT@EH03SÏF>2U0@IK*J2BYJVPEKMaQ@EW0XE�>E7�@2BC>2 e F>2B0XIK*Z2UYJVPEKMaQ3EhQ30@2BM1T@VP*-Q@*JC>2<qÎEKTXQ@AÞT@.1IHEKC1E¶EHM Ic2BC12jk0XA/MaQ3EK0@2 e F10XA<C7.1IKEv.1M�VPA<C7EKYJA³C1Ev0@E�>E�À<*JABM1EKT¿V5ª7Y-Q3*-F1YJEHTK6dÿý2iEKM1EH0@,/ÐJ2¶2BIKª1TuQ3*-Ic2¶EKMaQ30XEvYZ2BToA/M1C>2BT

Exitacion
del A

L

A N−2N−1A N

N−2

iA AA 2 1

Labios

VozGlottis

)+*J,/.70325�76^¾<;G·�AsC1EHYJAh2BIHª1TXQ@*JIKAPC1EHYrQ3032UIHQ3Av«BA<IK2BY
EHVW*§Q3*JC12BT e 0@E�>ES�@2UC>2BTPEKTXQ3S×,/AB�dEH0@M>2BC12�F�A/0hYJA/T ´p·:² Â ´��¤²�µ>¹ ²p»Oºs²�:3²�<x²XÕ9���Rµ

Km

6g¯�A/0PES�XEHVWF7YJA�T@*EHM[Q@0@E|YJ2fTXEKIKIH*JA/M7EKT
m− 1 e m

T@EtQ3*JEHM1EKM³YZ2BTlSB0@EK2BT
Am−1 e Am

q<C7EoYZ2UTßIKABM1T@*-C1EK0@2BIK*-A/M1EKTgjkÐJTX*JIc2UTlC1E«BEKYJAsIK*-C>2BC e F10XEKTX*JL/M�YJABT¿IKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKTnC1Eh0@E�1E�À<*JL/M�C1EhYZ2UT¿A/M1C>2BTGEHM[Q@0@EhT@EHIKIH*JA/M1EHTfEHTXQ3SOC>2UC1A�F�A/0	 4�
¥q 	 ®�
¤q 	 ¾/¾�
 a
Km =

Am−1 − Am

Am−1 + Am

\ �76 4[`
bvÓ�l¸w�y�l}{1l_f�Ô�dHlvkgÕÖmok;×,y�lØlvÙ1pqd8eHl_y�n�m»dHpjÚÛpqijpjeHy={)lvn,egkHlØlJd�etm¾lSÙ1w�kgl}dHpqÜ�nÇ{1l¸iqf�d�uSf�lSh�uSpqlvn,eHlJdvÝ.iqm¹{1lSh�n�pquvpjÜ�n){1leHktmon�d8xzf�kgÚXm�{�mÞÔ�pqijpqn�l}m�i$ßàl}i�uSf�lSh�uSpqlvn,eHl@{1l@kglSá�lvÙ1pjÜ�n�{1l@y�n=mÒiq~qn�l}mÛ{1l�egkgm�n�d8ÚÛp|d8pqÜ�nÂâ ã(äæå

�+�@�g���t�|� 8��/] �g�>�?���K�<�/�R�
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C1EHT@F1.7�KTC1E¿Q3A/VW2B0DEKMOIK.7EKMaQp2hYZ2BTDIHA/M1C1*-IK*-A/M1EKTDC7EGjk0XA/MaQ3EH032hEKMaQ30XEnTXEKIHIK*JABM1EKTT@EGA/�7Q@*JEHM1E 	 ¾/¾1

y+

m(t) = vmU+
m(t + τ − tm) y−

m(t) = −vmU−
m(t − τ − tm) \ �76^]/`

C1ABM1C1E
vm ≡

m
∏

j=1

(1 + Kj) m = 1, 2, 3, · · ·N v0 ≡ 1 \ �<6^�a`
IHA/M1T@*-C1EK0@2BM1C1An2

y+
m(t)

IKA/VPAGYZ2 ·Rµ�ºa±P²��¾�¼¹8�©ºa± EKMPYZ2¿T@.7FdEH0Xm>IH*JE
m e y−

m(t)
IKABVWAGYZ2 ·Rµ�ºa±_:3²�<x²�çH±aºa±EHM�YJ25T@.1F�EK0um>IK*-E

m
q>EHMaQ3A/M1IHEKTtT@E¿Q3*-EKM1E¿EHYÎF>2B0xC1EGEKIH.>2BIK*-A/M1EHTt2UIKA/F1YJ2BC>2BT

y+
m(t) = y+

m−1(t) + Kmy−
m−1(t) \ �<6��/`

y−
m(t) = y−

m−1(t − T ) + Kmy+
m−1(t − T ) m = 1, 2, 3, · · · , N \ �76½�a`IHA/M

T = 4τ = 2L/v
q�¬[.1EnEKTtC1A/Tx«/EHIKEKToEKYÎQ3*-EKVPFdAhM1EHIKEKT@2B0@*-AWF12B032P¬s.7Ef.1M12WA/M1C12PTXE}F10XA/F>2B,/.7E}2Q@032c«/�HTfC1Eh.1M�IH*JYJ*-M1C10XA¶C1EhYJA/M1,B*-Q3.7CÞÿ?6 Ò *ÑT@EPV5.1EHTXQ@0@Ec2UM×YJ2BT¿EKIH.>2BIK*-A/M1EHT \ �76^�/` e \ �<6^�a`|2UY+Q3*-EKVPFdA

t = nT e T = 1
q>EHM[Q@A/M1IHEKTT@EnA/�7Q3*-EKM1EHMwYZ2BTDEHIK.>2BIH*JA/M7EKTxEKMOEKYrQ@*JEKVPF�AvC1*JTXIK0@E�Q3A

y+
m(n) = y+

m−1(n) + Kmy−
m−1(n) \ �<6^®a`

y−
m(n) = y−

m−1(n − 1) + Kmy+
m−1(n − 1) m = 1, 2, 3, · · · , N \ �76§8:9a`EHTXQp2UTC7A/Txª1Y-Q@*JVW2BTßEHIK.>2BIH*JA/M7EKTx0@EHYZ2BIH*JA/M>2UMiYZ2BTDABM1C>2BTDEHVW*§Q3*JC12 e 0@E�>ES�@2UC>2PEHMwYZ2BTDTXEKIKIH*JA/M7EKT m − 1e m

qy2BC1EHV³SUTnEHTXQ32�0@EHYZ2BIH*JL/M�TXE³F1.1EHC1E³C7EKT@IH0@*-�1*J0GF�A/0GVWEHC1*JAwC1EW.1M>2 ²p»�¹H:o�>´�¹H��:X±½�§±B¹©¹H�¤´p² IHA/VWAwTXEV5.7EKTXQ@032vEKMOYZ25m>,B.1032h�76½_76

K m

K m
Z−1  

y+
m−1(n) y+

m(n)

y−
m−1(n) y−

m(n)

)+*-,/.10@2v�76^_<;�·�AsC1EKY-APYJ2UQ@Q@*JIHE|C1EKYrQ@032BI�Q3Av«/AsIc2UYÎF>2B032v.1M12PTXEKIKIH*JL/M
L

þoEhYZ2im>,B.1032w�76½_ e F>2B0@2w.7M×VPA<C7EKYJA¶YJ2UQ@Q@*JIHE5C1EhA/0@C7EKM N
qýTXEPC7EKC1.1IHEW¬[.1EhYJ2wTXE,�>2UY

y+
N(n)

EHTF10XA/F�A/0@IH*JA/M>2UY+2iYJ2³jkA/0@VW2³C1EvA/M7C>2¶C1E5«/A/bvV}.1EKTuQ30@EK2BC>2 e y+
0 (n)

EHTGF10@A/F�A/0XIK*JABM>2BY�2iYZ2³jkA/0XV³2³C7EA/M7C>2}V5.1EHTXQ@0@Ec2UC>25C1E|E�À7IH*-Q32BIK*-L/MiC1EHY¸,/Y-ABQ@Q@*JTK6 Ò *dT@E|N12BIKE
x(n) = y0(n) e y(n) = yN(n)

q<EHM[Q@A/M1IHEKT

�+�@�g���t�|� 8��B� �g�>�?���K�<�/�R�
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F>2U032f.7MiVWAsC1EHYJA}C7*JT@IH0@E�Q3A}IHA/M¶EKMaQ@032BC>2
x(n) e T32BY-*JC>2 y(n)

q[EKTXQ3SBM¶0@EHYZ2BIH*JA/M12BC>2BTàF�A/0ßVPEKC1*-A}C1Et.1MVPA<C7EKYJA52B.7Q3AB0@0@EH,/0@EHT@*§«/APC1EGA/0@C1EHM
N

C12BC1AhFdAB0
y(n)+aN(1)y(n−1)+aN(2)y(n−2)+aN(3)y(n−3)+ · · ·+aN(N)y(n−N) = x(n) \ �76§8/8�`
C1ABM1C1EGYZ2vT32UYJ*JC12

y(n)
T@EnF1.1EHC1E52UF10@AcÀ<*JVW2B0�IHA/VWAP.1MOF10@AsIKEHT@AWEKTXQ32BIK*-A/M>2B0X*JAvEHM�EKYýTXEKMaQ3*-C1A³2UVWF1Y-*JA

\ ã Ò1Ò `nY-A�¬[.1Ei*-VWF7YJ*JIK2i¬[.1EiYZ2OEKMaQ30@2BC>2
x(n)

T@Ec2�0@.1*-C1A�F1.70@A1q e TX*lTXEiIKABM1A<IHEKM Y-A/TfIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
aN(i)

C7EKYÎVPA<C1EHYJA1q<YZ25T@2BYJ*-C>25EKTxYZ25«BA/bGT@*JMaQ@�HQ3*-Ic2v,/EHM1EK0@2BC>276
=?Mv.1M>2|TXE,�>2BY<C1Eß«BA/bDF1.1EHC1EKMh*JC7EKMaQ3*§m>Ic2B0XT@EgQ30@EHTÑQ3*-FdA/TyC1E�TXA/M1*-C1A/TÑC1*§jkEK0XEKMaQ3EHTÑIK. e 2¿IKYZ2UT@*-m1Ic2BIH*JL/MTXEnN12BIKEGC1En2BIH.1EK0XC1A³2vYJ2vjkAB0@VW25C1EGE�À<IK*§Qp2BIH*JL/MwC1EHYrQ3032UIHQ3Av«BA<IK2BY 	 8�
¤q 	 4=
¥q 	 8B8,
¤q 	 ¾/¾�
¤q 	 _a]�
¥;F æ�ê+�©èýæ.�)#�æ%2/é$�>èyæG�BqyT@EWF10@AsC1.1IHEKM 2UYÑjkA/0@bK2B0}2U*J0@EP2¶Q30@2:«B�KT5C7EKYà,/YJAUQ@Q3*-T¿IKA/M×YZ2¶Q3EHM1T@*-L/MäC1EYJ2BTxIK.1EH0@C>2UTo«/AsIc2BY-EKTo2��X.1TXQ32BC>2PF>2B032P¬[.1E}«s*J�10XEKM�2³.1M>2PA/T@IH*JYZ2UIK*JLBMrq>EKTuQ3EfQ@*JF�AWC7E}T@ABM1*JC1ABTtTXEF7.1EKC1EG,/EHM1EK0@2B0xE�À<IK*§Qp2BM7C1AWF7.1YJTXA/TDIK.>2UT@*ýFdEH0@*-L<C1*-IKA/T�2BYrVPA<C1EHYJAh2v.7Q@*JYJ*-bc2B0H6
F æ�ê+�©èýæ.�Âè�æ�&J#�æ%2/é$�>èýæG�Bq7TXE¿,/EKM7EK032UM¶FdA/0ß2BYJ,B.1M>2fIHA/M1TuQ30@*-IKIH*JL/MiEHMw2BYJ,Bª1M³F1.7M[Q@AhC1EKY�Q3032UIHQ3A«BA<IK2BYtjkAB0@bc2UM1C1A EKY|2B*J0XEÏ2äQ30@2c«/�KT¶C7EÞ.1M IKA/M1C7.1IHQ@A1q�,/EHM1EK0@2BM1C1A .1M12 Q@.10@�7.1YJEHM1IK*J2äYJAÙIH.>2BYF70@AsC1.1IKEG.1M12vjk.7EKMaQ3EnC1EG0@.1*-C1Ah¬[.1EGE�À<IK*§Qp2hEKY¸Q@032BI�Q3Ah«/AsIc2BY¥6
F æ�ê+�©èýæ.��é$éL/C�kæG����#�æG�BqyT@EW,/EKM1EH032BM IH.>2BM1C7AÏT@EiF70@AsC1.1IKEW.1MÙIH*JEK0X0@EPQ3ABQ32BYg2BMaQ3EKT}C1EKYgQ3032UIHQ3A«BA<IK2BY e Y-*J��EK0@2BM1C1Ah2B�70@.1F7Q32BVPEKMaQ3EGEKYý2U*J0@E e 2BT@ÐrE�À<IK*-Q32B0xEKYrQ@032BI�Q3Av«/AsIc2BY¥6=?M�YJA/T¿F70@AsIKEKTXA/T}C7EPTXÐJMaQ3EHT@*-TnC7EP«BA/bBqýT@EP.7Q@*JYJ*-bc2BMÞIHA/M�V³SBT¿jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2wYZ2¶0@EHF10@AsC1.1IHIK*JLBM×C1ETXA/M1*-C1A/T�«/AsIKEK2BC1A/T e M1AR~¨«/AsIKEK2BC1A/TH6

ênç�æÎè+��2020��3dêÖèyéÁ#dæ�ÐÁ���©ê. 1ë0 ��829�
ÿý2vT@ÐJMaQ@EKT@*-TxC1E¿«/A/bGIKABM1T@*-TXQ3EnC1EGC1A/TxF10XA<IHEKTXA/TK;
ì êý���8�H�,�H�¬s.7EnIHA/M1TX*JTXQ@E¿EKMOE�ÀsQ30@2BEK0DY-A/T�F>2U03SBVPEHQ@0@A/T�C7En.7M>25T@E��>2BYÎC1E|«BA/b¿«/EK0XC>2BC1EH0327q°2UYJVW2R~IHEKM>2U0@YJABT�AvQ3032UM1T@VP*-Q@*J0@Y-A/T e FdABTXQ3EH0@*-A/0@VPEKMaQ3EoT@EGF1.1EHC>2P0XEKF10XA<C7.1IK*-0�YZ2}«BA/bB6°=?MOEKTXQ@EGF10@AsIKEHT@A1qYJ2WIK2BMaQ3*JC12BCÞC1E5F>2U03SBVPEHQ@0@A/To2iE�ÀsQ30@2BEK0|EHT¿V5.1IpN1A¶VPEKM7A/0o¬[.1EvYJ2³Ic2BMaQ@*JC>2BC�C1E5V5.1EHTXQ@032BT¿C1EYJ25T@E��>2BY¤q7FdA/0D¬[.1EnT@EGF1.7EKC1EnIKA/M7T@*JC7EK032U0IHA/VPAv.1M�F70@AsIKEKTXAWC7EnIHA/VPF10@EHT@*JLBMOC7EG«BA/bB6
ÿý2 F 6¥ê. céA�,�H�lèyéØ#�æGÐT@EàF1.7EKC1EgIKA/M7T@*JC7EK032U0ÎIKA/VPAD.1MnF10@AsIKEHT@AC1EàC1EKIHA/Ma«/A/Y-.1IK*-L/Mrq e 2¬[.1EàC>2BC12.7M>2³T@E��>2BY�C1E}«/ABb

y(n)
C1EHT@IKABM1A<IH*JC>2<q¸T@E}Ic2BY-IK.1YJ2W.1MÏVPAsC1EKY-AWzo{ Qp2UY�¬[.1E

H(z) = 1/A(z)
6=?T5C7EKIK*-05.1M>2O«/EKbwIHA/M1AsIK*JC12

H(z)
EHYßT@*-TXQ@EKVW2�EKTvE�À7IH*-Q32BC1AÏF�A/05.1M12�T@E��>2BY

x(n)
IHA/M1AsIK*-C>2F12B032v0@EHF10@AsC1.1IH*J0DYJ2}«/A/bnT@*-M[Q@�HQ@*JIc2 \ m>,/.10@2W�<6½4[`�6=?MwYZ2}m>,/.7032v�76 4hT@E¿V5.1EHTXQ@032v.1MwVWAsC1EHYJA5F>2U0325F10XA<C1.7IKIK*-L/M¶C1E¿«/ABb¿T@*JMaQ@�HQ3*-Ic27q<C1A/M1C7EnTXE|Q3*-EKM1EHMC1ABTgjk.1EHMaQ3EKTlC1ET@E,�12BYJEHT

x(n)
qs.7M>2fF>2U032GF10@AsC1.1IHIK*J0àTXA/M1*JC7A/TàF>2B0@EHIK*-C1A/Tl2BY>0@.1*-C1A \Hí AR~¨«/AsIKEK2BC>2a` e YJ2ABQ@032Djk.1EKMaQ@E�F>2B0@2F10XA<C7.1IK*-0�TXA/M1*JC7A/T�IHA/M5IH*JEK0uQp22B0@VPA/M1ÐJ2 \ «/AsIKEK2BC>2BT3`�qUEKTXQ32BT+TXE,�>2UYJEKT+2BYJ*-VWEHMaQp2BMn2t.7Mm>Y§Q30XA}z|{ IKA/M¶IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT

ai

¬[.1E|C1EHFdEHM1C1E¿C1EHYrT@EH,/VWEHMaQ3A5C1E|«BA/b¿25F10XA<C7.1IK*-0 e ¬s.7E|F10@E�«s*Z2BVPEKMaQ3EN>2UMOTX*JC1AhE�À<Q@032BÐ-C1A/TxC1EGYZ25TXE,�>2UYyC7EG«BA/bGA/0@*-,/*JM12BY¤6
�+�@�g���t�|� 8��/� �g�>�?���K�<�/�R�
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H(z)  =    
y(n)

Modelo del Tracto vocal

Voz

Voceada

No − Voceada
Ruido

Pulsos

G
A(z)

Ò *-M[Q@�HQ@*JIc2

)+*J,B.10325�<6½41;G·OA<C1EHYJAvC1EGF10XA<C7.1IKIH*JL/MOC1E¿«/A/bGTX*JMaQ3��Q3*JIK2
ÿý2vT@E,�12BYýC1E¿«/A/bnT32UQ@*JTuj©2BIKE¿EHYyVPAsC1EKY-A

H(z) e T@*ýT@EGVP*JM1*-VW*-bc2nYZ2vVWEHC1*Z25C7EKYÎEK0X0@A/0xIH.>2BC10@SUQ3*-IKA1qTXE¿YJYJEH,a2525.1MwVPA<C7EKYJA}C1A/M1C1EGEHYrEK0X0@A/0
e(n)

C7EKYÎF10XA<IHEKT@AhC1EG2UM>SBYJ*-T@*-TßEKTD*-,/.>2BY¸25YZ25E�À7IH*-Q32BIK*-L/M
x(n)V5.7Y-Q3*-F1YJ*-Ic2BC12nF�A/0xYZ25,a2UM>2BM1IH*Z25C1EHYrQ3032UVWAhC1E¿«/ABb e YJA/TDF>2U03SBVPEHQ@0@A/T ap(k), k = 1, 2, 3, 4, · · · , p 6

Ãù,kjG, ¤ 7:ý 3àî-s 583nA"ý 7:ý�op36t B 5-3rý%¡:?Gop36ý 7:ý 583�Î(s_Ï
=?M YZ2�m1,/.1032Þ�<6�]�TXE¶F10@EHT@EHM[Q32Þ.1M EKT@¬[.1EHV³2Ï,BEKM1EH032BY�C7EKYßF70@AsIKEKTXA�C1Ei.1M TX*JTXQ@EKVW2ÏC1EiTXÐJMaQ3EHT@*JT¬[.1EOEKM1,BYJA/�>2Þ.1M°H �J·,ï,�>²�ºs²�±Bµ�N��ð�J»��J» qÑC1ABM1C1EOT@EOEKTXQ@*JVW2B03SUM Y-A/TvF>2B0@SBVPEHQ30XA/TvC1EOYZ2ÞT@E��>2BYxC1E¶«/ABbA/0X*J,/*-M>2BY e .1M2H �J·,ï,�>²�ºs²i»>ï¼µ>¹ ²p»��J» q?¬[.1E�VPEKC7*Z2BMaQ3EwY-A/ThF>2B03SUVWE�Q30@ABTPAB�7Q3EHM1*JC1ABTPEHM�EHYF70@AsIKEKTXAäC1E2BM1SBYJ*-T@*JTýTXE�0@EHIKA/M1TuQ30X.1*J0@S|YZ2tTXE,�>2UY¤6RzØIKA/MaQ@*JM[.>2BIH*JL/M5TXE�C1EHT@,/Y-A/T32BM}YJA/T�F10@AsIKEHT@A/T?C1E�2BM>SBY-*JT@*-T e TXÐJMaQ3EHT@*JT0XEKT@F�EKI�Q3*§«B2UVWEHM[Q@E 	 ]�
¥q 	 ��
¥q 	 �=
¥6

Voz Voz
Original

Ò *-MaQ3�HQ@*JIK2Ò ÐJMaQ3EHT@*-TzoM1SBYJ*-T@*JT

)�*J,/.10@2v�76^]<; Ò *-TXQ3EHV³25,BEKM1EH032BYÎC1EGTXÐJMaQ3EHT@*JTxC1E¿«BA/bB6
ênç�æ%2/é��Kæ×èyé ì êý���8�H�,�H�B;
8B6x=àTuQ3*-V³2BIH*JL/M}C1ExYZ2|EKM7EK0@,BÐZ2|C1ExYZ2|TXE,�>2UY>F>2B032¿C1EHIK*-C1*J0ÑTX*1EKY>TXEK,/VPEKMaQ@AnEHTàC1ExT@*JY-EKM1IH*JA16=�tM12jkA/0@VW2¶C1EWIK2BYJIH.1YZ2U0¿YZ2¶EKM1EH0@,/ÐJ2¶C1EKYàT@EH,/VPEKMaQ3A�C1EP«BA/bPEKMäEHTXQ@.1C1*JAOEKTnF�A/0GVWEHC1*JAwC1EhYZ2EKIK.12BIK*-L/M \ �76§8�¾/`

E =

N−1
∑

i=0

|s(n)|2 \ �76§8�¾/`

�+�@�g���t�|� 8��B� �g�>�?���K�<�/�R�
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þoA/M1C1E
E
EKTlYZ2nEKM1EH0@,/ÐJ2fC1EHY¸T@EH,/VPEKMaQ3A1q

s(n)
EHTßEHY¸T@EH,/VPEKMaQ3A5C7Et«/ABb e N

EKTßEKY�Msª7VWEH0@AC1E}V5.7EKTXQ@032BTtF>2B0@2WIc2UC>2WTXEK,/VPEKMaQ3A76¸ÿý2WEHYJEHIKIK*-L/MOC1EKYý«U2BYJA/0xC1EHY�.7V5�1032UYyF12B032PYZ2hC1EHQ@EK0u~VW*-M>2BIK*-L/M5C1ExYJ2|E�À<*JTuQ3EKM7IK*Z2GC1Ex.1MPT@EH,/VWEHMaQ3AGC1ExT@*-YJEKM7IK*JA¿C7EKF�EKM1C1EH03SnC1ExYZ2BT?IHA/M1C1*-IK*JABM1EKTC1E}0X.1*JC1APC1A/M7C1E}TXE}0@EK2BYJ*-IKEGYZ2W2BC1¬[.1*-T@*JIH*JL/MwC1EfYZ2v«/A/bU6 Í 2B��EnVWEHM1IK*-A/M>2B0x¬[.1E5TX*�EHYyTXEK,U~VWEHM[Q@AwEKT¿IKABM1T@*-C1EK0@2BC1AwIKA/VPA¶T@*-YJEHM1IK*-AiM1A¶T@EH03S¶M1EHIKEKT@2B0@*-AwEKTXQ@*JVW2B0|Y-A/T|F>2B0@SBVPEHQ30XA/T|C1EYZ2BTDTX*J,/.1*-EKMaQ3EHTxEHQp2UF>2BTxEKMOEKYÎF10XA<IHEKTXAWC1En2BM1SBYJ*-T@*JTH6
¾s6DzoF1Y-*JIc2U0�.1MOF10@AsIKEHT@APC1E|«/EHM[Q32BM1EHAi2vYZ2vT@E��>2BYÎC1E¿«BA/bGA/0@*-,/*JM>2UYdEHYJ*J,B*JEKM7C1A5YZ2}«BEKMaQp2UM>2WC1EÄo2BVPVW*-M1,vF�A/0DT@EH0tYJ2hVWSBTx.7Q@*JYJ*-bc2BC125F>2B032vTXÐJMaQ3EHT@*JTC1E¿«/ABbBq�C1EK�1*-C1AP2P¬[.1EfEKYý2BM7IpN1A³C1EQ3032UM1T@*-IK*JLBMf2UF10@AcÀ<*JVW2BC1AxC1EHYsY-L/�1.1Y-ADF10@*-M1IK*-F>2BY/C7ElYJ2D«BEKMaQp2UM>2oEKTyC1E

8π/N e YZ2DC1*§jkEK0@EHM1IK*J2C1En2BVWF7YJ*-Q@.1C³EHMaQ30@EGEHYrYJL/�7.1YJA5F70@*JM7IK*JF12BY e EHYrF10X*JVPEK0�Y-L/�1.1Y-A5YZ2UQ@EK0@2BYdEHTxC1E −41 db 	 _/¾�
¥6ÿy2vEHIK.>2BIH*JL/M \ �<6-8:_/`ßV5.1EKTuQ30@2hYJ2vC1EHm>M7*JIK*-L/MwC1EGYZ2}«BEKMaQp2BM12WC1E¸Äo2UVWVP*JM1,
w(n) =

9<6�]U45~l976 4a�
cos

(

2πn

N − 1

) \ �76§8:_a`
ÿy2nYJA/M7,/*-Q@.1CWC7EoYZ2G«/EHM[Q32BM>252f.7Q3*-YJ*JbK2B0?EKTlC1E

N = 240
V5.1EHTXQ30@2BTKqsEKTßC1EKIH*J0Kqs2BC7¬s.7*J0@*-VWABT.1M T@EH,/VWEHMaQ3A�EKM _/9ÏVPT52Ï.7M>2�jk0@EHIK.1EHM1IK*J2ÏC1E¶V5.1EHTXQ30XEKAÞC1E

fs = 8
)�ÄtbBq+F>2B032�EKTXQ@EQp2BVW2��1AvC1EG«/EHMaQp2BM>2<q>T@EK,Bª1M�E�À7F�EK0X*JVPEKMaQ3ABTKq°2vYZ2vT@E��>2BYÎC1EG«/ABbnTXEGYJE¿F1.1EHC1EnIKA/M1TX*JC1EH032B0EKTXQ32BIK*-A/M>2B0X*Z276 Ò *ÎT@EnC1EKTXEc2PE�À<FdEH0@*-VWEHM[Q32B0xIKA/MOYZ2vIK2BYJ*-C>2BC¶C1EnYZ25«/ABbfTX*JMaQ3��Q3*JIK2vT@EnF1.1EKC7E.7Q3*-YJ*JbK2B0ß.7MOQ@032BTXYZ2BF�E¿C1E¿«/EHM[Q32BM>2BTHq°T@EG0@EHIKA/VP*JEHM1C>2vEKY

30 %
C1EKYrQ@ABQp2UYrC1EKYÎTXEK,/VPEKMaQ@A16

_<6xþoEKIH*JC1*-0ßYZ2fM>2UQ3.7032BY-EKbc2fC1EKYrTXEK,/VPEKMaQ@Av�>2��XAvEKTuQ3.1C7*JA e EKY¸F�EK0XÐJAsC1A5C1Eà^�F1*§Q3IpNA`3q<VPEKC1*J2BMaQ3E²��;�¼ñ�¹ ·Kºs·³ºs²��%:3²p´p·�:�¹�²v´p²�µ>¹8:X±�� 	 ¾U®�
¥q�¬[.1EnIKABM1T@*-TXQ3EnEKM�0@EHIKA/0uQp2B0YZ2BTx2UVWF1Y-*-Q@.1C1EKTDC7Ef.1M12«/EKMaQ32BM>2¿EKMaQ30XEDYJA/T�M1*-«BEKY-EKT ±CL

qUEKTuQ3A¿EKT?IHA/M1TX*JC1EH032B0�T@L/Y-A|YZ2BT+2BVPF1YJ*§Q3.1C1EHT�C7EDYZ2«BEKMaQp2UM>225F>2B0XQ@*J0�C7E¿YJA/TlM1*-«BEKYJEHTDC1E¿.1V5�7032BYdF10@A/F7.1EKTuQ3A/T e F�A/TuQ3EK0X*JA/0XVWEHMaQ3E|IK2BYJIH.1YZ2B0lT@.¶jk.1M1IH*JL/MC1Ex2B.7Q@A<IHA/0@0XEKYZ2UIK*JLBM}F>2B0@2|C1EHQ@EK0XVW*-M>2B0+YJ2|FdEH0@*-A<C1*-IK*-C>2BCnC1EDYZ2oTXE,�>2UY¤6a=?M5jkA/0XV³2|2UM>2BYJÐ§Q3*-Ic2T@EGC1EHm1M1EfYJ25jk.1M1IK*-L/MwC1EKYÎ0XEKIHA/0XQ@EnIHEKMaQ30@2BY
y(n) = s(n) − CL

Ò *
s(n) ≥ CL

y(n) = s(n) + CL

Ò *
s(n) ≤ −CL

y(n) = 0
áoQ@0@AhIc2BTXA \ �76§8c4[`

á|Q@032|VW2BM1EH032|C1EDC1E�m>M1*-0à2GYJ2tjk.1M1IH*JL/MvC7EKY>0@EHIKA/0uQ3EDIHEKMaQ30@2BY¤q/EHT?IKA/M7T@*JC7EK032UM1C1AG.1M>2|jkA/0XV³2V³SBTDE�m>IK*-EKMaQ3EnC1EG0@EHIKA/0uQp2B0x2vYJ2hTXE,�>2UYÎFdA/0D0@2BbKABM1EKTC1E¿jkA/0@VW2UQ@A5M[.1VW�H0@*-IKA9ò
y(n) = 1

Ò *
s(n) ≥ CL

y(n) = −1
Ò *

s(n) ≤ −CL

y(n) = 0
áoQ30XAhIc2BTXA \ �76§8�]/`

óvc�Õ�pôetmon�{1fÒm�dH~�{1l}dHÔ�f�kt{�moÚÛpqlvn,eHf,d�moi�ÚÛf�ÚÀl}n,eHfÞ{1l�kHlJmoiqpjrJmok�i|m�d�ÚÒy�iôegpjw�ijp|uvm�uSpqf�n�lJd�ßÀm�uSy�ÚÒy�i|m�uSpqf�n�l}d�lvn;iqmCxzy�n=uSpqÜ�n{1l@moy1egf1uSf�kgkglvi|m�uSpqÜ�n�å

�+�@�g���t�|� 8��B® �g�>�?���K�<�/�R�
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=àYsEHjkEHIHQ@A¿C1E�2BF7YJ*JIK2B0ý.1M5F10XA<IHEKTXA|C1E�0XEKIKAB0XQ3ElEKTÑIHA/M1TXEK0X«U2B0�T@A/Y-AoYJ2t*JM<jkA/0@VW2BIK*-L/MGC1EßYJ2tF�E�~0@*JABC1*JIH*JC>2BChC1EYZ2¿TXE,�>2BY¥6s=àY°M1*§«/EHYdC1E.1V5�7032BY°C1E
CL

EKTgIc2BY-IK.1YJ2BC1AGF>2B0@2fIc2UC>2n«BEKMaQp2BM12}T@*C1*-«s*JC7*JVPA/Tg2}YZ2G«/EKMaQ32BM>2vEKM³Q@0@EHT�T@.1�7T@EK,BVWEHM[Q@A/T e EKVPF1YJEK2BVWABTlYJ2fT@*-,/.1*-EKMaQ3EtEKTXQ@032UQ@EK,/*J27;
• =?M1IHA/MaQ3032U0+YZ2UTÑ2BVPF1YJ*§Q3.1C7EKTyV³SRÀ<*-V³2BTýC1EHY7F10X*JVPEK0 e Q3EK0XIKEH0?T@.1�1TXEK,/VPEKMaQ@A \ S1 y S3

`�6
• Í 2BY-IK.1YJ2B0�EHYÎ.1V5�10@2BY

CL

CL = K min(S1, S3) \ �76§8:�a`þoA/M7C1EhEKYàA/F�EK032UC1A/0
min(·) Ic2BY-IK.1YJ2wEHYÑ«U2BYJA/0oVWÐ-M1*JVPAiEKMaQ@0@E S1 y S3 e K

EHTf.7MF>2B0@SBVPEHQ30XAvC1EGIc2BY-*J�10@2BIK*-L/Mi¬[.1EnT@EGEKM7IK.1EHM[Q@032PEKMOEKYÎ*JMaQ@EK0X«U2BY-AvC1En976½�P2h976½� 	 ¾U®=
¤6476à�tM>2�«BEKb¶C1E�Q3EH0@VP*JM>2BC7A�EKYg.1V5�7032BY
CL e Q@EKM1*-EKM1C1A�YZ2�TXE,�>2UYß0@EHIKA/0uQp2BC127q+2UF1YJ*-Ic2BVPA/T¿YZ2jk.1M1IK*-L/MwC1Ef2B.7Q3AsIKAB0@0@EHYZ2BIH*JL/Mi2hYJ2vT@E,�12BYý0@EKIHA/0XQ32BC>2761ÿy2vjk.1M1IH*JL/MwC1En2B.<Q3AsIKA/0X0@EKYJ2BIK*-L/MiTXEC1EHm>M7EfIHA/VWA

Rss(l) =

N−1
∑

n=0

s(n)s(n + l) \ �76-8:�/`
þoA/M1C1E

s(n)
EKTnEKYàT@EH,/VWEHMaQ3AOC1EP«BA/bP0@EKIHA/0XQ32BC1A1q

N
EHY?Msª7VWEH0@AOC1EWV}.1EKTuQ3032UTfC1EHY?T@EH,U~VWEHM[Q@A e l

EKYÎÐ-M1C1*-IKE|Q3EHVWF�A/0@2BY¸C1EG0XEHQ30@2BT@A76
=àMwEHYrIc2BTXAhC1E¿T@EH,/VWEHMaQ3A/TxC1E¿TXA/M1*JC7A/Tß«/AsIKEK2BC1A/TxE�À7*-TXQ@E¿.1M>2vFdEH0@*-A<C1*-IK*-C>2BC³C7E¿YZ2}jkA/0XV³2C1EÞA/M1C>2ÙEHM YZ2äTXE,�>2BY¥qßM1A 2BTXÐoF>2U032ä«/EHMaQp2BM>2UTOM7AÙ«/AsIKEc2UC>2BTK6x¯yA/0³Q32BMaQ3A1q�YJ2×jk.1M1IH*JL/MC1Ev2B.7Q@A<IHA/0@0XEKYJ2BIK*-L/M�Q@*JEKM7E}YZ2WF10@A/F7*JEKC12BCÏC1E5TXEK0|F�EK0X*JLsC1*JIK2WTX*+EKY�T@EH,/VWEHMaQ3A¶C1E5YJ2WTXE,�>2BYEKM EKTuQ3.1C1*-A EKTiF�EK0X*JLsC1*JIK276Ò�tM>2ä«BEKMaQp2��@2 C1E�.1T32B0¶YJ2×jk.1M1IH*JL/M�C1E�2B.7Q@A<IHA/0@0XEKYZ2UIK*JLBMÖEHT¬s.7E�F10XEKT@EHMaQp2ÙIKABM�VW2 e A/0P0@Ec2UYJIKEOYZ2�F10XA/F1*JEHC>2BCÖC1E�F�EK0X*JAsC1*JIH*JC>2BC C1EOYZ2UTWTXE,�>2BY-EKTHqlEHMIKA/M1TXEKIH.1EKM1IH*Z27q<YZ2nF10@A/F7*JEKC12BC³C1EtFdEH0@*-A<C1*-IK*-C>2BChF1.1EHC1E|T@EH0ß.7Q@*JY-*Jbc2UC>2¿IKA/VPA}IH0@*-Q@EK0X*JAnF>2B032YZ2×EHTXQ@*JVW2BIK*-L/MÖC7EÏYZ2�M>2UQ3.7032BY-EKbc2�C1EKYT@EH,/VPEKMaQ3A16 Ò *JMÖEKV5�12B0@,/A7qß2BC7EKVWSBT³C1E�0@EHT32BY§Qp2B0YZ2ÏF�EK0@*-A/C1*-IK*JC12BCÙC1EHY�T@EH,/VWEHMaQ3A1q+Q32BV5�1*-�KM V5.7EKTXQ@032Þ*JM<jkA/0@VW2BIK*-L/MÙC1E¶YJ2ÏEKM1EH0@,/ÐJ2ÏC1E¶YZ2T@E,�12BY¤q

Rss(0)
6[=àTuQp2n*JM7jkA/0XV³2UIK*JLBMv2BC1*-IK*JABM>2BY1F1.7EKC1EF10@ABF1*JIH*Z2B0?C1EHIK*-T@*JABM1EKTgEK0X0@L/M1EK2BT 	 ¾B®�
¤6=àMaQ@A/M1IKEHTtF12B0325YJ2}C1EHQ@EK0XVW*-M>2BIK*-L/MiC1E¿YJ25M>2UQ@.1032BY-EKbK25C1E¿YZ2f«BEKMaQp2UM>2PTXEGIc2BY-IK.1YJ2}EKY¸«U2BY-A/0V³SRÀ<*-VWA5C7EnYJ25jk.1M1IK*-L/MwC1En2B.7Q@A<IHA/0@0XEKYZ2UIK*JLBMiIKA/VPF10XEKM1C1*-C>2vEKMaQ30XEGYZ2BTDV5.7EKTXQ@032BTt¾B9h2vYZ2¾B9/97q e EHTXQ@En«U2BY-A/0DEKTIKA/VPF>2B0@2BC1AhIKABM�.1MO«U2BYJA/0ß.1V5�10@2BYÎ*J,/.12BYÎ2P976^_ Rss(0)

6 Ò *ÎEHYÎ«B2UYJA/0V³SRÀ<*-VWAfEKTxV³2 e A/0�¬[.1EGEKY¸«U2BY-A/0ß.7V5�1032UYrT@E¿C1EHIK*-C1E¿IKA/VPAv.1MwT@EH,/VPEKMaQ3Av«/AsIKEK2BC1A1q7T@*rEHTVWEHM1A/0Kq7EKYÎT@EH,/VPEKMaQ3APT@EH03ShM1AP«BA<IHEc2BC7A16
]s6DzoF1Y-*JIc2U0ß2BYdT@EH,/VWEHMaQ3A \ke 25T@EK2}«/AsIKEc2UC1AvA5M1A5«BA<IHEc2BC1Aa`l.1M¶F10XA<IHEKT@AvC7Eom>Y-Q@032BC7A}C1E|F70@E�~�KM7j©2BTX*JT \ m>Y§Q30@A})C��{ C1EoF10X*JVPEK0gA/0@C7EKMiF>2UT@Ah2BY§Qp2BT3`�6s=?MiYZ2nEKIK.12BIK*-L/M \ �<6-8:�/`àC1E�m>M1*-VWA/TlEKYm>Y-Q@0@AhC1EGF10@E�~ �HM7j©2BT@*-TD¬[.1EfTXA/YJAvF�A/TXEKEn.1MwIKEK0XAWEHM

α

Hpre(z) = 1 − αz−1 \ �76§8:�a`
þoA/M1C1E

α
EHTl.7M³«U2BYJA/0?IHEK0XIc2BM1A52f976½®76s=?Y>«B2UYJA/0àC1E

α
IHA/V5ª1M7VWEHM[Q@Et.7T32BC1AfEKTlC1Eo9<6^®/_/�/]<6

	 ¾B®�
¤6>ÿý2hEKIH.>2BIK*-L/MwEKMOC1*-jkEH0@EHM1IK*J2BTDC1EKYrm1Y-Q30XAhC1EGF10@E�~ �KM<j©2BT@*-TDEKT
y(n) = x(n) − αx(n − 1) \ �76§8:®a`
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þoA/M1C1E
y(n)

EKTYZ25T@2BYJ*-C>2 e x(n)
EKTxYZ2vEHM[Q@032BC12W2BYdm>Y-Q@0@A16

�<6x=àTuQ3*-V³2B0oYJA/T|F12B03SBVPEHQ@0@A/Toÿý¯ Í e IK2BYJIH.1YZ2B0tYZ2i,a2UM>2BM1IH*Z2³C1EHYÑT@EH,/VPEKMaQ3AwF�A/0|VPEKC1*-A¶C1EKY±�� �s·�:��¼¹��³·Wºs²õQý²>Ç1�¼µ7»:·Rµ÷öÀøõ�A: H �¼µ 	 8:�=
¥6�s6;ùGEHM1EK0@2}.1Mw2B0XIpN1*-«BA5C1E|T@2BYJ*-C>2fIHA/MiYZ2UTßIc2U032BI�Q3EK0XÐJTuQ3*JIK2BTßC7EKY�T@EK,BVWEHM[Q@AvC1Eo«BA/bBq<YJA/TgIKAsEHm7~IK*JEHMaQ3EKTtÿý¯ Í e YZ2vEHM1EK0X,/ÐZ2vC1EnYZ25TXE,�>2BY \ «/EK0xQp2U�1YZ2h�76§8�`�61=àM�.1MOT@*JTuQ3EHV³2vC1EnIKA/V}.1M1*JIK2R~IK*JABM1EKTxEKTuQp2h*JM7jkAB0@VW2BIK*-L/MiT@EGF�A<C70@ÐZ25IHA<C7*-m>IK2B0 e Q30@2BM1TXVW*§Q3*J0ß25Q3032c«B�KTC1EG.1M�IK2BM>2BY¥6ênç�æ%2/é��Kæ×èyé F 6©ê. :é����8�B;
8B6xÿýEHIHQ@.1032hC1EGF>2B0@SBVWE�Q30XA/TDA/�7Q@EKM1*-C1A/TDC1EHYyF70@AsIKEKTXAWC7Ef2UM>SBYJ*-T@*-TK6
¾s6 Ò *oEHYoT@EH,/VPEKMaQ3A EHMâEKYoF70@AsIKEKTXA C1EÞ2BM1SBYJ*-T@*JThTXEÏC1EKIH*JC1*-LÙIKABVWA×T@*JY-EKM1IH*JA1qà,/EHM1EK0@2B0i.1M12«/EKMaQ32BM>2WC7EnIHEK0XA/TK6
_<6DzoF1Y-*JIc2U0n.7M×m>Y§Q30@AwQ3AsC1AOFdABYJAwC1EHm1M1*JC1A�FdAB0fY-A/TGF>2B03SUVWE�Q30@ABTfÿý¯ Í e YZ2w,a2BM12BM1IK*J2�2wYZ2EKMaQ30@2BC>2¿C1E�E�À7IH*-Q32BIK*-L/MrqBTXEK,/ª7MPTXEc2|YJ2oM>2UQ@.1032BY-EKbK2oC1EKY7T@EK,BVWEHM[Q@A \ «BA<IHEc2BC1A|~¸Q30@EHMhC1E�*JVv~F1.1YJTXA/TKqUM1Ao«BA<IHEc2BC1Ao~r0@.1*-C1Ao�7YZ2BM1IHA1q�m>,/.10@2|�76 4[`�6U=?M[Q@A/M1IHEKT?YZ2jk.1M1IK*-L/M}C7EßQ30@2BM1TXjkEH0@EHM1IK*J2C1EKYrm>Y§Q30XAhQ@A<C7APF�A/Y-AvEKTXQ3SPC7EHm>M1*-C>2vFdAB0DYZ25EKIH.>2BIH*JL/M

H(z) =
G

1 +

p
∑

i=1

aiz
−1

\ �76^¾B9a`

AP�7*JEKMOF�A/0DT@.OEKIH.>2BIK*-L/MOEKMOC1*-jkEH0@EKM7IK*Z2UT
ŷ(n) = Gx(n) − a1ŷ(n − 1) − a2ŷ(n − 2) − . . . − apŷ(n − p) \ �76�¾s8�`þoA/M1C1E
G
EHTnYJ2¶,a2BM>2BM7IK*Z2¶C1EHY?T@EH,/VWEHMaQ3A1q

x(n)
YZ2¶EKMaQ30@2BC>2wC1EhE�À<IK*§Qp2BIH*JL/M¸q

ŷ(n)
EHTGYZ2«/A/bnT@*-M[Q@�HQ@*JIc25APEKTuQ3*-V³2BC1276

476x¯à0XA<IHEKTXAOC7E5m>Y-Q@032BC1A³C1E5C1E�~ �KM<j©2BT@*-TK6Î=?Y+m>Y§Q30XAiC1E5C1E�~ �HM7j©2BT@*-T¿F1.1EHC1EvT@EH0¿C1EHm>M7*JC1A¶IHA/VWA.1M�TX*JTuQ3EKVW2¾�J��{ \ C1EG0@EHT@F1.1EHTXQ32W*JM<m>M1*-Q32v2BYÎ*JVPF1.1Y-T@A[`�q<¬[.1EnT@EGV5.7EKTXQ@032hEKMOYZ25EHIK.>2BIH*JL/M
H(z) =

1

1 − αz−1
\ �76^¾/¾/`þoA/M1C1E

α
EHTDEKY¸«U2BY-A/0ßC7EKYrF�A/YJA}EKMOYZ2fjk.1M7IK*JLBM¶C1E|Q30@2BM1TXjkEH0@EHM1IK*J276>=?Y¸m>Y§Q30@A}C1E¿C1E�~¨�KM7j©2UT@*JTQ3*JEHM1Ev.1M�IKA/VPF�A/0XQ32BVW*-EKMaQ3A³F>2BT@Aw�>21�@2BTKqÎ0XEKT32UY-Qp2UM1C1AwC1EvEKTuQp2¶jkA/0@VW2iYZ2UT|F10@*-VWEH032BT|jk0XE�~IK.1EHM1IK*J2BT�jkA/0XV³2UM[Q@EKTH6 Ò EßF1.1EHC1EßAB�1T@EH0X«U2B0+¬[.1ElEKY[m>Y-Q@0@AC1EgC1E�~¨�KM7j©2BTX*JT�EKT+.7Mfm>Y§Q30@A*JMa«BEK0@TXAC1EKYÑm>Y§Q30XAiC1EvF10XE�~ �HM7j©2BTX*JT \ F70@AsIKEKTXAwC1EP2BM>SBY-*JT@*-Tp`DFdAB0¿YJAi¬[.1EhEKTG.1TX.>2BYÑEHYJEH,/*J0tEKYÑVP*JTXVWA«B2UYJA/0�C7E
α
6°ÿý2hEHIK.>2UIK*JLBMOEHM�C7*-jkEK0XEKM1IH*Z2BTDC7EKYÎm>Y-Q@0@AvC1EGC1E�~ �HM7j©2BT@*-TxEKT

y(n) = x(n) + αy(n − 1) \ �76^¾B_a`=?M�EHYÎF10@AsIKEHT@A³C7EfTXÐJMaQ3EHT@*JTxTXEf.7Q@*JY-*Jbc25EHYýVWAsC1EKY-AvC1EnYZ25m>,/.10@2W�<6½4hF>2B0@2PF70@AsC1.1IK*-0D«/A/bnT@*-M[Q@�HQ@*JIc2
e T@Eh2BY-*JVPEKMaQp2³IHA/M�YJA/ToF>2B03SUVWE�Q30@ABT|C1EvYZ2PQp2B�1YJ2¶�76§8/q¸¬[.1EhF1.1EHC1EvEKTuQp2B0n2BY-V³2UIKEKM12BC>2³EHM�VPEKVPA/0X*Z2APT@EH0t0XEKIK*-�1*JC12PF�A/02BYJ,Bª1MwT@*JTuQ3EHV³27q>TXEn«U2PC1EHQ@EK0@VP*JM12BM1C1AhEKYÎQ@*JF�APC7EfTXE,�>2BYy¬[.1EnC1EK��E}2UYJ*JVPEKMaQ32B0D2BYTX*JTXQ@EKVW27qsEKT�C1EHIK*-0 ÇB·:´p²@±aºa± A µ¸·�öÁÇB·:´p²@±aºa± q[C1EHQ@EKIHQ32B0�YJ2},/EKM7EK032UIK*JLBMiC1E|bHA/M>2BT�C7E|T@*-YJEKM7IK*JA7q e IKABM¶YJA/TF>2U03SBVPEHQ@0@A/T

ai

F>2B0@2P*-VWF7YJEKVPEKMaQ32B0ßEHYÎT@*JTuQ3EHV³2vC1EGF10XA<C1.7IKIK*-L/MwC1E¿«/A/bGTX*JMaQ3��Q3*JIK276
�+�@�g���t�|� 8:�78 �g�>�?���K�<�/�R�
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êR�1ç����äé0 :ç�æG�Ò *JYJEHM1IK*-A \ 8 öB9a`=àM7EK0@,BÐZ2 \ ùn`Ì AsIKEK2BC>2 \ 8 öB9a`
a1

a2

a3

a4

a5

a6

· · ·
· · ·
ap�+2U�1YZ2v�76§8/;°)>A/0XV³2UQ@A5C1EGT32UYJ*JC125C1EGF>2B03SUVWE�Q30@ABT

ú ���n��� � ¡�¢ ¿�»±£ ¬�¤í²º¸ ¿ ²±¢2¿�û¥ª�¬�¢ ¿�§¥¿!²±¢ À ¸Iü
Í A/VPAiF>2B0uQ3Enm>M>2BY�C1E5EKTuQ3E}Q@032B�12��XAiT@EvV}.1EKTuQ3032UMÞYZ2BTF10@.7EK�>2BT¿0XEc2BY-*JbK2BC>2BTT@A/�70@E5.1MÞTXEK,/VPEKMaQ@AC1EnT@E�ý>2BYýC1EG«/A/bf0@EK2BY¤q1EHTXQ@A/To0XEKT@.7Y-Qp2UC1A/TT@EnA/�7Q3.<«<*-EK0XA/M�EHM�EHYýQ@032B�12��XA 	 �=
¥q 	 ]�
¥6�=?M�YZ25m>,B.1032P�76½�PTXEV5.7EKTXQ@032oYJ2t0XEKT@F7.1EKTuQp2¿EKM5jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2oQp2UM[Q@A|F>2B0@2oYZ2x«/A/bß0@Ec2UY7IKABVWAtF>2B032tEKY7VPAsC1EKY-AtF>2U032BVP�HQ@0@*JIHAoC1EA/0XC1EKM

p þ �7q-8c97q-8:¾<6 Ò EDF7.1EKC1EDAB�1T@EH0X«U2B0?¬[.1ExYZ2o0XEKTXF1.1EKTuQp2GC1EKY7VWAsC1EKY-A|F>2B0@2BVP�HQ30X*JIHAoEKTàYJ2oEKMa«/ABY-«/EHMaQ3EC1EHY°EKT@F�EKI�Q30XA}«/EH0@C>2BC7EK0@A e F>2B032 p ≥ 12
Ic2BV5�7*Z2¿V5. e F�A<IHA}0XEKT@F�EKI�Q3A p þ 8:97q[2BC1EHV³SUTgEHMiYZ2¿VPEKC1*-C>2¬[.1ExEKY>AB0@C1EHM

p
T@ExN>2UIKExV³SUT?,/032BM7C1ExYZ2|Ic2U0@,a2GIKA/VPF1.7Q32BIK*-A/M>2BY<T@ExN>2BIHExV³2 e AB0KqaF�A/0?YJA¿¬[.1E.1Mh«B2UYJA/0C1E

p þ 8c9hEHTx.1M�VPAsC1EKY-Av2BC1EHIK.>2BC7A e .<Q3*JY-*JbK2BC1A5EHM�YJ2hF703SBI�Q3*JIK276

)+*-,/.1032v�<6^�7;1=àTXFdEHIHQ@0@A³C7EG«BA/b¿«/EH0@C>2BC7EK032 e T@*-MaQ3�HQ@*JIK2

�+�@�g���t�|� 8:�a¾ �g�>�?���K�<�/�R�
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=?MÙYZ2¶m>,/.7032��<6��wT@E³V}.1EKTuQ3032UMäYZ2UTf,/0@SUm>IK2BTfC7E³YZ2UTnTXE,�>2UYJEKTfEKMÙEHYgQ@*JEHVWF�A1qrEHMÙEKYà*JM7IK*JTXAÏ2a`|TXEQ@*JEKM7E³YZ2�T@E,�12BY�0@EK2BY e EKM EHY�*JM7IK*JTXA��°`nYZ2�TXE,�>2BYßT@*JMaQ@�HQ3*-Ic27qyT@E¶AB�1T@EH0X«U2ÏYZ2�TX*JVP*JY-*-Q3.7C�EHMaQ30@Ew2UV5�>2BTTXE,�>2BY-EKTH6

)+*-,/.10@2v�76��s;>2a` Ò E��>2BYÎC1E¿«/ABbn0XEc2BY¥61�°` Ò E,�>2UYÎC1E¿«/A/bnT@*-M[Q@�HQ@*JIc2
=?M�YJ2}m>,/.10@2h�76^�vTXEnV}.1EKTuQ3032UMOYJ2BTD,/0@SUm>Ic2UTDC1EGYJA/T�EHT@F�EKI�Q30@ABTtC1EGYJ2BT�T@E��>2BY-EKTxC1E¿«/A/b¿«BEK0@C12BC1EK0@2

e «BA/bGT@*-M[Q@�HQ@*JIc2<q1C1EGM[.1EH«BA³T@En2BF70@EKIH*Z2vYZ2vTX*JVP*JYJ*§Q3.1CWC1EGYJA/TD0XEKTX.1Y-Q32BC1A/TH6
Ãù,Oøù, �µ36ýE�8t 36?

Í A/VPAWTXEfVPEKM7IK*JABM1LhEKM�YJ2v*JMaQ30XA<C1.7IKIK*-L/MO2PEHTXQ@EfQ30@2B�>2��XAP¬[.1EnYJA/TDm>Y§Q30@ABTDC1*J,/*§Qp2BY-EKT�TXA/M�C7En«s*-Q32BY*-VWF�A/0XQ32BM1IH*Z2GEKMwYJA/TßT@*JTuQ3EHV³2BTßC1E¿F10@AsIKEHT32BVP*JEHMaQ3A5C1*-,/*-Q32BY�C1E¿T@E��>2BYJEHTKq1EHMwYZ252BF7YJ*JIK2BIK*-L/M³C7E|«/A/b¿TX*JM<~Q@�HQ3*-Ic2wVWABTXQ30@2BC>27qÎTXEWN12�N1EHIpN1A�.1M×E�ÀsQ3EHM1T@AÞ.7T@A�C7EWY-A/T¿m>Y-Q@0@A/TGC1*-,/*-Q32BYJEHTKq¸F70@EKC7*JIKIH*JL/M×YJ*-M1Ec2BY e YJA/T2BY-,/A/0X*-Q3VPA/TD2U�dA/0XC>2BC1ABTK6 Ò E}F7.1EKC1E}0@EKT@2BY-Q32B0EKMÏEHTXQp2W2BF1Y-*JIc2UIK*JLBM�EHYy�7.1EKMÞC1EHT@EHVWF�E,�1A³C1E}Y-A/Tt0XEKTX.1Y§~Q32BC1A/TDA/�<Q3EKM7*JC1A/THq>YJAv¬[.1EG«/EH0@*-m1Ic2hYZ25*JVPF�A/0XQ32BM1IK*J2fC1EnYZ2}Q@EKA/0XÐZ25E�À7F7.1EKTuQp2WC7.1032BMaQ@EfEHTXQ3E¿Q@032B�>21�XA16
Ò EvF1.7EKC1EhIKABM1IKY-.1*J0|¬[.1EhEHY+m>Y-Q@032BC7A¶C1*J,/*§Qp2BYyEKTG.1M�SB0XEc2iC1EP2BF7YJ*JIK2BIK*-L/M�EHM×V}.1IpN1A/T¿IK2BVWF�A/T¿C1EYJ2i*JM1,/EHM1*JEH0@ÐJ27q¸F�A/0|Qp2UM[Q@AwEKY?IKABM1A<IH*JVP*JEHM[Q@A1q¸TX.×EHTXQ@.1C1*JA7qý2BM>2BYJSBT@*-T e Q3�HIKM1*-Ic2BTGC1EhC1*-T@E��1A�TXA/M�V5. e*-VWF�A/0XQ32BMaQ3EHTvF>2B032�YJABTP*-M1,/EHM1*JEH0@A/Th¬[.1E�Q@032B�12��@2BM EKM�EHTXQ@A/T³IK2BVWF�A/TH6 í AäN12 e C7.1C>2×¬[.1EOE�À<*-TXQ3EHMV5.7IpN>2BTwQ3�KIHM1*JIK2BT e 2BYJ,/AB0@*-Q@VWABT³¬[.1E�T@EäF7.1EKC1EHMåTXEK,/.1*-0�EHTXQ@.1C1*Z2UM1C1A e ,/EKM1EH032BM7C1A�F>2U032 YJA/,/0@2B0VPES�XA/0XEKTDC1EHT@EHVWF�E,�1ABT e Q@EKM1EH0xMs.7EH«U2BTt2BF1YJ*-Ic2BIH*JA/M7EKTK6
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)+*J,/.7032v�76½�7; Í A/VPF>2B0@2BIK*-L/M¶C1EGEKTXFdEHIHQ@0@A/TH;d2/`l«/A/bG«/EH0@C>2BC7EK032 e �°`l«BA/bfTX*JMaQ3��Q3*-Ic2
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ì � 2B.7Q3AB0@0@EH,/0@EHT@*§«/Aì �ÇÑ ì 2B.7Q3Ah0XEK,/0XEKT@*§«/APC1EGVWA:«s*JVP*JEHMaQ3A5F10XA/VPEKC1*-A���8�������©ê�� E�À<*JTuQ3EKM7IK*Z2vC1E¿jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2BTxj©2BMaQp2BTXV³2UTDAW2UYJ*Z2UT*���2���� �1çRè N>2BIK*J2v2UQ30@SBT*?é�� T@*J,BM1*-m>IK25¬[.1EfYJ25FdAUQ3EKM7IK*Z2vIK2BV5�1*J25EKMO.1MOj©2UIHQ3AB0DC1Eh8:9*+���P���>è EKTXQ@0@.1I�Q3.10@2PC7En.7MOm>Y§Q30XAPC7*J,/*§Qp2BY�C1EGT@EH,/.1M1C1APA/0XC1EKM
	¾"Iê F10@EHC1*JIHIK*JLBMOY-*JM1EK2BY¸N12BIK*J2v2UQ30@SBT'w��
 Q3032UM1TXjkA/0XV³2UC>25C1*JTXIK0XEHQp2hC1En)>A/.10X*JEK0'w��
_- Q3032UM1TXjkA/0XV³2UC>25C1*JTXIK0XEHQp2hC1En)>A/.10X*JEK0ß*JMa«/EH0@T32èýé�20�8*?é�� EKTxYZ25C1�HIK*-V³2vF>2B0uQ3EGC1EG.1Mw��EKY' F ê F10@AsIKEHT32BC1AB0@EKTxC1*-,/*-Q32BYJEHT�C1EGT@E��>2BY-EKT� ì m>Y-Q@0@Ah2BM>2UYJL/,/*-IKA�X' m>Y-Q@0@AvC1*-,/*-Q32BY�D��
 Q3032UM1TXjkA/0XV³2UC>2503SBF7*JC>25C1En)>A/.10X*JEH0�Û-�� 0@EKTXF1.1EHTXQp2hm>M1*§Qp2v2BYÎ*-VWF1.7YJT@A�X"Iê F10@EHC1*JIHIK*JLBMOY-*JM1EK2BY¸N12BIK*J2v2BC1EKYJ2BMaQ3E4¨æ°ç�� �7çUè N>2BIK*J2v2BC1EHYZ2BMaQ3E�Ûê	 m>Y-Q@0@AvF>2BTXAW�12��@2BT�Ûê ì m>Y-Q@0@AvF>2BTXA³2UY-Qp2UT�Ûê	�� m>Y-Q@0@AvF>2BTXAW�12BM1C>2�Ûê F � m>Y-Q@0@AvT@.7F10@EHT@A/0C1EG�>2BM1C12-1-�� 0@EKTXF1.1EHTXQp2P*JM7m1M1*-Q32v2BYr*JVPF1.1Y-T@A���>èyèyé[ç EKTXQ@0@.1I�Q3.10@2PEHT@IK2BYJEH032���  � ��82/é IKEKY-A/T@ÐJ27q7EHM10@E7�@2BC1A1q>0XES�X*-YJYZ2"Iê�� IKAsC1*-m>IK2BIK*-L/M¶F�A/0DF10@EHC1*JIHIK*-L/MwYJ*JM7Ec2BYÑ F > EK0@0XA/0DIK.12BC103SRQ3*JIHAhVWEHC1*JAê ì �����»� F>2B0XQ@*Z2BYdIKA/0X0@EHYZ2UQ@*JA/M¶IHA<E��WIH*JEHM[Q@T \ *JMwTXFdEHEKIpN�IHA<C7*JM1,[`ßAhIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHTtC1EG0XE�>E�À7*-L/M Ki
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ê_'w� jk.1M1IK*-L/MwC1EGC1EKM7T@*JC12BC�C7EnF70@A/�>2U�1*JY-*JC>2BCê_' F F10@AsIKEHT32BVP*JEHM[Q@AhC1*J,/*§Qp2BY�C1EGT@E��>2BY-EKT/+�� 12 ò T@EG0@E�m>EK0XE}2BYdQ3A/M1Ah¬[.1EnE�À<*JTuQ3EGEKMO.1MwQ30@2BVWAvC7EnTXE,�>2UYê F ' C1EKM1TX*JC>2UC�EHT@F�EKIHQ@032BYÎC7EnF�ABQ@EKM1IH*Z2è�� M1AhIc2B.1T@2BYF "Þ-�
Â' T@*JTuQ3EHV³2vYJ*-M1Ec2UY¸E¿*JMa«U2B0X*Z2BMaQ3E¿EHM�EHYrQ3*-EKVPFdAvC1*-T@IH0@EHQ@A

 FdEH0@ÐJAsC1AvC1EGV5.7EKTXQ@0@EHA 1� / 0@EHQ32B0@C7APEHM�.7M�F�EK0XÐJAsC1A¾�åAhEHQ32BF>2hEKMO.1Mwm>Y-Q@0@Ah)C��{åA��xþ|ÿ

	 Q3032UM1TXjkA/0XV³2UC>25�1*JY-*JM1EK2BY

_'�" YJÐJM7Ec25C1EG0@E�Qp2B0XC1AvQ30@2BM1TX«BEK0XT32BY

f� Q3032UM1TXjkA/0XV³2UC>25C1En)>A/.10@*-EK0

_" Q3032UM1TXjkA/0XV³2UC>25C1Enÿý2BF1YZ2UIKE

�� Q3032UM1TXjkA/0XV³2UC>2

Z
��@- Q3032UM1TXjkA/0XV³2UC>2
Z
*JMa«/EH0@T32

��������'Ç>º� IKAsC1*-m>IK2BC1A/0nöhC1EHIKAsC1*-m1Ic2BC1AB0DC1E¿«/A/b
��	 2BM1IpN1APC1EG�>2BM1C12
� F�F F10@AsIKEHT@APEKTXQ32BIK*-A/M>2B0X*JAvEHM�EHYÎT@EKMaQ@*JC1AP2BVPF1YJ*-A
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α
IHA/M1TXQ32BMaQ3EGC1EG0@E�Qp2B0XC1A

a(n)
IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT

ai

C1EG.1MOT@*-TXQ3EHV³2¾�}��{
am(i)

IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
i
C7En.7M�TX*JTXQ@EKVW2vz|{åC1EGA/0XC1EKM

m
Ap

,a2UM>2BM1IH*Z25EKMOYZ25�12BM1C>2hC1EGF>2BTXA
As

,a2UM>2BM1IH*Z25AP2UQ3EHM[.>2BIK*-L/MOEKMOYZ25�>2BM7C>2PTX.1F10X*JVP*JC>2
b(n)

IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
bi

C1EG.1MOT@*JTuQ3EHV³2 �}��{
d(n)

TXE,�>2UYÎC1EKTXEc2BC>2
δ

0X*JbKA
e(n)

EH0@0XA/0DEKMaQ30XEf.7M>2vT@E,�12BYýC1EKTXEc2BC>2 e .1M12PEHTXQ3*-V³2UC>2
fca

jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2vC1EGIKA/0uQ3En2BM>2UYJL/,/*-Ic2
fH

jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2h2BM>2BY-L/,/*-Ic2}C1EnIKAB0XQ3EG2UY-Qp25F12B032P)Ñþ )Ñ¯#"lã AP) Ò "lã
fL

jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2h2BM>2BY-L/,/*-Ic2}C1EnIKAB0XQ3E¿�12��@2PF12B032h)Ñþ )Ñ¯#"lã A³) Ò "lã
fs

jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2vC1EGV5.1TuQ30@EHA
h(t)

0XEKTXF1.1EKTuQp2W2BYr*JVPF1.1Y-T@AvC1EG.1MOT@*-TXQ@EKVW25IKA/MaQ3*-M[.1A
h(n)

0XEKTXF1.1EKTuQp2W2BYr*JVPF1.1Y-T@AvC1EG.1MOT@*-TXQ@EKVW25C1*JTXIK0@E�Q3A
hI(n)

0XEKTXF1.1EKTuQp2W2BYr*JVPF1.1Y-T@AvC1EG.1Mwm>Y§Q30@AvC7*J,/*§Qp2BY�*JC1EK2BY
H(s)

jk.7M1IK*-L/MwC1E¿Q3032UM1TXjkEH0@EKM7IK*Z2vC1EG.1MOT@*-TXQ@EKVW2hIHA/MaQ3*-Ms.7A
H(z)

jk.7M1IK*-L/MwC1E¿Q3032UM1TXjkEH0@EKM7IK*Z2vC1EG.1MOT@*-TXQ@EKVW2hC7*JT@IH0@E�Q3A
H(Ω)

0XEKTXF1.1EKTuQp2PEKMwjk0@EKIH.1EKM7IK*Z2hC1EG.1MOT@*-TXQ3EHV³25IHA/MaQ3*-Ms.7A
H(ejω)

0XEKT@F7.1EKTuQp2WEHMOjk0XEKIH.1EKM1IH*Z2hC1EG.1MOT@*JTuQ3EHV³25C1*-T@IH0@EHQ@A
HI(e

jω)
0XEKT@F7.1EKTuQp2WEHMOjk0XEKIH.1EKM1IH*Z2hC1EG.1Mwm>Y-Q@0@Av*JC7Ec2BY

H(k)
EHT@F�EKI�Q30@APC1*-T@IK0XEHQ@AWC1EG.1MOT@*-TXQ@EKVW25C1*JTXIK0@E�Q3A

J(n)
jk.7M1IK*-L/MwC1EGIKA/TuQ3AhAWEHM1EK0X,/ÐZ2vC1EHYÎEK0X0@A/0

N
Y-A/M1,/*§Q3.1C³C1EGYZ2v0@EHT@F1.1EHTXQ32³2BYr*-VWF7.1YJTXA

h(n)
ωcd

jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2vC1EGIKA/0uQ3EGC1*-,/*-Q32BY
2πfca/fs

ωp

jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2vC1EGF>2BTXAWC1*-,/*-Q32BY
ωsup

jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2vT@.1F70@*JVP*JC125C1*J,/*§Qp2BY
8:�/�
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rxx(i)
2U.7Q3AsIKA/0X0@EHYZ2BIH*JL/MiC7E

x(n)
τg

0XEHQp2U0@C1AhC1EG,/0X.1FdA
τp

0XEHQp2U0@C1AhC1E¿j©2BTXE
ωH

jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2vC1EGIKA/0uQ3En2BY§Qp25F>2B0@2P.7M�)+þ )Ñ¯#"lã AP) Ò "lã
ωL

jk0XEKIK.7EKM1IH*Z2vC1EGIKA/0uQ3EG�>2��@2hF>2B0@2v.1M�)+þ )+¯$"gã AP) Ò "lã
W (n)

jk.7M1IK*-L/M¶«/EKMaQ32BM>2
Φ(ω)

0XEKTXF1.1EKTuQp2PEKMwj©2BT@EGC1EG.1MOT@*-TXQ3EHV³25C7*JT@IH0@E�Q3A
x(n)

TXE,�>2UYÎC1EGEKMaQ30@2BC>2hC1EG.1M�TX*JTuQ3EKVW2vC1*JTXIK0XEHQ3A
y(n)

TXE,�>2UYÎC1EGT32BY-*JC>25C1EG.1MOT@*-TXQ@EKVW2hC7*JT@IH0@E�Q3A
| · | «U2BY-A/0D2B�1TXA/YJ.<Q3A
E{·} EHT@F�EK0@2BM1bK2PVW2UQ3EHV³SRQ3*JIK2
(·)T Q@032BM1TXF1.1EHTXQp2
(·)∗ IHA/M��X.1,a2UC1A
(·)H N1EH0@VP*-Q@*Z2BM1A \ IKABM��X.1,a2BC7AhQ@032BM7T@F1.1EHTXQ@A[`
||x||p

M1AB0@VW2
lp = (

∑

n |xn|p)1/p

I
VW2UQ30X*Jbt*JC1EHM[Q@*JC>2UC

∇w

,/0@2BC1*-EKMaQ3E¿0XEKT@F�EKI�Q3APC1EGYJA/TDIHA<E�m>IK*-EKMaQ3E
w

Re(·) F12B0XQ@E¿0@Ec2UY
Im(·) F12B0XQ@E¿*JVW2B,/*JM12B0@*J2
sgn(·) A/FdEH032BC7A/0DT@*-,/M1A1q

sgn(x) = 1
TX*

x ≥ 0
C1EGYJAhIHA/MaQ3032U0@*JA

sgn(x) = −1
x̂(·) «U2BY-A/0�EHTXQ3*-V³2UC1AvC1E

x(·)
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¯�AB0oC1E�m>M1*JIH*JL/M�C1E5IHA/Ma«/A/Y-.1IK*-L/M�F>2U032W.7MÞT@*JTuQ3EHV³2PEKMaQ30@2BC>2
x(n) e T@2BYJ*-C>2 y(n)

IKA/MÏ0XEKTXF1.1EKTuQp22BY¸*JVPF1.1YJTXA
h(n)

y(n) = x(n) ∗ h(n) = h(n) ∗ x(n)

y(n) =

∞
∑

m=−∞
x(m)h(n − m) =

∞
∑

m=−∞
x(n − m)h(m) \ Í 6§8�`

F�A/0DC1EHm1M1*JIH*JL/MwC1E¿Q30@2BM1TujkA/0@VW2BC>2
Z
q
Y (z) = TZ(y(n))

Y (z) =
∞

∑

n=−∞
y(n)z−n \ Í 6�¾/`

TX.1TXQ@*-Q3. e EKM7C1A³YJ25EKIK.12BIK*-L/M \ Í 6-8:`ßEKMOYZ2vEKIH.>2BIK*-L/M \ Í 6^¾/`
Y (z) =

∞
∑

n=−∞

(

∞
∑

m=−∞
x(m)h(n − m)

)

z−n \ Í 6^_a`
.7Q@*JY-*Jbc2UM1C1A5.1M12v«U2B0X*Z2B�7YJE¿2B.sÀ7*-YJ*J2B0

i = n − m
q
n = i + m

q>EHMaQ3A/M1IHEKT
Y (z) =

∞
∑

n=−∞

(

∞
∑

m=−∞
x(m)h(i)

)

z−iz−m \ Í 6½4[`
0XEc2B,/0X.1F>2BM7C1Av«B2U0@*Z2U�1YJEHT

Y (z) =
∞

∑

i=−∞
h(i)z−i

∞
∑

m=−∞
x(m)z−i = H(z)X(z) \ Í 6^]/`

TXEnIHA/VPF10@.1EH�>2v¬[.1EfYJ25F10@*-VWEH0325TX.1V³2RQ3A/0X*Z25C1EGYZ25ª7Y-Q3*-V³2fEKIK.12BIK*-L/M�IHA/0@0XEKTXFdA/M7C1En2
H(z)

H(z) =
∞

∑

i=−∞
h(i)z−i \ Í 6^�a`

¬[.1EHC>2BM1C1APC1EHVWA/TuQ30@2BC1AhEKYrQ@EKA/0XEKVW2hC7EnYJ2vIKA/Ma«/ABYJ.1IH*JL/Mr6
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¯+2U032hYZ2}«/EHMaQp2BM>2PC1E¸Äo2BVPVP*JM1,5EHM�TX.OjkAB0@VW25Ic2B.1T@2BY
W (n) = {0.54 − 0.46 cos(

2πn

N − 1
)}{U(n) − U(n − N)}

E�À7F70@EKT@2BM1C1AWYZ2}jk.1M7IK*JLBMOIHA/T@EHM1A³F�A/0x=?.1Y-EK0DIKABVWA

cos(
2πn

N − 1
) =

e
j2πn
N−1 + e

−j2πn
N−1

2ztF1YJ*-Ic2BM1C7A5Q3032UM1TXjkA/0XV³2UC>2
Z

W (z) = 0.54
1 − z−N

1 − z−1
− 0.23

1 − z−N

1 − e
j2π

N−1 z−1
− 0.23

1 − z−N

1 − e
−j2π
N−1 z−1

\ þf6-8�`
E�«B2UYJ.>2BM7C1A

z = ejω

W (ejω) = 0.54
1 − e−jωN

1 − e−jω
− 0.23

1 − e−jωN

1 − e
j2π

N−1 ejω
− 0.23

1 − e−jωN

1 − e
−j2π
N−1 ejω

\ þf6�¾/`
0XEc2BY-*Jbc2UM1C1A5j©2BI�Q3A/0X*Jbc2UIK*JABM1EKT�TXEGA/�7Q3*-EKM1E

W (ejω) = 0.54
e

−jωN
2 [e

jωN
2 − e

−jωN
2 ]

e
−jω

2 [e
jω
2 − e

−jω
2 ]

− 0.23
e

−jωN
2 [e

jωN
2 − e

−jωN
2 ]

e−j(ω− 2π
N−1

)[ej(ω− 2π
N−1

) − e−j(ω− 2π
N−1

)]

−0.23
e

−jωN
2 [e

jωN
2 − e

−jωN
2 ]

e−j(ω+ 2π
N−1

)[ej(ω+ 2π
N−1

) − e−j(ω+ 2π
N−1

)]C1EGM[.1E�«/A³.<Q3*JY-*JbK2BM1C1Av=?.1Y-EK0DF>2U032v0@EH,/0@EHT32B02vjk.1M1IK*-A/M1EHTTXEKM1A
W (ejω) = 0.54

sen(ωN
2

)

sen(ω
2
)

e
−jω(N−1)

2 − 0.23
sen(ωN

2
)

sen 1
2
(ω − 2π

N−1
)
e−j[ ω

2
(N−1)+ 2π

N−1
] \ þf6^_a`
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−0.23
sen(ωN

2
)

sen 1
2
(ω + 2π

N−1
)
e−j[ ω

2
(N−1)− 2π

N−1
]

EHM[Q@A/M1IHEKTYZ25VW2B,/M1*§Q3.1C¶C1EHYÎEKTXFdEHIHQ30XA³¬[.1EHC>2
|W (ejω)| = 0.54

sen(ωN
2

)

sen(ω
2
)

+ 0.23
sen(ωN

2
)

sen 1
2
(ω − 2π

N−1
)

+ 0.23
sen(ωN

2
)

sen 1
2
(ω + 2π

N−1
)

\ þf6½4[`
¯�2B032v.1M>2v«/EHMaQp2BM>2PIKEHM[Q@032BC12PEHM

N/2
A

N � 1
q>YZ25VW2B,/M7*-Q3.7C¶C1EKYÎEHT@F�EKIHQ@0@APEKT

|W (ejω)| = 0.54
sen(ωN

2
)

sen(ω
2
)

+ 0.23
sen(ωN

2
)

sen 1
2
(ω − 2π

N
)

+ 0.23
sen(ωN

2
)

sen 1
2
(ω + 2π

N
)

\ þf6�]/`
Ò *¸C1EHm>M7*JVPA/TDYZ25jk.1M1IH*JL/M

S(ω) =
sen(ωN/2)

sen(ω/2)EHYÎEKT@F�EKI�Q30XAWC1EGYJ2v«BEKMaQp2UM>2PC7E_Ät2BVPVW*-M1,5T@EnF1.1EHC1EG0@EHT@.1VP*J0
|W (ejω)| = 0.54S(ω) + 0.23S(ω − 2π/N) + 0.23S(ω + 2π/N) \ þ}6½�a`

=?Y¸F10X*JVPEK0g«B2UYJA/0 |W (ejω)| þ 9}AsIK.70@0@EoIK.>2BM7C1A 4π
N−1

qsFdA/0lQp2BMaQ3AvEHYr2BM7IpN1AvC1EKY¸YJL/�1.7YJAnF10@*-M1IK*-F>2BYF>2U032
N � 1

EHT 8π
N
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=?YÑVP�HQ3AsC1A¶C1EhÿÎE�«<*-M1T@ABM<~�þo.70@�1*-M�EHT¿.1M1AwC1EvY-A/T¿2BY-,/A/0@*§Q3VPA/T0@EKIH.10@TX*-«BA/TGV³SBTo*JVPFdA/0uQp2BMaQ@EKT|EHMEHYtF10XA<IHEKT@2BVW*-EKMaQ3AäC1*J,/*§Qp2BYDC7EÏT@E��>2BYJEHT 	 8,
¤q 	 ®=
¤6ß=?TXQ3EÏ2BYJ,/AB0@*-Q@VWA�EHTiC1E�Q@*JF�Aä0@EHIK.10XT@*§«/A e M1A/T³C12.1M12ÏT@A/Y-.1IK*-L/M C1E¶YZ2�EKIK.12BIK*-L/M M1A/0XV³2BYlC1EKYßA/0@C1EHM
O(p2)

A/F�EK0@2BIK*-A/M1EKTHq+EHYD2BYJ,BA/0@*§Q3VPA�E�À7F7YJABQ32ÏYZ2BTF10XA/F1*-EKC>2BC7EKT}C7E³YZ2wVW2UQ30X*Jb
Rp e Ic2UYJIK.7YZ2wYZ2�TXA/YJ.7IK*JLBM×C1EWYZ2OEKIK.12BIK*-L/MäM1AB0@VW2BYg2BYàA/0@C1EHM

p + 1
2F>2U0XQ3*-0�C1EGYZ25TXA/YJ.7IK*JLBM�2UYrA/0@C7EKM

p
6ÿý2DEKYJ*-VW*-M>2BIH*JL/M,a2B.1TXT@*J2BM>2DF>2B0@2x0XEKTXA/Y-«BEK0ý.1MGT@*-TXQ3EHV³2DC1E

p
EHIK.>2BIH*JA/M7EKTýYJ*-M1Ec2BY-EKTdIKA/M

p
*JM1IHL/,/M1*§Qp2BT0XEK¬[.1*JEH0@El2BF10XA:À<*-V³2BC12BVWEHMaQ3E

p3/3
V5.1Y§Q3*-F1YJ*-Ic2BIH*JA/M1EHT e C1*§«s*JT@*-A/M1EHTKq�EKYs2BY-,/A/0@*§Q3VPA�C1ElÿÎEH«s*JTXA/M<~�þt.10@�1*-M0XEK¬[.1*JEH0@E�C7E

p2+2p
V5.1Y§Q3*JF7YJ*JIK2BIK*-A/M1EHT e C1*§«<*-T@*-A/M1EKTHq e p2 TX.1VW2BTK6/á|Q@032o«BEKMaQp2��@2¿C1E�ÿýE�«s*JT@ABM<~�þo.70@�1*-MEHTß¬[.1Eo0XEK¬[.1*-EK0@E

2(p+1)
YJAsIc2BY-*JC>2UC1EKT?C1EtVWEHVWAB0@*Z2<q \ p+1

`gF>2U032GYZ2GT@EKIH.1EKM7IK*Z25C7Eo2B.<Q3AsIKA/0X0@EKYJ2BIK*-L/M
e p+1

YJAsIc2BY-*JC>2BC7EKT?F>2B0@2fY-A/TlIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
ai

q[VW*-EKMaQ30@2BTl¬[.1EtYZ2nEKYJ*-VW*-M>2BIH*JL/M5,/2B.1T@TX*Z2BM12f0@EH¬[.1*JEH0@E
p2Y-A<IK2BYJ*-C>2BC1EHTßC1EGVPEKVPA/0@*J2 	 8c�=
¤6ÿý2�EKY-*JVP*JM>2UIK*JLBM ,/2B.1T@TX*Z2BM12�M1A�Q@A/V³2 EKM IH.1EKMaQp2âYJ2ÖT@*-VWE�Q30XÐZ2ÖC7EÙYZ2 V³2UQ@0@*-bB�

p \ rxx(i) =
rxx(−i)

`�q�EHTXQ32ÙV³2UQ@0@*-b�2BC7EKVWSBTiC1EÏTXEK0¶TX*JVP�HQ30X*JIK27qàYJA/TWEKYJEHVWEHMaQ3A/TiC7EÏYZ2BTWC1*Z2U,/A/M>2BY-EKTWT@A/Mâ*-,/.>2R~Y-EKT e TXEY-E�IKABM1A<IHExIKA/VPA¿V³2RQ30@*-bßQ3*-FdA98 ·:² P �ð�¼¹ Ë 6B¯�A/0?Y-AG¬s.7EE�À<*JTXQ@Ex.1MhVW��Q3AsC1AG0@EKIH.10@TX*-«BAfF10XA/F1.1EHTXQ@AF�A/0xÿÎEH«s*JM7T@A/M e þo.10X�1*JMw¬[.1EnE�À<F1Y-ABQp2vYZ25EHTXQ@0@.1I�Q3.10@2WC1EGYZ25VW2UQ@0@*JbR��AsEKF1Y-*-Q@bB6=+À<*JTXQ@EKM5«U2B0X*Z2BTyjkA/0@VW2BT+C7E�YJY-EK,a2B0�2oA/�<Q3EKM7EK0ÑEHTXQ3Ex2UYJ,/A/0X*-Q@VWA1qHQp2BY<IKA/VPAoTXEDVWA/TuQ30XL|EKMvEHY7Ic2UF1Ð-Q@.1YJA41q7EKMOEKTXQ32PTXEKIHIK*JLBM�TXEnVPA/TuQ3032U03SBMwABQ@032BTDC1ABTF�A/TX*J�1*-YJ*JC12BC1EKTlC1EGYJY-EK,a2B0�2BYÎ2BY-,/A/0@*§Q3VPA16
=+À<F10@EHT32BM1C7A³EKMwjkA/0XV³25F>2U0XQ3*-IK*-A/M>2BC>25EHYr«/EHIHQ3AB0

a

ap =









ap
1

ap
2666

ap
p









=

[

ap−1

0

]

+

[

dp−1

Kp

] \ =D6-8�`

C1ABM1C1E�
p

;7EKTEKYr«/EHIHQ@A/0xC1EGIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKTC1EKYrm>Y§Q30XAPC7EnF70@EKC7*JIKIH*JL/MwC1EGEH0@0@AB0x2BYrA/0XC1EKM
p�

p−1

;>EHTxEKYr«/EHIHQ@A/0xC1EGIKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKTC1EKYrm>Y§Q30XAPC7EnF70@EKC7*JIKIH*JL/MwC1EGEH0@0@AB0x2BYÎA/0@C7EKM
p − 1è

p−1

;7«/EHIHQ@A/0tC7EnIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHTtF�A/0DC1E�Q3EH0@VP*JM>2B0�2BYÎA/0@C7EKM
p − 1
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Kp

;1IHA/M1TuQp2BMaQ3EnEKTXIc2BYJ2B0DF�A/0DC1EHQ@EK0XVW*-M>2B0
e YJ25V³2RQ30@*-b Rp

Rp =

[

Rp−1 rr
p−1

rrT
p−1 rxx(0)

] \ =D6�¾/`
TX.1TXQ@*-Q3. e EKM7C1A³EHM�YJ25EKIK.12BIK*-L/M�M7A/0@VW2BY Rpap = rp

[

Rp−1 rr
p−1

rrT
p−1 rxx(0)

] ([

ap−1

0

]

+

[

dp−1

kp

])

=

[

rp−1

rxx(p)

] \ =D6^_a`
EHY�TX.1FdEH0@Ð-M1C1*JIHE

r
EKMÏEHY�«/EHIHQ@A/0

rr
p−1

T@*-,/M1*-m1Ic2³EHYy«BEKIHQ@A/0¿EKTXIK0X*-Q3A³EKMÞA/0XC1EKMÏ*-Ma«/EK0XT@A16rþoE5YZ2PF10@*-VWEH032m>YJ25C1EGYZ2vEKIH.>2BIH*JL/MO2BMaQ3EH0@*-A/0 \ =D6½_a`ßT@EnA/�7Q@*JEKM7E
Rp−1ap−1 + Rp−1dp−1 + Kpr

r
p−1 = rp−1F�A/0DYZ25EHIK.>2UIK*JLBM�M1AB0@VW2BY¤qsEKYÎF10X*JVPEK0ßQ@�K0XVW*-M1AvEKT*J,/.12BYr2BYÎC7EKYÎYZ2UC1AvC1EK0XEKIpN1A7q�C7EKT@F�ES�@2UM1C1A

dp−1

dp−1 = −KpR
−1
p−1r

r
p−1¬[.1EGEKTxEHYr«/EKI�Q3A/0

am(i)
EKMOA/0@C1EHM�*-Ma«/EK0XT@APV5.1Y§Q3*JF7YJ*JIK2BC1AfFdA/0D.7M>2PIHA/M1TuQp2BMaQ3E

dp−1 = −Kp











ap−1
p−1

ap−1
p−2666

ap−1
1











\ =D6½4[`

ÿý2vT@EH,/.1M1C>2vm>YJ2hC7EnYJ25EKIH.>2BIK*-L/M \ =D6^_/`
rrT

p−1ap−1 + rrT
p−1dp−1 + Kprxx(0) = rxx(p)

TX.1TXQ@*-Q3. e EKM7C1A³EHM�EHTXQp2hª1Y§Q3*JVW2}EHIK.>2BIH*JL/MwEHYr«/EKI�Q3A/0 dp−1 e C7EKT@F�ES�@2UM1C1A³YJ25IKA/M7TXQp2UM[Q@E Kp

Kp =
rxx(p) − rrT

p−1ap−1

rxx(0) − rrT
p−1R

−1
p−1r

r
p−1

Kp =
rxx(p) − rrT

p−1ap−1

rxx(0) − rp−1ap−1

Kp =
rxx(p) − rrT

p−1ap−1

Ep−1

\ =D6�]/`
C1ABM1C1E Ep−1

EKTxEKYÎEH0@0XA/0DF10@ABVWEHC1*JAvIH.>2BC10@SUQ3*-IKA¹· Ò =ØC>2UC1AhIKA/VPA
Ep−1 = rxx(0) − ap−1rp−1 \ =D6^�a`
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Ò .7TXQ3*§Q3. e EKM1C7A dp−1

EHM
ap

q>TXEGA/�7Q3*-EKM1E¿YJ2vE�À<F10@EHT@*-L/M�EHT@IK2BYZ2B0D0XEKIH.10@TX*-«U2
aj

i = a
(j−1)
i + Kpa

(j−1)
(j−i) j = 1, 2, ..., p − 1 i = 1, 2, ..., p − 1 \ =D6^�/`

C1ABM1C1E
aj

j = kjEHYr«B2UYJA/0�VPÐJM7*JVPA}C1EHY�· Ò =Dq°F1.1EKC7EnIK2BYJIH.1YZ2U0@T@E¿0XEKIH.10@TX*-«U2BVPEKMaQ3E
Ej = rxx(0) −

p
∑

i=1

aj
irxx(i)

.7Q@*JY-*Jbc2UM1C1A5YJ25EKIK.12BIK*-L/M \ =D6��/`ßC7EnY-A/TDIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKT aj
i

Ej = rxx(0) −
p−1
∑

i=1

a
(j−1)
i rxx(i) − aj

i

[

rxx(0) −
p−1
∑

i=1

aj−1
(i−j)rxx(i)

]

EHTC7EKIK*-0Kq1¬[.1E Ej

T@EGF1.1EHC1EfIK2BYJIH.1YZ2U0�EKMwjkA/0@VW250@EHIK.10XT@*§«B2
Ej = Ej−1 − a

(j)2
i Ej−1 = Ej−1(1 − a

(j)2
i ) \ =D6^�a`

: 9Û�8B@9�7:=@? 5-3<; 3ÛÎù7/?8ý s(?¼¿�¤ � 1>=87:? � op7:A>7�ÏnB@?85-s ÎÃB 147:B6=8A>3
z

¯+2U032hYJA/T�IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
am

(i)

C1EG.1M>2hEKTuQ30X.1IHQ@.1032»�xþ|ÿÙC1EGA/0XC1EKM
0
q1TXE¿Q3*JEHM1E

A0(z) = B0(z) = 1 \ =D6½®a`
F>2U032|.1MhA/0XC1EKM

m
T@ExA/�7Q@*JEHM1E�.1M>2¿0XEKYZ2UIK*JLBM5EKMaQ30XEDFdABYJ*JM7A/VW*-A/TýN>2BIH*Z2¿2BC1EHYZ2BMaQ@E

Am(z) e N>2BIH*Z2|2RQ303SUT
Bm(z)

Bm(z) = z−mAm(z) \ =D6-8:9/`
Am(z) = Am−1(z) + Kmz−1Bm−1(z) \ =D6-8/8:`C1ABM1C1E

m = 1, 2, 3, 4, ..., M − 1ztF1YJ*-Ic2BM1C7AvYZ25C1E�m>M1*JIH*JL/MwC1E¿Q@032BM1TujkA/0@VW2BC>2
Z

m
∑

i=0

am(i)z−i =

m−1
∑

i=0

am−1(i)z
−i + Km

m−1
∑

i=0

am−1(m − 1 − i)z−(i+1) \ =x6§8�¾/`
=ÑjkEKI�Q3.>2UM1C1A¶YZ2UTtTX.1V³2RQ3A/0X*Z2BTEKM�2BV}�dA/TYZ2UC1A/ToC7E5YZ2PEKIK.12BIK*-L/M e IKA/VPF>2B0@2BM1C1A³IKAsEHm>IH*JEKMaQ@EKT|C1E}YZ2BT0XEKT@F�EKI�Q3*§«B2UTF�ABQ@EKM1IH*Z2BTDEHM

z
q e 0@EKIHA/0@C12BM1C1AP¬[.1E am(0) = 1

q1TXE¿Q3*JEHM1EKMOYZ2UTDIKA/M1TuQp2BMaQ@EKT
am

(0) = am−1
(0) = 1 \ =D6-8:_/`
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Km = am
(m) \ =x6§8c4[`

am
(i) = am−1

(i) + Kmam−1
(m−i) \ =x6§8�]/`

am
(i) = am−1

(i) + am
(m)a

m−1
(m−i) \ =x6§8:�a`F>2U032

m = 1, 2, 3, ..., M − 1 y 1 ≤ i ≤ m − 1

=?M�EHTXQ@A/To2UM>SBYJ*-T@*-TßT@EGN>2hIKABVWF10XA/�>2BC7AvC1E¿jkA/0@VW25C1*-jkEH0@EHM[Q@EGYZ2v0@EHIK.10XT@*JLBMOC7E}ÿÎEH«s*-M1T@A/Ms~�þo.10X�1*JM¸6
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=?Yy2BYJ,/AB0@*-Q@VWA}C1E}ÿÎE�«<*-T@A/Ms~�þo.10X�1*JM�EKTEHm>IH*JEHM[Q@E}F>2U032hC1EHQ@EK0@VP*JM12B0xYJA/TxIKAsEHm1IK*JEHMaQ3EKToÿý¯ Í
am(i)

qF�EK0XAPM7AWV5. e 2BC1EHIK.>2BC7AWF>2U032vEKYÎIKSBYJIH.1YJAvEHMÏ2B0X*-Q3VP�HQ@*JIK2}C1EGF1.1MaQ3Ahm=�XA1q7C1EK�1*-C1AW2h¬[.1EnEKYÎ*-MaQ3EK0u«U2BYJAC1*-M>SBVP*JIHA5C1EGYJA/TDIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
am(i)

EKTxV5. e ,/032BM7C1EB6=?Yg2BYJ,/AB0@*-Q@VWA³C1E³ÿÎEH0@A/.<ÀÞ~ºù¿.1EK,B.1EKM×Ic2BY-IK.1YJ2wY-A/TGIKAsEHm>IH*JEHM[Q@EKT
Ki

T@*-M×M1EHIKEHT@*JC12BCÙC1EPIc2BY-IK.1YJ2B0Y-A/TtIHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT
am(i)

qdEHTXQ@E52BY-,/A/0@*§Q3VPAh.7Q3*-YJ*JbK2vª1M1*JIK2BVPEKMaQ3EfYJA/Tx«U2BYJA/0XEKTC1E}IHA/0@0XEKYJ2BIK*-L/M e EHjkEHIHQ@ª>20XEKIK.70@T@*-L/MwT@A/�70@EnYJA/T�IHA<E�m>IK*-EKMaQ3EHT 	 8,
¥q 	 ¾U®�
¥6
Í A/M1TX*JC1EH032BM7C1AWEHYÎF>2B0@SBVWE�Q30XA

Cm
j

C7EnAB0@C1EHM
m

Cm
j =

m
∑

i=0

a(i)mrxx(j − i) \ )l6-8�`
C1ABM1C1E

Cm
j ≤ rxx(0)

6
=?Y72UYJ,/A/0X*-Q@VWAxC1EßÿýEH0@A/.sÀf~%ùG.7EK,/.1EHMv0@EHYZ2BIH*JA/M>2xEKY<F>2B0@SBVWE�Q30XA

Cm
i e YJ2BT�«U2B0X*Z2B�1Y-EKTýC1EHY12BY-,/A/0@*§Q3VPAÿÎEH«s*-T@A/M<~ þo.10X�1*JM

Km =
Cm−1

m

C
m−1)
0

m = 1, 2, 3, · · · , p \ )ß6^¾/`
*-M[Q@0@AsC1.1IH*JEKM7C1A�Y-A/TnF>2B03SUVWE�Q30@ABT}ÿý¯ Í e C7EKT32U0@0@ABYJYZ2UM1C1AOEKYgF>2B03SUVWE�Q30@A Cm−1

i

C1EWA/0@C7EKM
m − 1

TXEA/�<Q3*JEHM1E
Cm

j =
m−1
∑

i=0

[am−1
(i) + Kmam−1

(m−i)]rxx(m − i) + Kmrxx(m − i)

=

m−1
∑

i=0

[am−1
(i) + Km

m−1
∑

i=0

am−1
(i) ]rxx(i + j − m)

TXEnF7.1EKC1EnEKTXIK0X*J�1*-0
Cm

j = Cm−1
j + KmCm−1

m−j \ )ß6½_a`
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=?TXQ32ÏEKT}.7M>2�jkA/0XV³2O0@EKIH.10@TX*-«U2�C1E³Ic2BY-IK.1YJ2B0GYJA/TfF>2B03SUVWE�Q30@ABT
Cm

j

2BYlAB0@C1EHM
m

IKA/MÙ�12BT@E¶2�YJA/TF>2U03SBVPEHQ@0@A/T?2UY1A/0@C7EKM
m−1

qUC1A/M1C7E
C0

j = rxx(j)
6aÿÎA/T?F>2U03SBVPEHQ@0@A/TÑC7EK��EKMPT@EK0?IK2BYJIH.1YZ2UC1A/T?2BY7A/0@C1EHM

m
F>2B0@2PEHYÎ*JMaQ3EH0X«U2BYJA

j = 0, 1, 2, 3, · · · , m
¯+2U032hYZ25F10XEKC1*-IKIK*-L/MwC1EGæ°çUèýésê

m = p

Kp =
Cp−1

p

Cp−1
0

\ )ß6 4[`
TXEnM7EKIKEHT@*§Qp2
Cp−1

0 e Cp−1
p

6
¯+2U032hYZ25F10XEKC1*-IKIK*-L/MwC1EGæ°çUèýésê

m = p
q7N>2 e ¬[.1Ef0XEKTXA/Y-«BEK0

Kp−1 =
Cp−2

p−1

Cp−2
0

Cp−1
p = Cm−2

p + Kp−1C
p−2
−1

Cp−1
0 = Cp−2

0 + Kp−1C
p−2
p−1 \ )ß6^]/`TXEnM7EKIKEHT@*§Qp2hYJA/TDF>2U03SBVPEHQ@0@A/T

Cp−2
−1

q
Cp−2

0

q
Cp−2

p−1 e Cp−2
p

�ié������äésêØèýé��À������æ°ç��! ��äæ½/+�7ç��B�yêØæ�çRèýésê
p� M7*JIK*J2BYJ*-bc2B0gIKABM�EHYÎA/0@C1EHM

m = 0
q1EKMaQ3ABM1IKEHT

C0
j = rxx(j) j = −p + 1,−p + 2, · · · , p

=ÑjkEHIHQ3.12B0xYZ250@EHIK.10XT@*-L/M�TXA/�10XE
l = 1, 2, · · · , p

• êº���KæBA�DdIc2BY-IK.1YJ2B0�EHYÎIKAsEHm>IH*JEKMaQ@E
Kl

IKA/M
Kl =

C l−1
l

C l−1
0T@*

l = p
m1M>2BYJ*-bc2B0

• êº���Kæ�C%DdIc2BY-IK.1YJ2B0�EHYÎIKAsEHm>IH*JEKMaQ@E
C
IHA/MOYZ25EKIH.>2BIH*JL/MO0@EHIK.10XT@*-«U2

C l
j = C l−1

j + KlC
l−1
l−j j = −p + l + 1, · · · , 0, l + 1, · · · , p
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EGFIHKJMLON1PRQSJTQVUXWZY[Y[\�]�\[^`_�aGbdce�fgch^jikamln]hoqpsrut�^wvXbx_`e`lnan^jbye�bx_�Y�z{^jfmvhlnan^jb�^jtSpjl|e�bx_`e�is_�aG}XY[_�\[^`_hY~i~pj�d���X�h�
���G���s����� �X�u�j� �d� ���w��� � ��� �{�G�g� �X�k� ��� �u� �`�B������� �

E � HKJMLONO����L �¢¡¤£6Q�UVY~ikanY¥p�_hY$¦x^wvXikanY~i#§qW�is^©¨{fnY~oe{pª_hYª\[^jb�l«^jikbx^©¬Vy®�¯M� �[°²±|³´�G�G� �uyµI¶ � ®[��Fj·�¸�¸`�
E � H¹»ºV¼¥½d¾x¾�½�¹KQu¿OQnÀdÁZNO��½SÂ�¿OQuÃKQuÄÆÅÈÇ�É ÊÌË��¢Â�Â´PÍQVÎ�Q´ÏÐagc�aml|e�fVU©agc�b�e�fhÑ0is^©\[Y¥p¥pkaGbdchr�Ò�U�§hp�l«Y~o@ÏÈY¥pkagc�bÒ>WhW�is^{ew\«]O�V���X�h� �Ó�G���s����� �X�u�j� �©� �hÔ �{ÕhÖ � � Fj·�×�×d�
E ØXH¹»ºV¡w¡wºV�y¿OQh£Qh¿u�0QnÀhÙ$��Ç�½SËS�ÚÂª¿OQVÃ�QhÄÆÅÛ½SÜOÂ�ºuÜ�¿OQhÅq�{ÏÐa�ps\~isY�l«YÞÝ~ßSaGoKYàÑ0is^`\[Y¥p~pkaGbdcÈUXWZY[Y[\�]6U©agc�b�e�f�p�¬

á � � �wâ � ® �I±|³M�{�G� ��� �`� Fj·�×�¸`�
Eäã�Hå$Â��xÇ�æu½��çÎ�QÈÁ#Q�è!ÙS½SÂ[½�¡�½éÊ�Né½SÂ�ÙÈQªêKQ´U©ëGb�l«Y¥pka�p�_hYìz{^j}9Y~bílnanY~oÛWZ^�isYIe�fqvhlnaGfGaG}�e�bx_h^ÓvXb�e�e�i¥Ý

î vXaml«Y[\�lkvXiÞe�_hY$WÌvXb�l«^ïx^wl|e�b�l«Y��xðMñ|ðò�>�X�hÔ�� � �¥��ñ|�©â � �k� � ® � �X� �{�à� ® �Xó µsô � ®[� óh� ñ|�hÔ � � ��� �kõ � �éñ��u�kâ � â Ö â~�ö � ®s�u� ��÷ Ô � ®[� óh� �ø� � � ÖV� � ÖV� �é�ø� � � ÖV� � ÖV� ���`®sâ Öhù � �ªóh� Fj·�·�¸`�
Eäú�Hå$Â��xÇ�æu½��9Î�QéÁ#QxèûJMÇ���¾éüuÂqÎ�QéýMQh¦ vXbx_`e�oKY~b�l«^�pM_hYÈß�Y[^jikë¢eÈþ0fnY[\�lnis^joe�c�bxÿ�lnan\Ie`��� � ® Öh� â �Xó�óh� ñ|�hÔ �I±� ��� �kõ � �u��� � 1�h¤µI¶ � ®[���T���²�G��� Ö � � � óh�s�S����� F�� � Ø �TÕV� Ô����
E ¸�Hå$Â��xÇ�æu½���Î�Q�Á#Q�è
	 Ç�¡wºV�VÇ&êKQ�	 Q U©aGb�l«Y�lnaG}�ew_h^ji _hY z{^j}BY~b lnanY~oÛWZ^ isYIe�f�vhlnaGfGaG}�e�bx_h^�Y~fÏ�U`Ñ ß��U����������������h¬ªð´ð��Ðñ¥ñy�>�X�hÔ�� � �~� óh� ñ��hÔ � � ��� �kõ ���0��� ®sâk� ÷ � � ® � �Èñ|�u�kâ � â Ö â~� öS� ®s�u� ��÷ Ô � ®[� óh��ø� � � ÖV� � ÖV� �é�ø� � � ÖV� � ÖV� �! Ð®sâj� ����� ãd�
Eä×�Hå$Â��xÇ�æu½���Î�QhÁ#QnÀdÙ$Â�ºuÜO�Ú�xËO½#"TQ©è$	9Ç�¡wºu��Ç�êKQ�	ÓQ�Ò$i î vXaml«Y[\�lkvXiÞe{p>_hYÌÏªU`ÑZp[rXtme�o aGfGa¢e{p#ß��U����������&%§�Y~f0ß��U������������&%�%�r`§�esW�fGan\Iew\~an^jbxY¥pj��� � ® Öh� â �Xó�óh� ñ��hÔ � � ��� �kõ � �d��� �  �`yµI¶ � ®[�'�T���²�G�� Ð®sâ Öhù � ��óh�s������ ãd�OFj· �TÕV� Ô��j�
Eä·�Hå$É �¢¾éºuÉ æuè å$¡©¡w�ÚÇ ¾ÓýÐQà¹�Q)(�e�bx_�¨h^`^�*�^jt>Ï´agc�aml|e�f²U©agc�b�e�fZÑ0is^©\[Y¥p¥pkaGbdc�þ0bdc�aGbxY[Y~ikaGbdcyÒ²WhW�fGan\Ie`lnan^jbupj�

� ® �Xóh� ô � ® á � � �~���h� �`� Fj·�×�¸`�
EGF � Hý>¡©�¢ºVÊ�º$+�Q�¿OQ,� vXfmlnaGiÞe`l«Y´ÏÐagc�aml|e�f�U©agc�b�e�f�Ñ0is^©\[Y¥p¥pkaGbdc�¬d���X�h� �Ó�G���s���í� �X�u�j�,� �s°.- �X�0/�Fj·�·{Øu�
EGF�FIHý>N �VNO�ÈÎ�Q0Ï´agc�aml|e�f$UXWZY[Y[\�]�Ñ0is^`\[Y¥p~pkaGbdchrøU�§hb�ln]xY¥pka�psràe�bx_#1�Y[\[^[c�bhamlnan^jb ¬� � �~® �s� � � /�/ � �j�)� �s°2- �X�0/����� F��
EGF � HÅª½4353´�ÚÜOÊ�£6Q�PRQhÏÐagc�aml|e�fé¦�aGfml«Y~i~pj� �`� ®[�X� ó6�Zód� â � �X�O� á � � �wâ � ® �I±|³M�{�G�7� �hÔ ���s° �©� ó � �G�98 ���:� �s°;-à� �~� �s�Fj·�× � �
EGF � HÅª½©è�Ë��¢ÜÆÎ�Q´å$ÉS��¾éºuÉÆæhè>Q�<Û^jbhfGaGbxYIe�i=��Y�ln]x^`_wpK^jt�UXW0Y[\�lniÞe�f$Ò´b�e�f §upka�p���^`_hY~ikb ¦�aGfml«Y~i~pj� �©Õ � � �hÔ � � ±

� � � ��� Ôu�,> � � �G� �O�,� �s°?- �X�0/�� ö ��/ � ��Fj·�×�úd�
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EGFsØXHÅª½©è�Ë��¢Ü�Î�Q��ì^©_hY~ikb�¦�aGfml«Y~i~pj�V � ®[ �G�G��� �O�,� �s°.- �X�0/�Fj·�×�·d�
EGFjã�HÅª½©è�Ë��¢Ü�Î�Q�ÒÐ_`esWÌlnamz{Y´¦�aGfml«Y~i»ßS]xY[^ji«§O� � �hÔ ���s° �©� ó � �G�98 �j���Ð� á � � �©â � ® �I±|³Ð�{�G� �SFj·�·dF��
EGFjú�HÅª½©è�ºuÂ�	 QuU�l|e`lna�pjlnan\Ie�féÏÐagc�aml|e�f U©agc�b�e�féÑ0is^©\[Y¥p¥pkaGbdcqe�bx_@�ì^©_hY~fGaGbdc�¬©���X�h� �Ó�G���s��@� �X�u���`� �`� Fj·�·�úd�
EGF�¸�HÅÈÂ�N�ÅBA�ºu�m�hÒ´b�C�fGa�pka�pM_hYÐ¦x^wvXikanY~ij� � óhód� �~�X� ±ED�� � ���s� ñ ùx� �~� � ô � � � ® � � � �V� �`� Fj·�×�¸`�
EGFj×�HÅª½S�é�é�ÚÂKýMQGFøb ln]xYqv�psYÈ^jtIHÌaGbx_h^�H0pMt�^jiMe�ikoK^jbhan\¥pÛe�b�e�f §upka�pJHÌamln]�ln]¤ÏÐa�ps\~isY�l«Y�¦x^wvXikanY~i6ßdiÞe�bupkt�^jiko�¬

á �~�©® �[óhód� �hÔ�� � ñ �G�G� ���Z� � �Vú�ú��Ð�h�éF�� � �ìFj·�¸X×d�
EGFj·�HLK~ÜOÊÌ¡wº�M�QON�QéÄçÙ$��Ç�½SË��¢Â ¿OQ Ã�QhÏÐagc�aml|e�f U©agc�b�e�fxÑZis^©\[Y¥p~p~aGbdcQP�pkaGbdc���e`lnf¢ed¨SR²¬T�`� áUD �á0Öhùh�G� �k� � �hÔ�>�Xô ÕV� � � �V� �`� Fj·�·�¸`�
E ��� HLKV+È£'Kkê<Î��x�¢¡�½Sæ�ÃT��ÇSN7W U©agc�b�e�fÐÑ0is^`\[Y¥p~pkaGbdc�HÌamln] UX�Y[ZOÒ�\M� áGD�� á0Öhùh�G� �k� � �hÔû�>�Xô ÕV� � � � � �`�Fj·�·�¸`�
E � FIHLNqNOÇÓÎ�Q Ä!Áàºuº#"TQ,1ªYIe�fàßSaGoKY´ÏÐagc�aml|e�fSU©agc�b�e�f Ñ0is^`\[Y¥p~pkaGbdc6Ò´fgch^jikamln]hoqpsrVaGoÛW�fnY~oKY~b�l|e`lnan^jbxr esWhW�fGan\IeXÝlnan^jbupÐe�bx_6þ4%�W0Y~ikaGoKY~b�l p'HÌamln]1ln]1ß��U����������]�^%é�V���X�h� D��G���s����� �X�u��_ � �hÔ ��� � ó¤����� F��
E ��� HL	ì½��éËSºu¡�¿OQé¹KQOÄ Ã ��½wèûêKQéÅQ,ZéaGbxYIe�iàW�isY[_�an\�lnan^jb�^jt p�W0Y[Y[\«] ¬ �©Õ � � �hÔ � �`� � � ��� Ô,_�� �s°a- �X�0/O_xFj·�¸Xúd�
E ��� HL	ì½�ËSLOÇ�NO¡¤¿OQ�ZéaGbxYIe�i>W�isY[_�an\�lnan^jbcbVÒÆlkvhl«^jika¢e�fOisY�z�anY&H#¬ á �~�`®��uñ �G�G� ú � _ ÕhÕ �Vã�údF ± ã�× � _OFj·�¸Xãd�
E � ØXHL	 �¢¾é��½ Î�Q6N�Q»ÏÐagc�aml|e�f�U©agc�b�e�fÑ0is^`\[Y¥p~pkaGbdc�¬ÈÒ �>vXoÛWÌvhl«Y~i¥Ýd\#e{psY[_BÒ²WhW�is^{ew\�] ¬g� �`� ®[�X� óe�Zód� â � �X�7_y®�¯Ð� �j°²±|³$�G�G� _�� �s°.- �X�0/ ����� F��
E � ã�HL	 Ç�Ç�Ügf6Q:N�Q©Ä�Î�¾é�Ú�é¡w�ÚÜOÊyPRQdJTQ���e`ln]xY~oe`lnan\Ie�f��ìY�ln]x^`_wp�e�bx_ÐÒ´fgch^jikamln]hoqpSt|^ji�U©agc�b�e�fdÑ0is^`\[Y¥p~pkaGbdc�¬

á � � �wâ � ® �I±|³M�{�G� _�� �s° � � �~� �s��������� �
E � ú�H6hiW,WuºuÜ LOºu�j3 êKQ�M�QnÀ�Î��xLx½S¼dºu��£QhPRQgÄe"MNO�xËlkOQu£QwÏÐa�ps\~isY�l«Y$lnaGoKY U©agc�b�e�fVÑ0is^`\[Y¥p~pkaGbdcV� á � � �©â � ® �I±³Ð�{�G� _u� �`� Fj·�·�·d�
E � ¸�H6hT�é¼Þ½SÜO�ÚÉ �ÚÂÎ�Q)k Q,Y�b�lnis^`_Vv`\�lnan^jb1l«^»U©agc�b�e�f�Ñ0is^©\[Y¥p¥pkaGbdcV� á � � �wâ � ® �I±|³M�{�G� _O� �s° � � �~� �s� Fj·�·�úd�
E � ×�H6h�A�ºuÜOÂ6ýMQ)kOQ�U©agc�b�e�f�Ñ0is^`\[Y¥p~pkaGbdc�^jtZUXW0Y[Y[\«] ¬u¤®�¯Ð� �[°²±|³´�G�G� ñ��u®]_h� �`� Fj·�· � �
E � ·�HÙ ½Wj½43´�Ú�xLx½S¡w�ÚÂ�åÛQ�ÙÛQ�Ñ0iÞew\�lnan\Ie�fÌÒ>WhW�is^{ew\«]xY¥p»l«^qUXW0Y[Y[\«]m�à^`_�aGbdcV� á � � �©â � ® �ª±²³Ð�{�G��� � ó�ö � ¶ � �Ðñ|�u� ±âk� Ö ô � �wâ�� � Ô � â �{���©� Ô�� �{�Sá �~�©® � �¥�~�X� �`� � ��� �j�,� �s° � � �~� �s� Fj·�×�¸`�
E ��� HÙ ½WuÇSN ¡w�ÚÂ6êKQ�Ñ0is^©¨�ed¨{aGfGamlg§�r71Ðe�bx_h^jonR�e�ika¢ed¨{fnY¥pMe�bx_�U�l«^©\«]�e{pjlnan\ÐÑ0is^`\[Y¥p~psY¥p�¬h � ®�¯M� �[°²±|³´�G�G� _ �©� �hÔ ��±Õ �X� � Fj·�·dF��
E � FIHÙ$�VÇ�½�ËS�ÚÂ;kOQnÀÈÁZ�¢Ü £Q»JTQª½SÜOÉo+»�¢Ë���½SÂ�JTQ#ÒÐ_Vzse�bx\[Y[_�ÏÐagc�aml|e�fÈU©agc�b�e�fªÑ0is^`\[Y¥p~pkaGbdcV�  � ®sô �G�G��� � ± � ¶ °ø�s�G� _� ´�©â � � � ��� � � �Xóu� Fj·�· � �
E ��� HÙ$�VÇ�½�ËS�ÚÂLk QGÃ�Q Äp	1½SÜOÇ�¡�½SË��ÚÂ��VÏÐagc�aml|e�f0U©agc�b�e�f Ñ0is^`\[Y¥p~pkaGbdchr�Ò´fgch^jikamln]hoqpÐe�bx_Ò²WhW�fGan\Ie`lnan^jbupj�� � ® ±ô �G�G��� �O� �©� �hÔ �{ÕhÖ � � Fj·�· � �
E ��� HÙ$�VÇ�½�ËS�ÚÂ6kOQÌÃ�Q�Äq	ì½�ÜOÇS¡�½SË��¢Â��ÌßhiÞe`l|e�o anY~b�l«^�_�agc�aml|e�fZ_hYMpsYVr�e�fnY¥p�¬VÑ0ikaGbx\~a W�an^�psr e�fgch^jikamlnoK^�p §�esW�fGa�Ý\Iew\~an^jbxY¥p�_ á � � �©â � ® �È³M�{�G� _dâ � �~® � � � �[ód� ® ��÷ �7_V �Xó � ��ó _ � � ÕV��sV� Fj·�·�×d�

tvuxwIy{z'|i} ~]��� �I�X�`�����������
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E � ØXHÙ$Â�ºVÜO�¢�xË ½�"i�OèÓå$Â���Ç�æV½S��Î�ÌÁ���Ñ0is^`\[Y¥pÞe�o anY~b�l«^qÏÐagc�aml|e�f0_hY�UVYVr�e�fnY¥p[r�psYkcVvXbx_`eÛWOe�ijl«Y[rO�yan\~is^©\[^jbVÝlnis^jf¢ew_h^jisY¥p�§»isYIe�fGaG}�ew\~ad�jb�_hY0fn^�p4�hfmlnis^�p²_�agc�aml|e�fnY¥p \[^jb�ß��U��������c%�%x�]� � ® Öh� â �Xó óh�`� �hÔ � � ��� �kõ � _���� � �_yµI¶ � ®[���T���>��_]� Öh�G� � óh� Fj·�·�×d�
E � ã�H£�½Sæ��¢Ü ºu��Á���£=� Ä(Î��xLx½S¼dºu�û£=�X o��ÏÐagc�aml|e�f Ñ0is^`\[Y¥p~pkaGbdc�^jtZUXWZY[Y[\�]¤U©agc�b�e�f|¬ á � � �wâ � ® �x¡|³M�{�G� _ Fj·�¸Xãd�
E � ú�HKÎX3$�¢¾éLRÎ�5 o�ÛßS]xY¤UV\~anY~b�lna�p�l6e�bx_ÓY~bdc�aGbxY[Y~i:¢ p�cVvXan_hY�l«^9_�agc�aml|e�fªpkagc�b�e�f#W�is^`\[Y¥p~pkaGbdcV�`£ ó � �Zód� â � �X�7_� �{�G�g� �X�k� ��� öS� ®~�h� � ® �{�Ìá0Öhùh�G� �k� � �hÔu�!¤ � �S� ��� Ô��� �{�G�g� �X�k� ��� _V�5¤ � Fj·�·�·d�
E � ¸�HKÎOWu�¢ºVÊ�ºV¡#	.�à£ Ä êTæ�ºu¡©¡�½SÜé½SÂyÁI�O¦{�jikovXf¢e{p�§�l|ed¨{f¢e{p _hYªoe`l«Y~oLC`lnan\Ie�esW�fGan\Iew_`e`�O¤®�¯Ð� �[°¥¡|³´�G�G� _yµI¶ � ®[��Fj·�×�×d�
E � ×�H=fà½©è�¡wÇ���ý5�)kc�uÏÐagc�aml|e�f ¦�aGfml«Y~i$ÏÈY¥pkagc�bS(�e�bx_�¨u^©^�*�� �Zó �u � �~® �s� � � /:/ � � � �u®���� �s°�- �X�0/¤Fj·�× � �
E � ·�H=fÛLOºu�é�é�ÚºuÜ�Ji�� ¦�hÏ´a�p[\~isY�l«Y>iÞe�bx_h^jo pkagc�b�e�fOe�bx_Tpjl|e`lna�p�lnan\Ie�f�pkagc�b�e�fhW�is^`\[Y¥p~pkaGbdcV� á � � �wâ � ® �x¡|³M�{�G� _�� �s°� � �~� �s� Fj·�·]£d�
E Ø � H=fÛº�§O½SÂ�¨~ÜOÂ�¾é�VN)3´ºuÜé¾éÂÈß��U������������&%'1ªY~t|Y~isY~bx\[YZUVY�l«rORx^jf�p�¬ª©ªb���Ñ«P�e�bx_MÑàY~ika W�]xY~iÞe�f�psr���b��ybxY~oK^jbhan\

Y|bupjlnijv`\�lnan^jb�UVY�l«r7�:bdÒ$fgchY�¨{iÞe�an\5Y|bup�lnijv`\�lnan^jb¤UVY�lv¬��bdÒ²WhW�fGan\Ie`lnan^jbupi®MvXan_hY�¬u�5¤ � Fj·�·�¸`�
E ØuFIH@  �ÚÉ ��Ç�A¯"i�d½SÜOÉ�Î�¾éºd½S�éÜOÂÛÎ�h¹6��ÒÐ_`esWÌlnamz{Y>U©agc�b�e�fdÑZis^©\[Y¥p~p~aGbdcV� � �hÔ ���s° �`� ó � �G�98 ��_ á � � �wâ � ® �x¡|³M�{�G� _

�´�u� Fj·�×�ãd�
E Ø�£�H@  �ÚÉ ��Ç�A°"i�O½SÜOÉ± 9½S¡�½x�xL�å²�VÒÐ_`esWÌlnamz{Y�Y�b�z{Y~i~psYi�à^jb�lnis^jfm� á � � �©â � ® �x¡|³Ð�{�G� _��´�V�OFj·�·�úd�
E Ø � H@  N ÜOÂ��xL ê6� ¹6��R�e�ika¢ed¨{fnYÛ\[^joÛW�fnY´³se\[^jb¤esW�fGan\Iew\~an^jbxY¥p�� á��j� �~�~�X� �ZódÖ ® � ® ��÷ �7_ � óhód� �~�X�gµ � � ���s�¶��ù��x¡�~� � ô � � � ® � � � _V¤µI¶ � ®[��Fj·�·�¸`�

tvuxwIy{z'|i} ·�¸�¸ �I�X�`�����������


