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Introduccion

En la actualidad los filtros digitales estan presentes en la solucion a problemas de medi-
cion, control, filtrado, analisis de senales, analisis espectral, comunicaciones y en general en
cualquier aplicacion relacionada con procesamiento digital de senales (PDS), esto hace que
un filtro digital (FD) sea un elemento fundamental en muchas aplicaciones.

Tomando en consideracion que el PDS es un area de la ingenieria que se ha convertido en
un campo esencial para la tecnologia moderna y ha alcanzado una gran influencia en comu-
nicaciones, procesamiento de imagenes, biomedicina, control, procesamiento de voz, radar,
sonar, electronica, etc, el autor ha tenido la intencién de aportar este trabajo a la comunidad
de la facultad de Ingenieria con el objeto de apoyar varias materias donde es necesario el
estudio y analisis de los filtros digitales, asi como recopilar metodologias de disefio que sean
utiles a los ingenieros interesados en este campo.

En este trabajo se presenta una introduciéon general a los filtros digitales, los filtros li-
neales e invariantes en el tiempo de respuesta finita al impulso (FIR), de respuesta infinita
al impulso (IIR), a la vez se pretende ir méas alla del filtrado clésico, ya que el concepto de
filtrado digital puede ser mucho mas amplio, se introduce el concepto de prediccién lineal,
los filtros tipo lattice, ejemplos y aplicaciones.

El autor recomienda que para un mejor aprovechamiento de este material, el lector tenga
conocimientos bésicos de PDS, ademés se hace la aclaraciéon que este trabajo tiene como
objetivo analizar y profundizar en el estudio de los filtros digitales, metodologias de disenio
y algoritmos, por esa razon se hace énfasis en los desarrollos matematicos y no se recurre a
herramientas de software que ya realizan los disenos sin necesidad de tener un conocimiento
profundo de los filtros digitales. El utilizar algtin programa de aplicacién se considera como
un paso posterior al haber adquirido las metodologias de cilculo y diseno, en el transcurso
del trabajo s6lo se hara mencién de las herramientas existentes.

Este trabajo esté organizado de la siguiente forma:

= En el primer capitulo se presenta una introduccién general a los filtros digitales, sus
ventajas, clasificacion general y una metodologia de diseno.
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= En el sequndo capitulo el diseno de los filtros de respuesta finita al impulso FIR.

= En el tercer capitulo las técnicas de diseno de filtros digitales con respuesta infinita al
impulso ITR.

= En el cuarto capitulo prediccion lineal utilizando filtros FIR.
= En el quinto capitulo se introducen los filtros “lattice” y “ladder”.

= Para finalizar en el sexto capitulo se ha realizado una aplicaciéon de los filtro digitales
en el proceso de sintesis de voz.

Este material es producto de la experiencia de impartir cursos y materias relacionadas
con el PDS, el aporte hecho por el autor ademas de recopilar el material, ha sido agregar
andlisis y desarrollos, la realizaciéon de pruebas, disenio y comprobaciéon de las aplicaciones.
Se espera que este trabajo sirva de apoyo a la comunidad interesada en este tema, ademas se
sugiere al lector que haga llegar al autor sus sugerencias, observaciones o correcciones nece-
sarias para enriquecer y mejorar en un futuro este material. No existe ningtin inconveniente
en la reproduccién total o parcial siempre que se cite la fuente.

El autor agradece a la Lic. Laura Montiel, por su valiosa colaboracién en la revision y
correccion, asi como al departamento de Publicaciones de la Facultad de Ingenieria, UNAM
por su apoyo de esta obra.

M.I. Larry Escobar Salguero

Profesor Asociado, Facultad de Ingenieria, UNAM
Marzo de 2006

(©Les

esco_lar@yahoo.com

larryesc@gmail.com
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Capitulo 1

Los filtros digitales

El término filtro es utilizado para describir un sistema o un dispositivo que discrimina
algunas caracteristicas o atributos sobre las senales de entrada, es decir, que puede dejar pasar
o modificar ciertas entradas y suprimir otras. Comtinmente en el filtrado clasico de seniales
continuas, el concepto de filtro es aplicado para dejar pasar senales con ciertas frecuencias y
suprimir otras senales con otras frecuencias.

Tipicamente un filtro describe a un sistema lineal e invariante en el tiempo el cual es
utilizado para seleccionar un intervalo de frecuencias. En procesamiento digital de sefnales
(PDS) los filtros son utilizados en miltiples aplicaciones y tienen un caracter mas amplio,
en general un filtro digital (FD) realiza funciones similares a un filtro analogico (FA), entre
las que se pueden resaltar:

1.- Separar dos senales que han sido combinadas o mezcladas.

2.- Restaurar senales que han sido distorsionadas.

3.- Extraer informacién de interés de una senal con rasgos conocidos a priori.
4.- Remover ruido indeseable.

5.- Deteccion de senales.

6.- Compensacion en frecuencia.

7.- Analisis espectral.

8.- Modelado de senales.

Si se piensa en la forma clasica de filtrado, un FD efecttia las mismas funciones que un FA,
con la diferencia que éste es un algoritmo matemaético implementado en hardware o software
y opera sobre una senal de entrada digital para producir una senal de salida digital y esta
compuesto de coeficientes que caracterizan al filtro. Mientras que un FA opera sobre sefniales
continuas y contiene elementos como resistencias, capacitores, inductores y amplificadores.

La forma mas simple de expresar un FD es a través de un sistema con una senal de
entrada que es procesada para producir una salida, el proceso a realizar debe cumplir con
ciertas caracteristicas especificadas de antemano. En esencia se puede decir que un FD es una
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ecuacion diferencial que debe ser evaluada por alguna maquina digital y producir resultados
en el tiempo, es decir, que un FD efectiia operaciones sencillas como multiplicaciones, sumas
y retardos. En la actualidad, con el avance tecnologico los FD se han convertido en una
alternativa economica y flexible sobre los filtros analogicos.

Dentro de las wventajas principales de los filtros digitales sobre los filtros analogicos se
pueden mencionar:

= Los FD permiten pendientes en la banda de transicién, superiores a los filtros analogi-
COS.

= Los FD son muy flexibles, esto implica que pueden ser programados para diferentes
respuestas en frecuencia, con solo cambiar los coeficientes se puede obtener otro FD.
En un filtro analégico para variar su respuesta en frecuencia, es necesario redisenarlo
y rearmarlo.

= Un FD puede ser de fase lineal. En aplicaciones como procesamiento de senales de
audio y transmision de datos, se prefieren filtros de fase lineal debido a que éstos
evitan distorsiones por fase [21].

= Los FD proveen una mejor precisién debido a la tolerancia de los circuitos digitales.
= El desempeno de los FA depende de la tolerancia de los componentes.

= Los circuitos digitales son méas inmunes al ruido.

Los filtros digitales tambien exhiben algunas desventajas:

= Requieren de muchos recursos para su procesamiento, sin embargo, con los avances
tecnologicos actuales estos inconvenientes se han ido reduciendo.

= Banda limitada: como resultado del proceso de muestreo, el ancho de banda para las
senales discretas esta limitado a la mitad de la frecuencia de muestreo (fs/2).

= Los efectos de precision numérica pueden afectar su desempeno debido a la longitud
finita de palabra de la arquitectura donde se implementen. En FD su desempeno esta
limitado por la precision de la aritmética utilizada, en particular el desempeno de un
FD es extremadamente sensible al “overflow”, el cual ocurre cuando la longitud del
acumulador es insuficiente para representar los bits resultantes de sumas consecutivas.

FI, UNAM 2 L. Escobar
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1.1. Clasificacién y técnicas de diseno de FD

1.1.1. Clasificacién general

= De acuerdos a las frecuencias en bandas de paso

e Filtro paso bajas (FPB)

e Filtro paso altas (FPA)

e Filtro paso banda (FPBW)

e Filtro supresor de banda (FSBW)

= De acuerdo a la aproximaciéon polinémica

e Butterworth
e Chebyshev
e Elipticos

e Bessel
s Lineales

e Filtros FIR
e Filtros IIR
e Filtros “lattice”

e Filtros “lattice-ladder”
= Filtros variantes en el tiempo

e Filtros adaptables

e Redes neuronales

1.1.2. Clasificacién de acuerdo al uso e implementaciéon de los FD

= En el dominio del tiempo
Son utilizados cuando la informacion esté codificada en la forma de la senial y se aplican
en suavizamiento, remover formas de senales, recorte de senales, reconocimiento de
patrones, etc. Las especificaciones estan dadas sobre senal o la respuesta al impulso.

= En el dominio de la frecuencia
Son utilizados cuando la informacién esta contenida en la amplitud, frecuencia y fase
de las componentes senoidales de la senal. El objetivo de éstos es separar bandas de
frecuencia o separar senales.
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= De usuario
Son utilizados cuando se requiere de una accién especial de filtrado, un ejemplo seria
un filtro de deconvolucion.

Se hace notar que un filtro puede estar dentro de varias clasificaciones, por ejemplo un filtro
FPB FIR o un filtro FPBW IIR con aproximaciéon Butterworth.

1.2. Técnicas de diseno de filtros digitales lineales

Existen varias técnicas para el diseno de filtros digitales y dependen del tipo de filtro
requerido, dentro de las mas utilizadas para filtros lineales estan:

s Para filtros FIR

e Disefio por uso de diferentes ventanas. Aproxima la respuesta en frecuencia H (e/*)
del filtro a una H;(e’*) ideal utilizando Fourier.

e Diseno por muestreo en frecuencia.

e Diseno por aproximacién numérica.
= Para filtros I[IR

e Indirectos o transformaciones analogo-digital

o Transformada bilineal.

e}

Respuesta al impulso o escalon invariante.
o Aproximacién por diferencias finitas.
Transformacion Z-matched.

e}

e Directos

Diseno en el dominio de z.

e}

o Minimizacién del error.

Por formulas.

e}

Solucién numérica de la ecuacion en diferencias.

e}

1.3. Caracteristicas de los FD lineales

De la teorfa de sistemas, un sistema lineal e invariante en el tiempo discreto (SLITD)
estd totalmente definido si se conoce su respuesta al impulso h(n).

= En filtros FIR
h(n) es finita y esta definida en el intervalo 0 <n < N — 1.
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s En filtros IIR

h(n) es infinita y definida en el intervalo 0 < n < oo.

Es decir, que en general los FD lineales se pueden implementar de dos formas:

1.

Para un filtro FIR, como la convolucién de una sefial de entrada z(n) con la respuesta
al impulso h(n).

. Si el filtro es IIR, se efectiia una convolucién de las salidas retardadas con los coefi-

cientes y se suman a la convolucion de la entrada con sus respectivos coeficientes.

En resumen, el objetivo del disefio de FD es el calculo de los coeficiente h(n) para un filtro
tipo FIR y coeficientes b(n) y a(n) para un IIR que satisfagan las especificaciones del disefio.
Durante todo este trabajo siempre que hablemos de filtros FIR o IIR se considera que los
sistemas son del tipo SLITD y causales.

1.4.

Metodologia para el diseno de un filtro digital

En general, para el diseno de un FD se puede proceder considerando los siguientes pasos:

1.

Especificacion: las especificaciones de un FD dependen de la aplicacién y comtinmente
estan dadas en frecuencia, en términos de la magnitud y fase deseada de la respuesta
del filtro. Sin embargo, las especificaciones también pueden estar dadas en el tiempo o
sobre alguna aplicacion muy especifica.

Aproximacion: se utilizan conceptos matemaéticos que describen un filtro para cum-
plir con las especificaciones dadas. De acuerdo a las especificaciones se selecciona un
tipo de aproximacién a un prototipo.

. Calculo: se determinan los coeficientes de un filtro causal FIR o IIR que generen las

caracteristicas especificadas en frecuencia.

Simulacién: una vez calculados los coeficientes, sustituirlos en la respuesta en fre-
cuencia H (e’“) y verificar que se cumplan las especificaciones, de lo contrario volver al
paso anterior.

Implementacién: un filtro se puede describir como una ecuacion en diferencias, una
funcién de transferencia H(z) o su respuesta al impulso h(n). Para la implementacion
de un filtro digital es necesario programar la ecuacion en diferencias, ya sea por software
o hardware. En este punto, de acuerdo a los recursos (hardware o software) el diseniador
decide la mejor estructura para la implementacién, ya que no es lo mismo programar
una ecuacion en diferencias en una arquitectura con aritmética de punto flotante que
una de punto entero.

En los capitulos siguientes se detallara la metodologia a seguir en el disefio e implemen-
tacion de FD.
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1.4.1. Especificaciones de un FD

En teoria, un filtro ideal no es realizable, ya que tiene un respuesta infinita al impulso y
es no causal. La causalidad de un sistema implica [32]:

» Que las caracteristicas de la respuesta en frecuencia | H (¢/*)| no sea cero en un conjunto
finito de puntos en frecuencia.

» Que |H(e’*)| no tenga pendiente infinita de la banda de paso a la suprimida.
» Que |H(e’)| no puede ser constante en un intervalo finito de frecuencias.

Es decir, que en el diseno de un filtro realizable no es posible tener respuestas planas en
la banda de paso, ni pendiente infinita en la banda de transicion, ni caracteristicas de fase
lineal, por lo que debe existir un compromiso para que el diseno real se aproxime lo mejor
posible a las especificaciones ideales.

La especificaciones en frecuencia de un filtro pueden estar dadas en dos formas, como se
observa en la figura 1.1:

1. Especificaciones absolutas
Proveen los requerimientos de la magnitud de la respuesta en frecuencia:
|H(e’*)| para un FPB
0 < w < wp, banda de paso
ws < w < m, banda suprimida
wp < w < ws, banda de transicion
01, tolerancia o rizo aceptable en la banda de paso
1—6; <|H(e?)] <1+ 6y, donde 0 < w < w,
09, tolerancia o rizo aceptable en la banda suprimida
|H(e’)] < 0y, donde w, < w <
We = (ws + wp) /2, frecuencia de corte
Af = (ws — wp)/2, banda de transicion

Donde [21], [9]

140
A, = 2logi——L  (~0) (1.1)
1—0;
si 07 es muy pequena, se puede aproximar
A, ~ 8.6866;
y la atenuacion en la banda de paso
AS = —20l0910((52) >0 (>> ].) (12)
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despejando los valores de los rizos, se pueden poner en funcién de las gananacias Ap y
As en decibeles

104#/20 — 1
0 = ———— (1.3)
104»/20 41
by = 104/20 (1.4)
y el valor de los rizos en decibeles
1—46;
R, = —201 ~0 1.5
P 09101 T ( ) ( )
R 201 % (>>0) (1.6)
s = —20lo .
9101 1o,
2. Especificaciones relativas
Proveen los requerimientos de frecuencia en la escala de decibeles!.
R, : Rizo en la banda de paso 20log;¢d; en db.
R, : Rizo en la banda suprimida 20/og;od2 en db.
A, : Atenuacion de la banda suprimida.
A, : Ganancia en la banda de paso.
Para especificaciones relativas con requerimientos en db:
H(ev
escala(db) = —2010910M >0 (1.7)

|H(€7)lmaz —

Es importante recordar que la magnitud de la respuesta en fecuencia |H (¢’*)| de la figura
1.1, para un filtro digital es periédica cada 27 y simétrica respecto de 7, por lo tanto el
intervalo de las frecuencias de interés esta entre 0 < w < 7.

P P
b — 1ozogm<§> _ 4.342945zg6<§>

1 1

db = 20loglo<ﬁ—j> - 8.685890196(%)

IDecibel o Bel: Es un concepto en honor a Graham Bell, significa que la potencia cambia por un factor
de 10. Por ejemplo 3 bels de amplificaciéon producen una seiial de salida con ganancia de 10x10x10=1000
veces la potencia de la entrada. Entonces un decibel, es la décima parte de un bel. Por tanto, los valores en
decibeles: -20db, -10db, 0, 10db y 20db, significan la potencia de 0.01, 0.1, 1, 10 y 100 respectivamente. En
otras palabras cada 10 decibeles significa que la potencia ha cambiado por un factor de 10. Mientras que
20db significa un factor de potencia de 100, en amplitud esto significa un factor de 10 [36]
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‘H(e'jw” ‘ Af

1+ 67

1—-061

L T S S R = — IR Rizo en la
banda suprimida
w
w
o db
Ap
As | i

db

Figura 1.1: Plantilla de especificaciones de un filtro

1.5. Resumen

En este capitulo se ha dado una introducciéon general a la idea de los filtros digitales,
la forma de clasificarlos, se ha hecho una comparaciéon con los filtros analégicos, se explico
una metodologia de diseno y las caracteristicas a tomar en consideracién en el diseno. En
los siguientes capitulos se hard un anélisis de diferentes técnicas de aproximacién y diseno
dependiendo del tipo de filtro.
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Capitulo 2

Filtros digitales de respuesta finita al
impulso

Los filtros digitales de respuesta finita al impulso (FIR) son utilizados ampliamente en el
procesamiento digital de senales por su estabilidad y sus caracteristicas de fase lineal que son
de importancia en algunas aplicaciones como voz y audio. Debido a que la salida de este tipo
de filtro s6lo depende de la muestra actual de entrada y N —1 retardos de la entrada, también
son conocidos como no recursivos, donde N es la longitud del filtro. Por las caracteristicas de
estos filtros, su implementacion es precisamente la operacion convolucién entre la respuesta,
al impulso del filtro y una ventana de tiempo de la senal de entrada de longitud N, por lo
que su implementacion en un procesador de senales digitales (DSP) es bastante eficiente.

En este capitulo se muestran las caracteristicas de estos filtros, sus estructuras, los di-
versos métodos de diseno, ejemplos y al final se mencionan algunas funciones de Matlab que
permiten un diseno rapido y facil.

2.1. Caracteristicas de los filtros FIR

Dentro de sus caracteristicas més importantes se pueden mencionar:

= Son no recursivos.

Contienen un polo miiltiple en el origen de orden N.

Se consideran so6lo ceros.

Siempre son estables.

Son de memoria finita de longitud /N, ya que no necesitan las entradas anteriores al
tiempo discreto N — 1.
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= Permiten la obtencién de una respuesta con fase lineal. La fase lineal es importante en
aplicaciones donde la distorsiéon debida a la fase no lineal puede degradar el desempefio.

= Son O6ptimos para tareas comunes como la reduccién de ruido mientras mantienen los
cambios abruptos, esto es para sefnales codificadas en el tiempo [36].

= Los filtros FIR no son muy eficaces para separar bandas de frecuencias.

= Los errores en la aritmética de precision finita no son tan severos como en los filtros

IIR [21].
= La cuantizacion del ruido debido a la precision aritmética puede despreciarse.

= Una desventaja es que para cumplir con las especificaciones dadas se requieren muchos
coeficientes en comparaciéon con la cantidad de coeficientes utilizados en los filtros IIR.

2.2. Estructuras de los filtros FIR

La estructura de un filtro digital es la forma de seleccionar como se van a efectuar las
operaciones matematicas, por tanto, la seleccion de una estructura es de especial interés
cuando los filtros se van a implementar en arquitecturas DSP, ya que se debe considerar la
cantidad de memoria, el niimero de operaciones matemaéticas, el orden de las operaciones y
los efectos de la longitud finita de palabra de la arquitectura.

El problema bdsico en el diseno de filtros digitales es el calculo de los coeficientes que
aproximen las caracteristicas ideales de una respuesta en frecuencia de un sistema SLITD
ideal H;(w) con la respuesta en frecuencia de un sistema H(w) como la ecuacion (2.1)

V() _ Bl _ XL b
X(w) Aw) 1437 ageivk

De la ecuacion (2.1) un filtro FIR solo tiene coeficientes by=hy, es decir, que un filtro
FIR tiene la caracteristica de ser un sistema no recursivo, por lo tanto siempre es estable.

H(w) = (2.1)

H(w) = % = Z hye 9" (2.2)

Su diseno se lleva a cabo mediante la localizacion de ceros con respecto al circulo unitario
en el plano z, ya que todos los polos se encuentran en el origen. Una desventaja de estos
filtros es la necesidad de utilizar un mayor orden para lograr pendientes de corte pronun-
ciadas, esto implica un mayor tiempo de procesamiento y mayor retardo en la respuesta.
La respuesta al impulso de estos filtros normalmente son funciones similares a sen(x)/x con
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longitud finita como se vera mas adelante.

Como la funcién de transferencia de un filtro FIR tiene la forma

N-1
H(z) =ho+ Mz "+ hyz M =D (i) (2.3)
i=0
con respuesta al impulso
h, 0<i1<N-1
hn) = { 0 otroi (2.4)
y ecuacion en diferencias
N-1
y(n) = hox(n) + hiz(l) + -+ hy_1z(n — N+ 1) = h(i)z(n — 1) (2.5)

Il
o

7

la cual es una convolucién lineal de la entrada x(n) con la respuesta al impulso h(n) del filtro
FIR, N es la longitud del filtro y es igual al ntimero de coeficientes del filtro.

La estructura de un FD se entiende como la forma de llevar a cabo la implementacion
de la ecuacion en diferencias del filtro (2.5), o la funcion de transferencia (2.3), o como se
efectiian las operaciones matematicas. Dependiendo de la implementacion de las ecuaciones,
se pueden tener varias estructuras o formas. La mayoria de métodos para generar estructuras
se basan en algoritmos especificos, por tanto, se puede decir que existen muchas estructu-
ras equivalentes para una misma funcién de transferencia. A continuaciéon se analizan las
estructuras cominmente utilizadas [24].

Forma directa

Es la estructura mas sencilla y como su nombre lo indica, la ecuacién (2.5) se implementa
directamente utilizando los bloques basicos de un sistema discreto, para cualquier longitud
N se presenta un diagrama de bloques en la figura 2.1.

Forma en cascada

La funcion H(z) del sistema se puede descomponer en factores de segundo y primer orden
dependiendo si la longitud N es par o impar

N-1
H(z) = ho+hiz " 4+ hygz V= " h(i)z™ (2.6)
=0
— LIPS B\ P o5
H(z)=hy(l+—2" 4+ z ) (2.7)

ho ho
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x(n) x (n—1

*
e
E

x (n—=3) X (n—N+1)

Figura 2.1: Forma directa de un filtro FIR

K
H(z) = ho [[(1+ Braz™" + Braz ) (2.8)
k=1

Donde

K = % si N es impar, es decir, se tienen K factores de segundo orden.

Si N es par, K = % — 1, se tienen K factores de segundo orden y uno de primer orden.
By 1y B2 son numeros reales que representan los coeficientes de las secciones de segundo
orden.

Este tipo de estructura reduce errores de redondeo en las operaciones aritméticas que
pueden ser criticos en algunas aplicaciones, sin embargo, la implementacién de la forma
directa es mas eficiente en arquitecturas DSP [21].

xm)  gg? y()

Figura 2.2: Forma cascada de un filtro FIR

Forma de fase lineal

Esta forma explota la simetria de la respuesta al impulso h(n) de un filtro FIR y reduce
el nimero de multiplicadores a la mitad. Para filtros selectivos en frecuencia, es deseable
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tener una respuesta en fase lineal
ZH() = B — aw; —T<w<T (2.9)

Para filtros causales con respuesta finita al impulso sobre el intervalo [0, N — 1], la condicion
de fase lineal ecuacion (2.9) impone condiciones de simetria en la respuesta al impulso h(n)

h(n) = h(N —1 —n); g =0; 0<n<N-1 (simetria) (2.10)

h(n) = —=h(N —1—n); [==+n/2; 0<n<N-1 (antisimetria) (2.11)

Cuando H (w) cambia de signo de positivo a negativo (o viceversa), la fase sufre un cambio
abrupto de 7 radianes. Si los cambios de fase ocurren fuera de la banda de paso del filtro no
tiene importancia [32].

En general para la solucién simétrica con N impar:

z

y(n) =) hi<x(n—i) Ya(n— N+ 1+7;)) (2.12)

v ‘

I
o

soluciéon antisimétrica con /N impar:

y(n) = } h; <x(n —i)—xz(n—N+1+ Z)) (2.13)

z

¥ ‘

~
I
o

Para la respuesta al impulso con simetria, se factorizan los coeficientes h(n) = h(N —1 —n)
y(n) = hox(n)+hiz(n—1)+hox(n—2)+---+hy_ox(n—N+2)+hy_jx(n—N+1) (2.14)

y(n) = ho <:1:(n) +x(n— N+ 1)) + hy (x(n —1)+x(n—N+ 2)) + - (2.15)

Como se observa de la ecuacion (2.15) y la figura 2.3, en esta estructura se requiere 50 %
menos multiplicadores que en la forma directa, es decir, que se utilizan sélo la mitad de
los coeficientes, lo que puede ser util en el ahorro de memoria en la implementacién en una
arquitectura DSP. En la actualidad existen arquitecturas de DSPs que implementan este
tipo de estructuras eficientemente en ciclos de repeticion [40].

2.3. Diseno de filtros FIR

Dada una senal discreta de entrada x(n), donde x(n) representa la muestra actual y
x(n—1i) un conjunto de muestras pasadas, h(n) es una secuencia de coeficientes de la respuesta
al impulso del filtro ~(0), A(1),...,h(N — 1), y y(n) es la salida del filtro, como se explico en
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Figura 2.3: Forma fase lineal de un filtro FIR

la forma directa. De la teoria del PDS, la salida y(n) de un filtro FIR se puede representar
mateméticamente como la convolucién' de la entrada x(n) y h(n)

y(n) = ‘ h(i)x(n — 1) (2.16)

Y() = h(i)TZ(a:(n—z’)) = > X () (2.17)

0
donde se define la funcion de transferencia del filtro H(z) como el cociente Y (z)/X (2)

H(z) = = h(i)z™" (2.18)

Con respuesta en frecuencia H(e/*) = H(2)|,—qe

N-1
H(e) = h(n)e ™ (2.19)
n=0
en forma polar ' '
H(e2%) = |H ()|’ (2.20)

!Para la demostracién de este teorema ver apéndice C.
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Por conveniencia y facilidad se considera H(e’*) ~ H(w), aunque siendo estrictos en la
nomenclatura, la respuesta en frecuencia H(w) corresponde a un sistema continuo y la res-
puesta en frecuencia H(e’*) a un sistema discreto.

La ecuacion H(e’*) también representa la transformada de Fourier de tiempo discreto
de h(n) la cual es periddica en 27. Una vez desarrollada la respuesta en frecuencia H(w) en
términos de los coeficientes h(n), se debe graficar y verificar si efectivamente corresponde a
las especificaciones establecidas en frecuencia.

La fase es una caracteristica importante en el disefio de un filtro, porque afecta los tiempos
de retardo de las diferentes componentes de frecuencia que pasan a través del filtro. Por lo
tanto, para especificaciones de un filtro con respuesta de fase lineal se requiere que 6(w)
cumpla con la condicion

O(w) =0 — aw, —nm<w<Tm

donde « es una constante que representa el retraso en nimero de muestras que sufre la
secuencia al procesarla. Unicamente los filtros digitales FIR pueden ser disenados con fase
lineal, mientras que los filtros IIR no pueden tener fase lineal [32], en algunas aplicaciones
no se admiten distorsiones por fase, entonces los filtros FIR son los mas adecuados.

Debe enfatizarse que cuando la magnitud de la respuesta en frecuencia del filtro se vuelve
negativa, se debe agregar m radianes a la funcién de respuesta en fase 6(w) [3].

Para el analisis de fase se define el retraso de fase 7,

O(w)
=
y el retraso de grupo 7,
df(w)
KT

si 7, y T, son constantes, entonces los filtros son de fase lineal [3]. Significa que los filtros
de fase lineal evitan la distorsiéon por fase, ya que todas las componentes senoidales son
retrasadas en la misma cantidad [21].

2.3.1. Aproximaciéon de un FD FIR a un filtro ideal PB

En este procedimiento la respuesta en frecuencia H(e’*) de un filtro FIR se aproxima a
una respuesta en frecuencia ideal H;(e’*) como se observa en la figura 2.4, con representacion
matematica

; Ke* n=1,2,3,---,N—1
Jwy — y Sy )
Hi(e™) { 0 otro n (2:21)
igualando la ecuacion (2.19) con la respuesta en frecuencia de un filtro ideal
|H(e7%)|e??@) = KemIow (2.22)
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A\HI(W)I
K
_— o _—
| AW |
‘ ‘ _—

Figura 2.4: H;(w) de un filtro paso bajas ideal

desarrollando los términos exponenciales por Euler en ambos lados y si la ganancia K =1
N-1
Z h(n)(coswn — jsenwn) = coswa — j sen wa (2.23)
n=0

igualando partes reales e imaginarias

N-1
Z h(n) coswn = coswa (2.24)
n=0
N-1

h(n)senwn = sen wa (2.25)
n=0

dividiendo la ecuacion (2.25) entre la ecuacion (2.24) y separando términos

N-1 N-1
Z h(n) senwn coswa = Z h(n) cos wn sen wa (2.26)
n= n=0

se tiene la sumatoria

N-1
h(n)(cos Wn Sen Wa — Sen wn cos wa) =0 (2.27)

Il
o

n

por identidad trigonométrica sen(A £ B) = sen(A)cos(B) % cos(A)sen(B)

z_: h(n)sen(wa —wn) =0 (2.28)
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esta tltima ecuacion tiene solucion si h(n) satisface
h(n) =h(N —1—n) (simetria) (2.29)

a=(N-1)/2 (causalidad) (2.30)
Es decir, que un filtro con fase lineal presenta una respuesta al impulso simétrica, real y
causal.
Demostraciéon de la solucién

Sustituyendo las soluciones en la ecuacion (2.28)

=

N -1

h(n) sen (w - wn) =0 (2.31)

Il
o

n

Desarrollando la sumatoria
N -1
) +h(1)sen (w

Por la condicién de la solucién que h(n) = h(N —n — 1) paratodo0 <n < N —1

N -1 N -1

1(0) sen (w —w) 4o h(N—1)sen (w —w(N—l)) (2.32)

N -1 N -1

N — N —
) + sen(—w 5 5

) + sen(—w

h(O)(sen(w )) +h(1)<sen(w

)) +...=0
(2.33)

Como la funcion seno es impar, entonces la ecuacion anterior es cero, con lo que se demuestra
que la solucion descrita en las ecuaciones (2.29) y (2.30) es valida.

Los coeficientes h(n) son obtenidos por la teoria de Fourier, y para una Hj(w) son infi-
nitos, sin embargo, para su manejo digital se han truncado a N términos, lo que hace que
la respuesta H(w) no sea exactamente igual a la ideal. Para hacer causal la respuesta al
impulso h(n) se le aplica un retardo o = %, esta modificaciéon no afecta la amplitud de
la respuesta del filtro sino la fase, y el truncamiento abrupto de la serie de Fourier ocasiona
oscilaciones en la banda de paso y en la banda suprimida. Estas oscilaciones son debido a
la convergencia lenta de la serie de Fourier, particularmente cercana a los puntos de discon-
tinuidad, este efecto es llamado fenomeno de Gibbs. Si la longitud de N es incrementada,
la amplitud de las oscilaciones decrece y la amplitud del rizo cerca a las discontinuidades

tiende a permanecer sin cambios [3| (ver figura 2.10).

Ejemplo:
De la demostracion anterior, si N = 11, entonces a = 5, se comprueba que la ecuacion (2.33)
se cumple:
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h(0) sen(5w) + h(1)sen(4w) + h(2) sen(3w) + h(3) sen(2w) + h(4) sen(w) + h(5) sen(0) +
h(6) sen(—w) + h(7) sen(—2w) + h(8) sen(—3w) + h(9) sen(—4w) + h(10) sen(—dw) = 0

esta ecuacion es igual a cero por la condicion de simetria de los coeficientes h(n) y la antisi-
metria de la funcion seno. Es decir, h(0) = h(5) y sen(—5w) = — sen(bw) y asi sucesivamente.

Filtro FIR promediador

Si se considera una senial en el tiempo con ruido agregado, entonces una manera simple
de eliminar el ruido o suavizar la senal, seria ir calculando el promedio de las muestras sobre
una ventana de tiempo y recorrer la ventana. Es decir, que la h(n) propuesta es 1/N en toda
la ventana y cumple con la condicién de simetria propuesta en la ecuacion (2.29).

Este tipo de filtro también es conocido como Moving average (MA), ya que realiza el
promedio sobre la muestra actual de entrada x(n) y N — 1 muestras pasadas. Si se visualiza
una senial a baja frecuencia con ruido agregado (figura 2.5), una forma facil de suavizarla
(eliminar el ruido) es ir tomando promedios de la senal en un intervalo de tiempo (una
ventana de longitud N). Aplicando promedios a una sefial de entrada z(n) en una ventana
de tiempo de longitud N se puede obtener la salida y(n)

xz(n —1) (2.34)

si h(n) = 1/N se tiene un filtro que realiza promedios sobre N muestras, aplicando trans-
formada Z

Y(z) = — Z X(z)z™ (2.35)

Entre los filtros digitales, los filtros MA producen el menor ruido para bordes muy agu-
dos, la cantidad de reduccion de ruido es igual a la raiz cuadrada del nimero de puntos
promediados, por ejemplo si N = 100, un filtro FIR MA reduce el ruido por un factor de 10.
La funcién de transferencia es

H(z) = ;/(((?) _ %11__’:1 (2.36)

y si z = e/* su respuesta en frecuencia es

sen(mwN/2) .\

H(w) = ——— 12 g7i(N=1w/2 2.37
() ]\fsen(7r(,u/2)6 (2:37)
Debido a la respuesta en frecuencia, este tipo de filtros no puede separar eficientemente una

frecuencia de otra [36]. En la figura 2.5 se muestra una sefial senoidal con ruido agregado y
el resultado de utilizar un filtro FIR promediador con N=30 y N=100. Para los filtros FIR
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Senal senoidal con ruido
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Seial filtrada con FIR promediador, N=30
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Figura 2.5: Resultado de aplicar un filtro FIR promediador

y de la figura 2.5 se observa que las primeras N — 1 primeras salidas corresponden al retardo
del filtro o el comportamiento transitorio, y para tiempos n > N — 1 el buffer de entrada
estd completamente lleno y el filtro opera en su estado estable.

2.3.2. Soluciones de un filtro FIR de fase lineal

Algunas aplicaciones practicas como voz, audio, video, etc., son sensibles a la distorsion
por fase, por lo que pueden requerir del diseno de filtros con fase lineal. De la solucién general
para h(n) simétrica, si N es impar o = (N — 1)/2 y definiendo h(n) = b(n + «), entonces en
el dominio de z

2a «@
B(z) = Zb(n)z_” = Z b(n + a)z "
n=0 n=—«
reacomodando términos
2
B(z) =2 h(n)z" =z "H(z) (2.38)
n=0

por propiedades de simetria h(n) = h(—i) paran =0,1,2,3,4,---, «

B(z) = = [h(0) + > h(n) (=" + 27| (2.39)
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evaluando para z = e/
B(w) = jaw[ )+ 2 Z h(n)cos(nw ] (2.40)

Si h(n) es real, entonces H(w) es una funcion de w, si H(w) > 0, entonces la fase de B(w) es

P(w) = —aw (2.41)

siendo una funcion lineal de w. Sin embargo, si H(w) < 0, la fase de B(w) es m — aw, es
decir, que existe un cambio de signo de H(w) produciendo un corrimiento de fase de 180° de
B(w). Cuando h(n) es real, entonces |H (w)| es simétrica y ¢(w) es antisimétrica. También se
puede comprobar que si zy es un cero de un filtro FIR de fase lineal, entonces 1/z, también
es un cero de H(z).

La solucion general para h(n) antisimétrica y N es impar para n = 0,1,2,3,--, «
ademés h(0) = 0. Siguiendo el mismo procedimiento que para el caso simétrico

z2)=2z"¢ Z h(n)z"" = z"“H(z) (2.42)

B(z) = z~° [h(O) +3 h(n) (" — z’”)] (2.43)

evaluando para z = e/
B(w) =e" JW[ 2]2/1 sen nw] (2.44)

si h(n) es real, entonces H(w) es puramente imaginaria y la fase de B(w) es una funcion
lineal de w. Existen cuatro posibilidades de diseno de los filtros de fase lineal dependiendo si
la longitud N es par o impar, si h(n) es simétrica o antisimétrica, estos casos son estudiados
en este capitulo.

2.4. Diseno de filtros FIR por series de Fourier y ventanas

Lo atractivo de este método es su simplicidad y flexibilidad para el calculo de los coefi-
cientes, sin embargo, no permite al disenador un control adecuado sobre las especificaciones
del diseno. La idea basica del método de Fourier es el diseno de un filtro FIR que aproxime la
respuesta en frecuencia a una respuesta en frecuencia deseada por el calculo de su respuesta
al impulso. Ademés no existe una regla bien definida para el calculo de la longitud N.
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Como la respuesta en frecuencia de un filtro digital es continua y periédica, y la respuesta
en frecuencia ideal H;(e’*) se puede representar por la serie exponencial de Fourier [12], [38]

Hw)= Y h(n)e /™ (2.45)

n=—oo

los coeficientes h(n) se calculan en un periodo de 27 como

1 [7 ,
h(n) = g /_7r H(w)e'*"dw (2.46)
Para una respuesta ideal |H(w)| = K = Constante = 1 en el intervalo [—w,, w,|
1 (% _.
h(n) = —/ e " dw (2.47)
2r ) ..
elwen — emiwen  sen(wepn)
h _ = = 2.48
rpB-Nc(n) 2jmn ™ ( )
donde o f
Wep = 7} «“ (249)

= wep: frecuencia de corte digital en funcién de frecuencias analogicas.

fea : frecuencia de corte analégica, que viene de las especificaciones analdgicas.

fs : frecuencia de muestreo.

NC : no causal.

hr(n): es la respuesta (infinita) al impulso del filtro, y representa a los coeficientes de
la serie de Fourier.

» H(e’) : es la respuesta ideal o aproximada para el filtro a disefiar.

F = ﬁ: frecuencia digital normalizada, —1/2 < FF < 1/2y F = fT
= f: cualquier frecuencia analégica en Hertz.

Como la h(n) calculada es infinita y no causal, para procesar digitalmente al filtro, se ne-
cesita que la h(n) sea de longitud finita N y causal. Esto es equivalente a la multiplicacion de
h(n) por una ventana rectangular Wx(n) de longitud finita N, es decir, h(n) = h(n)Wg(n),
donde

1 n=1,2,3---,N—1

0 otron (2.50)

Wr(n) = {
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Para que h(n) sea causal es necesario retrasarla en un nimero de muestras igual a . Espec-
tralmente la respuesta en frecuencia del filtro h(n) calculado es la convolucién de H;(w) con
Wr(w). Como se vera posteriormente, el tipo de ventana elegido tiene una influencia muy
importante en la respuesta espectral del filtro.

2.4.1. Metodologia de diseno de filtros FIR utilizando ventanas
= Dar las especificaciones de diseno
= Seleccionar la respuesta en frecuencia deseada Hj(e*).
= Calcular la h;(n) correspondiente utilizando formulas de disefio.

» Como la h7(n) de la H;(e’*) es una respuesta infinita al impulso, es necesario truncarla
en N puntos para generar un filtro practico.

= Multiplicar h;(n) por una ventana elegida de longitud NV, con esto se logra una mejor
respuesta espectral.

= La h(n) obtenida es no causal (NC), ya que existen valores de h(n) paran < 0, entonces
es necesario desplazarla a la derecha o puntos para obtener una versién causal.

» El efecto de recortar h;(n), ocasiona que su respuesta en frecuencia sea muy diferente
a la ideal.

» Graficar |H(w)|, si no cumple con los requerimientos incrementar N o cambiar la
ventana y recalcular los coeficientes.

2.4.2. Efecto de una ventana rectangular

El truncamiento de la secuencia h(n) hasta N puntos puede entenderse como la multipli-
cacion de la secuencia h(n) por una ventana cuadrada de amplitud uno, que solo permitira
conservar aquellos elementos que estén dentro de la ventana

hgr(n) = h(n)Wg(n)

donde Wg(n) es la funcion de la ventana rectangular y su utilizacion significa que en los
extremos hp(n) cambia abruptamente a cero.

En el dominio de la frecuencia Hgr(w) corresponde a la convolucién de la respuesta en
frecuencia ideal H;(w) con la respuesta en frecuencia de la ventana Wgr(w) como se ilustra
en las figuras 2.6 y 2.7.
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! HI(w) Ideal

;‘ HI(W)*W(w)

Convolucién

Espectro W(w) de una ventana cuadrada

Figura 2.6: Efecto de convolucionar el espectro de una ventana cuadrada con Hj(w)

) 1 & ) )
Hp(e??) = — / H (Y Wr(e7“=))do (2.51)
™ —T
Calculando la transformada de Fourier inversa se obtiene la respuesta real que corresponde

a los coeficientes hg(n).

En la figura 2.7 se observa que:

= Debido a que la ventana Wg(n) tiene una longitud finita igual a N, su respuesta en
frecuencia contiene un l6bulo principal cuyo ancho es proporcional a 1/N.

= La convolucién de Wg(w) y la respuesta en frecuencia ideal H;(w), produce una version
Hpg(w) real con rizo en las bandas de paso y suprimida.

= El l6bulo principal de la ventana Wgk(w) es el responsable del ancho de la banda
de transicion de H(w), entre més ancho sea este lobulo méas ancha sera la banda de
transicion.

= Los l6bulos laterales producen rizos similares en las bandas de paso y suprimida.

De los anélisis anteriores se puede concluir que para evitar los efectos ocasionados por una
ventana cuadrada, es necesario que N — oo entonces Wg(w) se aproxima a un impulso, esto
implica que su lébulo principal sea muy angosto y alto comparado con los l6bulos laterales,
sin embargo, los l6bulos laterales aumentan en niimero y siguen manteniendo una amplitud
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hr(n) 1 ()]

Wg(n) Wr(w)

VTV

Hr(n) = Hy(w) * Wr(w
hr(n) = hr(n)Wg(n) r(n) 1(w) r(w)

\ v v

Figura 2.7: Efecto de una ventana rectangular al truncar h(n)

significativa respecto del principal, esto ocasiona que al efectuar la convolucién en frecuencia
todavia se presenten rizos.

Si la longitud de una ventana rectangular se incrementa, el nimero de rizos en la banda
de paso y en la banda suprimida se incrementa y el ancho de los rizos decrece, pero su
altura permanece casi constante. Los rizos mayores ocurren cerca de la zona de transicion
y su amplitud es independiente de N, este efecto es llamado fendmeno de Gibbs 2], [17].
Conforme se incrementa N el ancho del 16bulo principal decrece, la altura de los 16bulos
laterales crece y el drea bajo cada lobulo permanece constante.

Para lograr requerimientos aceptables de la ventana a utilizar, se han propuesto otras
ventanas con caidas mas suaves en los extremos y en frecuencia el l16bulo principal sea angosto
y muy superior a los l6bulos laterales, esto garantiza una transicion abrupta de la banda de
paso a la banda suprimida y la eliminacién de 16bulos en la banda de paso y suprimida [18],
[21], [32].

2.4.3. Tipos de ventanas

Como se comentaba anteriormente, dependiendo de la ventana que se utilice, el filtro
disenado tendra un mejor comportamiento espectral, a continuacién se describen las ventanas
més utilizadas?:

2Un tutorial amplio sobre una gran cantidad de ventanas se puede encontrar en [18].
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= Ventana rectangular: La ventana rectangular es la que presenta el 16bulo principal
més angosto, sin embargo, el primer 16bulo lateral se encuentra a sélo 13 db por debajo
del 16bulo principal con pendiente de -6 db por octava [3]. La ventana rectangular pre-
senta transiciones mas abruptas, ya que para la respuesta en frecuencia la duraciéon de
las transiciones dependen del ancho del 16bulo principal. Desafortunadamente también
provoca oscilaciones pronunciadas en las regiones paso banda y rechazo banda.

1 0<n<N-1

0 otro n (2'52)

W) =

= Ventana triangular o Bartlett: Se caracteriza por ser un tridngulo simétrico centra-

do en las muestras y en los extremos la caida a cero es suave. El primer l6bulo lateral
se encuentra a -26 db por debajo del l6bulo principal.

By 0sn<
Whn)y=¢ 2-2 lapn<N-1 (2.53)
0 otro n

= Ventana de Hanning: Para este caso se tiene la forma general:

2mn
N -1

W(n)=a—(1—-a)cos( ) 0<n<N-1

si a=0.5

[ 05— 0.5003(]%,71”1) 0<n<N-1
W(n) = { 0 otto (2.54)

El primer 16bulo lateral se encuentra a -31 db por debajo del 16bulo principal y el ancho
del 16bulo principal es el doble del ancho del 16bulo principal de la ventana cuadrada
(ver figura 2.8).

= Ventana de Hamming: En esta ventana, su respuesta en frecuencia presenta lo6bulos
laterales menores, el primer l6bulo lateral se encuentra a 41 db por abajo del 16bulo
principal con pendiente de -6 db por octava 3], pero el 16bulo principal es por lo menos
dos veces méas ancho que el de la ventana cuadrada. A pesar de obtener un nimero
menor de oscilaciones en las regiones pasa banda y rechaza banda de H,,(w), su banda
de transiciéon se vuelve menos abrupta y méas ancha. La ventana de Hamming es muy
buena elecciéon en muchas aplicaciones practicas.

0.54 — 0.46cos(#%) 0<n< N —1

Win) = { 0 N otro n (2.55)
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Espectro de ventana Rectangular en db
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Figura 2.8: Comparacién de ventanas: rectangular, triangular y Hanning

Figura 2.9: Comparacién de ventanas: de Hamming y Blackman

Espectro de ventana Hamming en db

\
|
RV A A A Y A W MRV N VANV N VAN A V ANV
A Al U U LA J T | A
' T 1 )
I I
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Espectro de ventana Blackman en db
|
4 v 3\
U v LY
I i
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FI, UNAM

26

L. Escobar



Diseno de Filtros Digitales

» Ventana de Blackman: En este caso el primer 16bulo lateral se encuentra a -57 db
por debajo del 16bulo principal.

0.42 — 0.5cos( 2% + 0.08cos(=m) 0<n < N —1
won—{ ¢ (Zm) ()

En esta ventana, el segundo término coseno tiene el efecto de incrementar en un 50 % el
ancho del l6bulo principal (figura 2.9), pero a la vez mejora la amplitud de este l6bulo,
sin embargo, el hecho de que el l6bulo principal se haga méis ancho ocasiona que la
banda de transicién crezca 6 veces mas respecto la ventana rectangular.

(2.56)

otro n

En las ventanas anteriores el ancho del 16bulo principal es inversamente proporcional
a N, es decir, que un aumento en el ancho de la ventana decrece el ancho del 16bulo
principal ocasionando un decremento en la banda de transicién. Por otro lado, los
minimos en la banda suprimida son independientes del valor de N y sélo dependen de
la ventana seleccionada [3].

= Ventana de Kaiser: Kaiser (1974) plantea el uso de una secuencia de ventanas,
utilizando la funcién Bessel de orden cero modificada, que ajusta la amplitud de los
l6bulos laterales con respecto al ancho del 16bulo principal mediante la modificacion de
la longitud de la ventana y su forma. Esta ventana tiene dos pardmetros a manejar: la
longitud N y el parametro de forma 3, para § = 0 la ventana de Kaiser se reduce a la
ventana rectangular. Kaiser desarrollé expresiones matematicas que permiten obtener
de antemano el valor de N y de [ para lograr las especificaciones deseadas de la
respuesta en frecuencia.

Iy [,6’ 1—(1—%)2]
W(n) = — 0<n<N-1 (2.57)

0 otro n

Esta ventana cumple con W (0) = W(N —1) = 1/1,(3), es simétrica respecto del centro
y es Optima en el sentido de tener la maxima energia en el l6bulo principal.

La funcién modificada de Bessel de orden cero se puede calcular

B =1+ 30 (Y25

y la constante [ estd dada de acuerdo a la tolerancia al rizo en la banda de paso,
utilizando la féormulas empiricas [3|

0.1102(A, — 8.7) A, > 50
B =14 0.5842(A, —21)%4 +0.07886(A, —21) 21 < A, < 50 (2.58)
0.0 Ay <21
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y la constante Ay = —20l0og10(d2).

Cuando se utiliza una ventana diferente a la cuadrada, se calculan los coeficientes de la ven-
tana W (n) causal para 0 < n < N — 1y se multiplican punto a punto con h(n) causal, para
obtener los nuevos coeficientes afectados por la ventana.

La ventana de Kaiser es muy cercana a un diseno 6ptimo en el sentido de concentrar la
mayor energia en el l6bulo principal, aunque el calculo es mas complicado. De lo anterior
se concluye que el espectro de una buena ventana debe contener un lébulo principal grande
y angosto que concentre la maxima energia y lobulos laterales muy pequenos. El ancho del
16bulo principal es definido como dos veces el primer cruce por cero de W (w).

Las caracteristicas generales de las ventanas mencionadas se han resumido en las tablas
2.1,2.2, 2.3, ademas en el apéndice D se puede encontrar un desarrollo para obtener el espectro
de la ventana de Hamming.

Minima atenuacion en v
la Banda suprimida (db)
25.0 1.333
30.0 2.117
40.0 3.395
50.0 4.551
60.0 5.653
70.0 6.755
80.0 7.857
90.0 8.959
100.0 10.061

Tabla 2.1: Atenuaciones utilizando ventana de Kaiser

Férmulas para el calculo de N

Estas formulas dan un valor aproximado utilizando las especificaciones de diseno [9], [32],
[3], [21]- Una practica usual de disefio es calcular 6 = min(d;,d) para tener un rizo igual en
las bandas de paso y suprimida.

Formula de Kaiser

As —7.95

L LD 9.
14.36 Aw (2.59)
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H Ventana ‘ Espectro H
_ sen(wN/2)
Rectangular S(w) = ~en(0/2)
Triangular (S(w))?

Hanning 0.55(w) 4+ 0.255(w — 2w /N) 4+ 0.255(w + 27 /N)
Hamming | 0.545(w) + 0.235(w — 27/N) 4+ 0.235(w + 27/N)
Blackman | 0.425(w) + 0.255(w — 27/N) + 0.255(w + 27/N)

+0.04S(w — 47 /N) + 0.04S(w + 47/N)
Tabla 2.2: Espectros de Ventanas
Ventana Ancho del 16bulo | Lobulo principal | A, minima,
principal de W(w) | a 2do. 16bulo
Rectangular 47 /N -13 -21
Triangular 8 /N -26 -25

Hanning 8 /N -31 -44
Hamming 8 /N -41 -53
Blackman 127 /N -57 -74

Tabla 2.3: Desempenios de ventanas [32], [9]
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donde
AS = —20[0910((5)

Foérmula de Herrmann

B —20log10v/ 0102 — 13

N 1 2.
14.6A [ * (2.60)
Formula de Herrmann més precisa para el orden N [32]
D — F(Af)?
N=——7—"""""—+1 2.61
N (2.61)
donde o
Aw = e " %e
2T

D = [al(l091061)2 + agloglo(Sl + a3]l091062 + [a4(l091061)2 + a5l091051 + aﬁ]
F = b1 + bg [lOgl()(Sl — 10910(52]
a; = 0.005309 as = 0.07114

as = —0.4761 ay = —0.00266
as = —0.5941 ag = —0.4278

by = 11.01217 by = 0.51244

Weup — W 2T 27
Aw _ “sup c : We = fc ’ Wsup _ fsup
Js s

2T
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Foérmula para filtros paso banda

F. Mitzer y B. Liu han desarrollado una férmula empirica para el calculo del orden N
para filtros FIR paso banda [3]

CVoo (5;07 6sup)fs Af

N = sup)—— + 1 2.62
Af +g(6p76 p) fs + ( )
donde
Coo(0p, Osup) = 509105sup[51(509105p)2 + bylogio0, + bs]
+[b4(l09105p)2 + b5l09106p + b@]
b; = 0.01201 by = 0.09664 bz = —0.51325
by = 0.00203 bs = —0.57054 be = —0.44314
9(0p, Osup) = —14.610g10(6p/Isup) — 16.9
A= fp - fsup
Resumen

En el diseno de filtro FIR, el uso de ventanas puede generar una mejor respuesta en
frecuencia con menor niimero de oscilaciones en la banda de paso y en la banda rechazada.
Sin embargo, las transiciones entre ambas bandas no son tan abruptas como las que se
obtienen con una ventana rectangular, esto implica que es necesario incrementar el orden
del filtro en el disefio [9]. La limitacion principal de las ventanas de Hanning, Hamming y
Blackman es que producen un factor de rizo ¢ fijo, con estas ventanas sbélo se logran las
especificaciones deseadas en las bandas de paso y suprimida. Mientras que en Kaiser no
existe una limitante en cuanto a un diseno de ¢ fijo, sino que variando N y ( se logra un
0 deseable. Una desventaja del método de ventanas es que no se pueden disenar filtros con
atenuaciones diferentes en las diferentes bandas.

2.4.4. Ejemplos de diseno

= Ejemplo 1:
Disenar un filtro digital paso bajas que se aproxime a una respuesta ideal con frecuen-
cia de corte 125 hz, si la frecuencia de muestreo es 1000 hz y ganancia en la banda de
paso igual a uno.
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Recordando que la w que se esta utilizando corresponde a la frecuencia digital de corte,
es decir w,q, esta es igual a

27 fea
Wed =
e

donde f; es la frecuencia de muestreo y f., es la frecuencia de corte analbgica.

Solucion:
Considerando N=11

wea = 202 — 0.257

hNC(n) _ sen(nweq) _

nm

{-0.045,0,0.075,0.159,0.225,0.254,0.225,0.159,0.075,0,-0.045 }

Haciendo el corrimiento para que sea causal

h(n) = {-0.045,0,0.075,0.159,0.225,0.25,0.225,0.159,0.075,0,-0.045 }
Para N=21 y utilizando ventana de Hanning se tiene

h(n)={0.0324,0.025,0.-0.032,-0.053,-0.045,0,0.075,0.159.0.225.0.25.0.225,0.159,
0.075,0.-0.045,-0,053,-0.032,0,0.025,0.032 }

En la figura 2.10 se ilustra una comparaciéon del diseno de filtros FIR con ventana
cuadrada para diferente longitud N y utilizando ventana de Hamming, es obvio que
el desempeno utilizando ventana de Hamming es muy superior al uso de una ventana
rectangular.

= Ejemplo 2:
Dado un filtro FIR causal con N=11, determinar la magnitud de la respuesta en fre-
cuencia y mostrar que el retardo en fase y retardo de grupo de un filtro causal son

constantes.
Solucién:
Dado que
N-1
N -1
H(z)= h(n)z™" y a=-—F—= 5
n=0
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Figura 2.10: Respuesta en frecuencia de un filtro FIR para diferente N

entonces

H(z) = h(0) + h(1)z  + h(2)2 2 + h(3)2> + h(4)z~* + h(5)2~° + h(6)2 %+

+h(7)27T 4 h(8)z"" + h(9)2 7" + h(10)z ™"

factorizando el término z°

H(z) = 27 [(0)2° + h(1)2* + (2)2° + h(3)2 + h(4)=" + h(5)z + h(6)="+
h(7)z"% 4+ h(8)z7% + h(9)2~* + h(10)z~°

por condicion de simetria h(n) = h(N — 1 — n), entonces

H(z) = 27 [RO)(2" + 27°) + A1) + 27 + h(3)(2 + 272) + h(4) (=" + 271) + h(5)|

el factor 27" implica un retardo de n7" segundos.

Si sustituimos z = e/“T y se desarrolla por Euler se tiene

H(e’) = e T 12(h(0)cos(5wT) + h(1)cos(4wT)
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+h(2)cos(3wT) + h(3)cos(2wT') + h(4)cos(wT)) + h(5)}

H () = et [h(’c')) +2 i h(n)cos(an)]

n=1
donde:
la respuesta en fase es 0(w) = —5wT), es decir, que & = —5T y el retardo de grupo
_ _diw)
Ty=—"a = O°T

Diseno de filtros FIR paso altas, paso banda y su-
presor de banda

Para el diseno de estos filtros se puede hacer una aproximaciéon de una funcién de trans-
ferencia a un filtro ideal o partir de un filtro paso bajas (FPB) utilizando transformaciones.

2.5.1. Diseno de filtros FIR FPA a partir de un FIR FPB

Existen dos métodos para convertir un filtro FIR FPB con respuesta en frecuencia
Hppp(w) a un filtro FIR FPA con respuesta en frecuencia Hppa(w)

= Inversién espectral

En este caso si se tiene una Hppp(w) con f. se puede disenar un filtro FPA con f,
a través de la operacion en frecuencia Hrpa(w) = 1 — Hppp(w), es decir, que en el
tiempo se le cambia de signo a cada muestra de hppg(n) y se le suma una funcion
d(n). El efecto en frecuencia de esta operacion consiste en hacer un giro de Hppg(w)
sobre la horizontal respecto de la mitad de la amplitud de Hppp(w).

Para realizar el diseno de un filtro FIR FPA por el método de inversiéon espectral, si
consideramos un FPB con ganancia unitaria y frecuencia de corte w.; y funcion de
transferencia H(w), y si el FPA tiene una funcion de transferencia G(w) y frecuencia
de corte w,;, entonces

Gw)=1—-H(w)

como se conoce la respuesta al impulso h(n) del FPB, entonces la respuesta al impulso
del FPA seria

Corrimiento espectral
Este método se basa en la propiedad de traslacion de la transformada de Fourier, el
disefio de un FPA se logra cambiando de signo a cada muestra de hppg(n).
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Considerando el segundo método, si se desplaza la respuesta en frecuencia de un filtro
paso bajas en 7w veces, se obtiene la respuesta en frecuencia del filtro paso altas deseado

como se ve en la figura 2.11. La respuesta en frecuencia debe ser simétrica con respecto a 7
y periddica en 27.

|Hpb(w)u
K
|Hpa(@)] )
| -
- we T T+ we
Figura 2.11: Diseno de un filtro FIR ideal paso altas
Hppa(e™) = Hppp(e?@™™) (2.63)
donde .
Hppa(e™) = Y hppp(n)e "™ (2.64)

n=—oo

dado que un desplazamiento en la frecuencia de 7 es equivalente a multiplicar la respuesta

al impulso hrpg(n) por e/"". Para cualquier n que pertenezca a los enteros positivos /"™ =
(—1)", entonces

Hppa(e) = > hppp(n)(—1)e ™ (2.65)
por lo tanto un FPA se puede diseniar con la férmula

hppa—nc(n) = hppp—nc(n)(—=1)" (2.66)

donde la frecuencia de corte digital para el calculo seria

Wed = T — We—pa
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El cambio de signo de las muestras en el tiempo es equivalente a multiplicar hrpp(n) por una
funcién cosenoidal con una frecuencia de 0.5f; (recordar que el espectro estd normalizado
respecto de 27), es decir

sen(weqan)

hrpa_nco(n) = cos(nm) (2.67)

nm

2.5.2. Diseno de filtros FIR paso banda

De manera similar se puede transformar un filtro paso bajas a un filtro paso banda
(FPBW) y a un filtro supresor de banda (FSBW). Para el disefio de un filtro paso banda
se parte de un filtro paso bajas desplazando la respuesta en frecuencia del FPB tanto a la
izquierda como a la derecha en w, como se observa en la figura 2.12, es decir que se tiene

HFPBw(a)) = HFPB(W_WO)+HFPB(W+WO) (268)

aplicando la transformada de Fourier inversa y propiedades de corrimiento en la frecuencia

hepew(n) = hppp(n)e’™ + hppp(n)e 7" = hppp(n) <€jw°n + 67”"”) (2.69)
Entonces se tienen las formulas de disefio

Filtro paso banda
thBw(n) = QCOS(TLWO)}ZFPB(R) (270)

2w, = wp, — Wy y 2wg = wWp + w;

Filtro supresor de banda

hrspw(n) = Ké(n) — hpppw(n) (2.71)
hrspw(n) = —hpppw(n) (2.72)
2w, = wp, — Wy y 2wg = Wp + w;

= Ejemplo 1:
Disenar un filtro digital que se aproxime a la respuesta de un filtro paso altas ideal
cuya frecuencia de corte f. = 500 hz, frecuencia de muestreo es f; = 2500 hz, y la
ganancia en la banda de paso es 1, y N=21.
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Figura 2.12: Diseno de un filtro FIR ideal paso banda

La frecuencia de corte digital se calcula
Wed = 227;50%0 = 0.4
047 =T — Weg = Weqg = ™ — 0.47m = 0.6
con w.q se deben calcular los valores de h(n) y luego multiplicar por (—1)" para obtener los
coeficientes de h(n) del filtro paso altas, obteniendo
h(n) ={0, 0.034, 0.023, -0.027, -0.050, 0, 0.0760, 0.062, -0.094, -0.303, 0.6,

-0.303, -0.094, 0.062, 0.0760, 0, -0.050, -0.027, 0.023, 0.034, 0 }

= Ejemplo 2:
Disenar un filtro digital que aproxime su respuesta en frecuencia a un filtro paso banda.

La region paso banda esta en el intervalo de 20 Khz a 30 Khz y la frecuencia de muestreo
es de 100 Khz.

Efectuando los calculos
w; = 2m20/100 = 0.47
wp, = 2m30/100 = 0.67
Wy = % = 0.57
W, = M5 = (.17 con w, = 0.17, se calculan los coeficientes para el filtro paso bajas,

v wo = 0.57 se utiliza para la funcién coseno que aparece en la formula para el calculo del
FPBW

hFPBW—NC(n) = QCos(nwo)hpB(n) (273)
entonces
h(n) = { 0,0,0.04677,0,-0.1009,0,0.151,0,0,-0.187,0,0.2,0,-0.187,0,0.151,0,
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-0.1009,0,0.04677,0,0 }

En estos dos ultimos ejemplos no se ha aplicado ninguna ventana, pero se puede utilizar
cualquiera de las ventanas mencionadas para mejorar el desempeno del filtro.

| Filtro | Formula de disefio | Frecuencias
Paso bajas hp(n) = £ sen(nweq) Wed = %
n=0,+1,£2 ., (5 1)
Paso altas hpa(n) = (=1)"hy(n) Wed—pa = T — Wed—pb

Wed—pb = T — Wed—pa

Paso banda Py (1) = 2cos(nwo)hpp(n) | 2wed = WHd — WLd
2wy = WH4 + Wrd

Supresor de banda | hgpy(n) = K — hppy(n) Q2Wed = WH4 — WLd
hspw (1) = —hyppw (1) 2wy = WH4 + Wrd

Tabla 2.4: Resumen de férmulas de diseno de FD FIR utilizando ventanas

2.6. Diseno de filtros FIR por muestreo en frecuencia

Este método se basa en el muestreo de la amplitud deseada en la frecuencia, para el cilculo
de los coeficientes de h(n), donde la respuesta en frecuencia deseada H(w) es muestreada a
razon de wy = 27k/N para k=0,1,2,--- N — 1

La mayor desventaja del método de ventanas para el diseno de filtros FIR es la falta
del control de precision de las frecuencias criticas, tales como w. y wgyy, por ejemplo en el
disenio de un filtro FPB los valores de estas frecuencias dependen del tipo de ventana y de la
longitud N de la ventana [32]. El método del muestreo en frecuencia provee una mejora sobre
el de ventanas, dado que la respuesta en frecuencia H(w) es especificada como wy = 27k/N
o wr =m(2k+ 1)/N y la banda de transiciéon es un multiplo de 27/N.
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El método de muestreo en frecuencia es atractivo cuando el filtro FIR es disenado en
el dominio de la frecuencia, ya que la respuesta en frecuencia deseada H(e’*) se define con
magnitud uno para la banda de paso y cero para la banda suprimida, excepto en la banda
de transicion [32].

Una ventaja del método es que el disenador puede definir una funcion H(e’*) deseada
en el dominio de la frecuencia discreta como en el caso que se requieren bandas simultaneas.
Una desventaja es que la magnitud verdadera de la respuesta del filtro disenado sélo coincide
con los puntos muestreados de la respuesta deseada, para tener una buena aproximacién es
necesario utilizar un gran niimero de N muestras.

En este método no se requiere una expresion matematica para la respuesta en frecuencia
deseada H (e’*). El procedimiento de disefio involucra el muestreo de la respuesta en frecuen-
cia H(e?*) para formar una secuencia H (k) discreta (donde wy, = 27wk/N) y después obtener
la respuesta al impulso h(n).

Para el calculo de h(n) se pueden seguir dos procedimientos:

» Utilizando soluciones de fase lineal y proponer la discretizacion de H(e?*), donde se
desarrolla para valores de n y se resuelve un sistema matricial.

= Se propone una respuesta en la frecuencia discreta H (k) y se le aplica la Transformada
Discreta de Fourier Inversa (DFTI).

2.6.1. Procedimiento de diseno utilizando soluciones de fase lineal

Si se sustituye la respuesta al impulso A(n) suponiendo que es simétrica o antisimétrica
en la funciéon H(w) (recordando que H(w) ~ H(e™), y suponiendo que H,(w) es la respues-
ta en frecuencia verdadera, se tienen cuatro soluciones dependiendo si h(n) es simétrica o
antisimétrica y si IV es par o impar.

Solucién simétrica

Para este caso h(n) =h(N—1—n)y a= (N —1)/2

H(w) = H,(w)e wW-1/2 (2.74)
= Si N = impar
N-3
N -1 - N -1
H,(w) —h(T)+2;hncosw< 5 —n) (2.75)
= Si N = par
y_1
< N -1
H, (w) =2 ; h cosw( 5 1— n) (2.76)
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Caracteristicas en fase

—w(¥1) si H.(w) >0
O(w) = (2.77)
—w(EL) + 7 si Hy(w) <0

Cuando H(w) cambia de signo de positivo a negativo o viceversa, la fase sufre un cambio
de 7 radianes, si estos cambios de fase ocurren fuera de las bandas de paso o suprimida no es
problemético, dado que la senal deseada tiene contenido frecuencial despreciable en la banda
suprimida [32].

Solucién antisimétrica

Es decir que h(n) = —h(N — 1 —n) y h(*¥) = 0. Se aplica para grupos de retardo

constante, esto es en diferenciadores de banda ancha y transformada de Hilbert [3].

H(w) = H,(w)ed CwW=1/247/2) (2.78)

= Si N = impar

H,(w) :2ihnsenw<N2_ ! —n) (2.79)

= Si N = par

H,(w) =2 22: hp senw(N; L n) (2.80)

Caracteristicas en fase

O(w) = (2.81)

Las ecuaciones (2.75), (2.76), (2.79) y (2.80) constituyen un conjunto de ecuaciones li-
neales para determinar la respuesta al impulso h(n) del filtro FIR, siendo necesario conocer
la respuesta en frecuencia en cada punto de interés de w y resolver el sistema para h(n).

Para frecuencia discreta

Con las férmulas anteriores puede disenarse un filtro FIR si se considera la frecuencia dis-
creta wy, en el intervalo 0 < wy, < 7y considerando los valores discretos de H,.(wy,), definiendo
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Caso simétrico

N -1
donde N1 N1
2h,, coswk< — n) =1 si n= — para todo &k
5
N -1 N -1
H,(wy) =2 ; Iy Coswk< 5 n) k=0,1,2,- T N= impar (2.82)
LA |
. N -1 N
Hr(wk):2nz:%hncoswk< 5 —n) k:0,1,2,---,§—1 N= par (2.83)
Caso antisimétrico
2m(k +1/2)
wp = ————=
i N
N-3
2 N -1 N -1
Hr(wk):2;hnsenwk< 5 —n) k:1,2,---,T N = par (2.84)
LA |
= N -1 N
H (wg) =2 Z hy, senwk< — n) k=1,2,---, 5} N = impar (2.85)
n=0

Estas formulas generales pueden ser utilizadas para el diseno de filtros FIR de fase li-
neal con respuesta al impulso simétrica o antisemétrica. Aunque el diseno de filtros FIR
antisimétricos no es muy conveniente para FPB y FPA, ya que H,(0) =0y H,(7w) = 0.

Con las ultimas formulas tanto para el caso de simetria como la antisimetria, en el proceso
de disefio se proponen valores en frecuencia discreta de H,(wy) entre 0 y 1, se desarrollan
las sumatorias, quedando un sistema de una matriz de coeficientes My, ,, por un vector de
incognitas h,, igual a un vector de valores. El sistema se resuelve para h,,.

h, = M, H,(w) (2.86)

siempre y cuando exista la inversa de la matriz My, ,,.

Una problemética de esta técnica es insertar en los valores de las especificaciones en la banda
de transicion, Rabiner y otros (1970) han propuesto y probado varias amplitudes para una
variedad de valores de N, éstos valores son 6ptimos debido a que minimizan el 16bulo mayor
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Orden
N h(n) | H ()] f(w) b,
1 bo - h(%)
N—-1 )
Impar || Simétrica > 20 bncos(nw) e—Jw(N-1)/2
by = 2025 )
n #0
Par | Simétrica | SN2 bycoswln —1/2) | e N2 |, = 20(N/2— n)
N-1 ,
Impar | Antisimétrica | > 2, b, sen(nw) eI WIN=1)/2=m/2) | | 2h(% “n)
Par Antisimétrica ijﬁ b, senw(n — 1/2) e~ IW(N=-1)/2=m/2) | p _ 2h(% —n)

Tabla 2.5: Forma compacta de Filtros FIR con fase lineal [9], [3]
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de la banda suprimida [32].

Ejemplo:
Utilizar las ecuaciones anteriores para disenar un filtro digital FIR paso bajas con las carac-
teristicas deseadas en frecuencia discreta &

1 k=0,1,2,3,4,5 (banda de paso)

095 k=6
H(k)={ 05 k=7 (2.87)
0.05 k=38

0 k=9,10,11,12,13,14,15 (banda suprimida)

Este ejemplo se ha realizado resolviendo la ecuacion (2.86), obteniedo los coeficientes:
h(n)= { 0.0006405, 0.0025547, - 0.0020591, - 0.0074974, 0.0010848, 0.0142960, 0.0037689
- 0.0227127, - 0.0151407, 0.0318656, 0.0381549, - 0.0402713, - 0.0889977, 0.0462296,
0.3122776, 0.4516125 }

En la figura 2.13 se puede apreciar el espectro real de estos coeficientes calculados, aqui
se puede observa una diferencia de -50 db de la banda de paso a la banda suprimida, que se
puede considerar un muy buen diseno.

IH(w)I deseada

120 ]
108 7]
096 7]
0.84 7
072 7]
0.60 7]
048 7]
036 7
024 7
012 7]
0.00

0.10 0.19 0.28 0.37 0.46 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 1.00

| H(w) | calculada en db

=107
=307
=50 7
=707

=90 7

-110

Figura 2.13: Espectro para el ejemplo

FI, UNAM 43 L. Escobar



Diseno de Filtros Digitales

2.6.2. Procedimiento de diseno utilizando la DFTI

Cuando se utiliza este método es necesario calcular la transformada de Fourier de tiempo
discreto de h(n) para comprobar si el grado de aproximacion de la respuesta en frecuencia
deseada H(e’*) es adecuado, de lo contrario hay que incrementar el ntimero de muestras.
Los pasos a seguir son:

1. Definir la funcién de transferencia discreta deseada H (k) que representa la transfor-
mada discreta de Fourier de h(n), esto es

H(k) = h(n)e*nm/N (2.88)

El objetivo de este método es aproximar la respuesta en frecuencia H(e’*) utilizando
para ello s6lo N muestras de la respuesta al impulso, es decir

H(e?) ~ Z h(n)e /<" (2.89)

2. Definir la frecuencia de muestreo f;

3. Considerar en la respuesta en frecuencia su magnitud y fase
H(e) = H(w) = [H(w)]e""™)

4. Se selecciona un periodo de N muestras en frecuencia y muestrear H(e’*) a intervalos

dados por w = % La secuencia resultante se define como

H(k) = H(e")|oar/n

5. Evaluando la DFTI, se obtienen N muestras de la respuesta al impulso h(n) a partir
de H(k)

h(n) = % S H(k)ernn/N (2.90)

6. Se puede considerar la opcién de utilizar una ventana W (n) para suavizar la funciéon
de transferencia propuesta H(e’*), es decir, en el tiempo discreto h,,(n) = h(n)W(n).

El método de muestreo en la frecuencia considera transiciones abruptas de la banda de
paso a la banda de transicion, para suavizar esta transicion y tener una mejor aproximaciéon
de la respuesta en frecuencia resultante en el muestreo a una respuesta deseadea, se ha plan-
teado el uso de muestras en la regién de transiciéon para suavizamiento de la pendiente. Sin
embargo, esto obviamente incrementa la duraciéon de la region de transiciéon, pero aumenta
la similitud con la respuesta en frecuencia deseada tanto en la banda de paso como en la
banda suprimida. Este método es particularmente 1til cuando s6lo un pequeno porcentaje
de las muestras en frecuencia son diferentes de cero, o cuando se desean bandas simultaneas.
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2.6.3. Estructura de muestreo en frecuencia

Esta forma estd basada en la DFT de la respuesta al impulso h(n) y su implementacion
se lleva a una estructura paralela. Esta forma parte del hecho que H(z) es la funcion de
transferencia de un filtro FIR Nl

= Z h(n)z™" (2.91)
n=0

H(z)=TZ{h(n)} =TZ{IDFT(H(k))} (2.92)
N-1 ) N-l | N
—kn -n __ kn -n
<N N H(hWy )z =~ > Hk (Z Wy ) (2.93)
n=0 k=0 k=0
utilizando la serie geométrica
N—-1 N
n 1—a
CL =
—~ 1—a
N-1 N-1 N-1 kN —N
H(z) = Y HB Y (Wit=") =+ Do HK)( e ) (2.94)
k=0 n=0 k=0
como Wy =1
entonces la ltima ecuacién se reduce a
1— V& Hk)
H(z) = 2.95
R S D (295)

Esta manera de expresar a un filtro FIR (ecuacion 2.95) tiene una forma recursiva similar
a la de un filtro de respuesta infinita al impulso (ver siguiente capitulo) ya que contiene polos
y ceros, el filtro resultante es un filtro FIR tipo peine 1 — 2=V cuyos ceros se cancelan en
teoria con los polos en W&k del filtro TIR.

La implementacion directa de la ecuacion (2.95) requiere una aritmética compleja por lo
que se puede modificar de la siguiente forma

H) = T (S b () + Oy T

k=1
donde L = (N —1)/2 para N impary L = (N/2) — 1 para N par.

(2.96)

Debido a que el diseno de FD FIR con fase lineal por muestreo en la frecuencia introduce
polos y ceros equiespaciados en el circulo unitario del plano z, e idealmente los polos son
eliminados por los ceros correspondientes, sin embargo, en la implementacion de estos filtros
en una arquitectura digital de aritmética de punto fijo, los efectos de cuantizacién numeérica
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afectan la cancelacion de los polos y ceros. La ubicacion de los polos sobre el circulo unitario
no cancelan el ruido que se introduce en las operaciones matematicas, por lo que este ruido
puede incrementarse y destruir la operacion normal del filtro llevandolo a la inestabilidad [33].
Una solucion efectiva al problema de la cuantizacion numérica es mover los polos ligeramente
a valores con magnitud cercanos a uno modificando la funcion de transferencia a [21]

1- V3 1 1
_ = k
H(Z) = N Z(_1> H(k) [1 — ei2mk/N 5—1 + 1 — efj27r(ka)/NZfl]
k=0
o NJ2 _
1—27N 2(1 — cos(2mk/N)z™1)
(2) N Z( JH( )1 — 2cos(2mk/N)z=1 + 272 (297)

k=0
Teoricamente la cancelacion de polos y ceros es exacta, sin embargo, en la implementacion
de este tipo de filtros en aritmética de punto entero esto no es cierto, el término cos(27k/N)
introduce imprecisiones. Entonces moviendo los polos y ceros dentro del circulo unitario, es
decir r < 1, H(z) se puede escribir

_n N/2
1 — NN

H(z) = — S (-1 H (k)

k=0

2(1 — rcos(2rk/N)z™1)
1 —2rcos(2nk/N)z=t 4 r2z=2

(2.98)

es evidente que este tipo de filtro se puede implementar como dos filtros en cascada, uno
tipo FIR

P(z) = HTZ_ (2.99)

y el otro como un banco de resonadores

B 1 —rcos(2mk/N)z~1
1 —2rcos(2nk/N)z1 + r2z-1

ademés solo se requiere un coeficiente rcos(2wk/N) por resonador, los resonadores actiian
como filtros de banda angosta y cada uno deja pasar solo las frecuencias centradas en su
respectiva frecuencia de resonancia 27k/N y excluye otras fuera de esa banda. Cada resona-
dor se multiplica a la salida por el factor (—1)*H (k) y la suma de las salidas de cada filtro
contribuye a la salida total del filtro. Una estructura para M—4 se ilustra en la figura 2.14.

Ru(2) (2.100)

2.6.4. Localizaciéon de los polos y ceros de un filtro FIR

La respuesta en frecuencia de un filtro FIR esta dada por

N-1
H(e') = H(2)| oo = Z h(n)e 7" = |H (e7*)]e?*) (2.101)
n=0
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Figura 2.14: Estructura de muestreo en la frecuencia con M=4

haciendo cambios de limites la sumatoria se puede evaluar por intervalos considerando la
simetria de h(n) y si N es impar

' (N-3)/2 ‘ N1
H(e™) = Y h(n)e 7" + h( 5 Je I (5T 4 Z h(n)e~9en (2.102)

n=0 n=(N+1)/2

sustituyendo los limites de las sumas por m = N — 1 —n, por simetria h(n) = h(N —n —1),
por causalidad « = (N —1)/2, ysim =n

(N=-3)/2
> = D hmen (2:103)
n=(N+1)/ n=0
donde los limites
(N=-3))2=(N—-1)/2—-1=a—-1
y(N+1))2=(N-1)24+1=a+1
entonces
. N —1 . _1 (N=3)/2 . .
H(#) = (=5 =)e O™ 4 37 hmlemn 4 eV (2.104)
n=0
factorizando el término e« ("2 ")
jw —jw(H=L) N-1 . jwk —jwk
H(e™) = ¢33 [h(T)JrZh(a—k;)[ej + eI (2.105)
k=1
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H(e) = e« (*) [Z 2h(a — k)coswk (2.106)
k=0
Para el caso de simetria de un filtro FIR causal en el plano Z

H(z) = 2~ WN-D/2 i 2h(a — k) (2F + 27F) (2.107)
k=0

Para la funcién de transferencia H(z) de un filtro FIR se puede comprobar que
H(z)=N""H(z ™Y

donde H(z7') y H(z) son idénticos excepto por el retardo de N — 1 muestras, ademés se
observa que en los polinomios H(z7!) y H(z) los ceros complejos son imégenes espejo y
ocurren en pares conjugados.

De la expresion H(z) (ecuacion 2.107) se observa que:

= Todos los polos de un filtro FIR con fase lineal se encuentran localizados en el origen
del plano Z.

m Los ceros satisfacen la condicién

‘2
|

an)(z* €273 =0 (2.108)

I
o

n
Si z; = 7;¢7% es un cero de H(z), entonces z; ' = r; 'e~7% también es un cero.

De lo anterior se puede resumir que cada cero complejo de la forma z; = r;e?%, se presenta
con su conjugado complejo z* y sus reciprocos, obteniendo cuatro casos:

= Ceros complejos con magnitud uno
2z = 1'% conr; = 1y 6; #0 # 7, se presenta su conjugado complejo z* y sus
reciprocos son los mismos.

= Ceros complejos con magnitud diferente de uno
2 = r;e?% con r; £ 1y 0; # 0 # 7, existe el conjugado complejo y sus reciprocos.

= Ceros reales con magnitud uno
2z =r;e?% conr; =1y 0; =00, los ceros se localizan en +1 o -1.

= Ceros reales con magnitud diferente de uno
2z =rie’% conr; #1y 60; =0 o0 7, no existe el conjugado complejo, pero si existen sus
reciprocos.

FI, UNAM 48 L. Escobar



Diseno de Filtros Digitales

2.7. Meétodo Remez y algoritmo Parks McClellan

Uno de los problemas del diseno por ventanas y muestreo en la frecuencia es la falta de
un control preciso sobre las frecuencias criticas w, y wgyp. Los métodos de diserio dptimo
se basan en la formulacién como una aproximaciéon al problema de Chebyshev, este disefio
es visto como un criterio 6ptimo ya que el error entre la respuesta en frecuencia deseada
y la respuesta verdadera se distribuye de igual forma en toda la banda de paso y banda
suprimida minimizando el maximo error, el resultado del diseno genera rizos en la banda de
paso y suprimida y el orden N es minimo.

Este método es llamado algunas veces diseno minimaz, diserio de Chebyshev o diseno
optimo y es 6ptimo debido a que dadas las especificaciones para wy, wsyp, 01 ¥ 02 genera el
orden minimo. Sin embargo, utilizando el algoritmo Parks McClellan se pueden disenar una
serie de filtros FIR con una variedad de requerimientos [9].

Del disefio de filtros FIR de fase lineal se tiene la solucién simétrica y antisimétrica, que
en resumen son cuatro casos y estan en la tabla 2.5, las ecuaciones de esta tabla se pueden
manipular para llegar a expresiones generales para el diseno de filtros 6ptimos. En la tabla
2.6 se pueden observar las expresiones generales donde para H(w) en la sumatoria se tiene
la funcién cos(wn) comun a los cuatro casos.

FI, UNAM 49 L. Escobar



Diseno de Filtros Digitales

Tipo | H(w) Relacion b, y b,
N_q~ ~
1 > 2 by cos(nw) b = by
by = by +b1/2
No1 - _
2 cos(w/2) >, 20 by cos(nw) be = 3 (b1 + bi)
k=234, (N —1)/2
byz = 3bv-1)/2
by = bo — ba/2
N-3 . ~ ~
3 sen(w) >, 2 by cos(nw) b = %(bk,l — bri1)
k=234, (N—1)/2 -2
bin—1)/2-1 = éb(N—l)/2—2
biv-1)/2 = 5b(v-1)/2-1
bl - bo - b1/2
N~ . -
4 sen(w/2) anol by, cos(nw) be = 3 (b1 — bi)

k=234, (N-1)/2—1
_ 13
bnj2 = 5b(v—2)/2

Tabla 2.6: Filtros FIR con fase lineal [9], 3], [32]
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Procedimiento de diseno
Dadas las especificaciones en frecuencia para una longitud N
= En banda de paso 1-0 <Hw) <1+
= En banda suprimida —0y < H(w) < §y

Definiendo una funcién de error en la frecuencia

Ew)=W(w)[H/(w)— Hw)] = —(—1)kp k=0,1,2,3,---,N+1 (2.109)
donde

p representa el maximo error F(w) y comiinmente se selecciona como p = Js.
H;(w) es la respuesta en frecuencia ideal del filtro.

H(w) es la respuesta en frecuencia verdadera del filtro.

W (w) es una funcién de peso sobre la aproximacion del error dada por

W(w) = { 82/61 w en la banda de paso (2.110)

1 w en la banda suprimida

es decir que W(w) se selecciona de tal forma que la banda de paso refleje un énfasis del
tamano del rizo en la banda suprimida con respecto al rizo en la banda de paso.

El problema de aprorimacion de Chebyshev consiste basicamente en la determinacion de
los parametros del filtro que minimicen el maximo del valor absoluto del error F(w) sobre
las bandas de frecuencia donde se efectia la aproximacion. Matematicamente la solucion del
problema es

min [marE(w)]wes = min [W(w)[H(w) — H(w)]wes (2.111)

Donde S representa un conjunto en las bandas de frecuencia sobre el que se realiza la opti-
mizacion, basicamente de las bandas de paso y suprimida del filtro deseado. La soluciéon de
este problema fué obtenido por Parks y McClellan (1972) quienes aplicaron un teorema a la
teoria de aproximacion de Chebyshev [32], este teorema es llamado de alternancia.

Como resultado del teorema de la alternancia para un intervalo cerrado 0 < w < 7,
definiendo la funcién P(e’*) como una combinacion lineal de funciones cosenos

P(e™) =Y a(n)cos(nw) ~ P(w) (2.112)

n=0

redefiniendo la funcién de peso del error

E(w) = W(w)[H(w) - P(w)] (2.113)
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donde P(w) es la mejor aproximacion de Chebyshev a la funcién ideal Hj(w) con la ponde-
racion de W (w) si la funcion
max,|E(w)| (2.114)

es lo més pequeno posible sobre los valores de a(n).

El teorema de alternancia

Enuncia que de la ecuacion (2.113), la funcién P(w) es la mejor aproximacion dnica a
Hj(w) siy sélo si existen al menos N + 2 puntos de w; tal que para los valores w; < wy <
<o < wpnao entre 0 < w; < m, se deben cumplir las condiciones

E(w)=-E(wi+1) =123, N+1 (2.115)

|E(w;)| = maz,|E(w)| i=1,2,3,---,N+2 (2.116)

La funcion de error E(w) alterna el signo entre dos frecuencias w; sucesivas, por eso se le lla-
ma de alternancia. El teorema de alternancia garantiza una solucion tunica para el problema
de Chebyshev (ecuacion 2.111). La mayoria de las técnicas del disenio 6ptimo son escencial-
mente esquemas de iteracioén para satisfacer las condiciones del teorema de alternancia en la
aproximacion de la funcion de peso de error F(w).

Método de Herrmann

Herrmann (1970) propuso una solucion equirrizo que cumple con el teorema de la alter-
nancia [9], el método consiste en:

1. Proponer ¢, 0o y N, donde N = N, + N, — 1

2. Seleccionar una solucién H(w) de los cuatros casos para un filtro FIR, esta funcion
puede tener N — 1 extremos en el intervalo 0 < w < m, ver figura 2.15.

3. N, representan los maximos o minimos (extremos) en la banda de paso 0 < w < w,.
N, representan los maximos o minimos (extremos) en la banda suprimida w,, < w < 7.
donde N, + N, —1 < N + 1.

4. Herrmann calcula los coeficientes tal que existan N+ 1 méaximos de H(w) en el intervalo
0 <w<m, H(w) es la derivada de H(w), bajo las restricciones:

H(w,) = 1— (1%, k=1,2,3,---,N,
H'(wp) = 0 k=123 N,—1
HO) = (“1)46 k=123 N (2.117)
H'(0r) = 0 =1,2,3,---.N, — 1
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5. Se resuelve el sistema anterior y se obtienen las 2N soluciones para:
Wi, W2, W3, =« *, WN,—1
01,02,05, -, 0N, 1
bo, b1, b2, b3, -+, bn

6. Los valores de h(n) se calculan de la solucion b(n).

De la solucion anterior se observa que el error se alterna entre maximos y minimos, lo que
satisface el teorema de alternancia y el resultado del diseno es 6ptimo en el sentido de
Chebyshev. La solucion genera un rizo méas que el nimero minimo para satisfacer el teorema
de la alternancia, por eso a la soluciéon de Herrmann se le llama eztrarrizo.

|H (7))

1+61

1—-61

o2

—02

Figura 2.15: Condiciones equirrizo para el método de Herrmann
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Algoritmo Parks McClellan

El algoritmo Parks McClellan deja fijos los pardmetros N, wy,, wsyy, varia d; y d1, que son
determinadas por el algoritmo. El procedimiento es iterativo y estima las frecuencias en las
que ocurre un maximo en la banda de paso o suprimida, utiliza la férmula de interpolacién
de Lagrange para obtener un polinomio que tenga los valores extremos preescritos de 1 + d;
en la banda de paso y +£0- en la banda suprimida. El proceso es terminado cuando los valores
méaximos y minimos del polinomio estan dentro de los limites de tolerancia especificados. Este
es por tanto, el problema de aproximacion de Chebyshev. Si el error no es lo suficientemente
pequeno, se puede incrementar N y redisenar la funcion de transferencia.

Resumen del algoritmo Parks McClellan

Con base a la discusién anterior se pueden ordenar los pasos del algoritmo PM

1.

2.

Dar las especificaciones N, wy, Wsyp, 01, 01 y I = 61/2
Minimizar la ecuacion E(w) = W(w)[H;(w) — P(w)], donde

P(w) =) «(n)cos(nw)

Hallar los coeficientes b, = a(n) tal que el error maximo
max,|E(w)|
sea minimo, esto involucra el procedimiento de intercambio Remez que sigue.

Suponer que se han dado S de N+2 pruebas en las frecuencias extremas wy, wo, - -+, Wn12
y se forza la funcion de peso del error que debe satisfacer las condiciones de alternancia
del error a esas frecuencias:

p:E(wi):—E(le) 221,2,3,,N+1
donde p todavia es desconocido

Resolver para N +2 valores desconocidos a(0), a(1),-- -, a(N), p. Si el error F(w) queda
dado por
—(=1)% = W(w)[H;(w) - P(w)]

la solucién conduce a resolver el sistema matricial:

—(=1)*p

P(w) + W)

= H](w)
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6. Después de obtener los valores de (i) para¢ =0, 1,---, N, calcular la funcién de error
FE(w). Hasta aqui el conjunto de frecuencias w; pueden estar fuera de los extremos
(puntos con derivada cero) y la maximizacion del error puede no ser igual a p. Ahora
E(w) es conocido y se puede calcular un nuevo conjunto de frecuencias w; donde E(w)
verdaderamente sea extremo.

7. Con el nuevo F(w) resolver para «(i) y p tal que se satisfaga p = F(w;) = —E(w;y1)
para el nuevo conjunto de frecuencias.

8. El proceso se repite hasta que converja donde las frecuencias obtenidas satisfacen las
frecuencias extremas. Entonces la segunda condicion del teorema de alternancia se debe
cumplir.

El algoritmo Parks McClellan forza el incremento de p en cada iteracién hasta que converja
a un limite superior donde se encuentra la solucién 6ptima del problema de aproximacion
de Chebyshev. Una de las caracteristicas interesantes del algoritmo es su flexibilidad al ofre-
cer una gran cantidad de respuestas de filtros. Ademés, el resultado del disefio genera una
solucién equirrizo. En la practica no se necesitan resolver explicitamente /N 4 2 ecuaciones
simultaneas de —(—1)%p = W (w)[H(w) — P(w)], se calcula el valor de p y se obtienen los
valores de P(w) a frecuencias wy y la funcion completa de P(w) se calcula por interpolacion.
Antoniou ha desarrollado un procedimiento significativo que reduce méas del 8 % de computo
de este algoritmo [9].

FI, UNAM 55 L. Escobar



Diseno de Filtros Digitales

2.8. Otros tipos de filtros FIR

Existen otros tipos de filtros digitales con caracteristicas muy especiales que no nece-
sariamente siguen los procedimientos mencionados en este capitulo, sin embargo, se puede
disenar utilizando algunos conceptos de filtros digitales FIR.

2.8.1. Filtro FIR tipo peine

Este es un caso especial de filtros multibanda y su respuesta en frecuencia se parece a un
peine, es 1til para dejar pasar o eliminar frecuencias especificas y sus armonicas cuando existe
la presencia de senales periodicas no deseadas, por ejemplo eliminar la frecuencia de 60 hz de
energia eléctrica y armoénicas de 120 hz, 240 hz, etc., también se utiliza en la separaciéon de
componentes solares y lunares de las medidas ionosféricas de la concentracion de electrones
[32]. La ecuacion en diferencias de un filtro peine es

y(n) =z(n) —x(n — L) (2.118)

donde L es el nimero de retardos y es un valor entero. Su funciéon de transferencia es

Hiz)=1-z"= (2.119)

con respuesta en frecuencia

h

w

H(e) = 2sen(wL/2) , O(w) = - (2.120)

es decir, que el filtro peine tiene L polos miiltiples en el origen y L ceros igualmente espaciados
sobre el circulo unitario del plano z, en

7 =/ 1=0,1,2,3,---,L—1 (2.121)

y(n) =z(n) —x(n — L) (2.122)
el centro de las bandas de paso estd ubicado en las frecuencias

2L+ 1)m

; [=0,1,2,3,---,L—1
7 ) [ Rt ] )

y la posiciéon de las armoénicas a atenuar estan en

27l '

Wy = T )
Se puede seleccionar la cancelacion de un cero en el filtro peine agregando un polo similar,
la cancelacion del cero provee una banda de paso, mientras los ceros no cancelados proveen

1=0,1,2,3,---,L—1
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atenuacion en la banda suprimida. Por ejemplo si se introduce un polo en z = 1 se tiene un
filtro FIR con

1—z2F
H(z)=—— 2.123
O — (2123)
produce un filtro paso bajas, si el polo estd en z = +j produce un filtro paso banda y si el
polo estd en z = —1 produce un filtro paso altas.

Otra forma general de disefio de un filtro FIR peine es considerando la funcién de trans-
ferencia

H(z) = i h(k)z=" (2.124)

y reemplazar a z por z”, donde L es un entero positivo

H(z) = i/[: h(k)z=* (2.125)

si la respuesta original del filtro FIR es H(w), entonces la respuesta en frecuencia del filtro
tipo peine es

Hpy(w) =Y h(k)e " = H(Lw) (2.126)

la respuesta H(w) es una repeticion de orden L de H(w) en el intervalo 0 < w < 27.

Si el sistema original FIR con funcién de transferencia H(z) tiene ceros a frecuencia wy,
entonces la funcion de transferencia Hy(w) tiene valores nulos (los respectivos ceros) a fre-
cuencias wy, = wo+27k/L parak =0,1,2,3,4,---, L—1, como se ve en figura 2.16. Se puede
cancelar selectivamente uno o mas ceros en el filtro peine con un polo correspondiente. La
cancelacion de un cero provee una banda de paso, mientras que los ceros restantes proveen
atenuacion en la banda suprimida [21].

Un ejemplo tipico se presenta en la figura 2.17, donde se ve claramente la respuesta en
frecuencia de un filtro FIR tipo peine con L = 4 que suprime miultiples bandas.
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[H(w)]
| l v
0 s 2
[Hp(w)]
/\ B
O 71'/2 T 3’71'/2 2

Figura 2.16: Relacion de H(w) y Hp(w) de un filtro peine

4 [H(w)

o ™ 27 w

Figura 2.17: Filtro FIR tipo peine, L = 4
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2.8.2. Filtro FIR diferenciador

Un filtro diferenciador ideal tiene una respuesta en frecuencia que es proporcional a la
frecuencia y se define

H(w) = jw —r<w<m7 (2.127)
con respuesta al impulso
1 T -
h(n) = — [ jwer dw
(1) = 5= | dwe
h(n) = o —o0o<n<oo, n#0 (2.128)
n
su respuesta al impulso antisimétrica, h(n) = —h(—n), es decir, que su disefio puede basarse

en la consideracion de los filtros FIR antisimétricos del tipo tres y cuatro.

Un filtro diferenciador debe tener una respuesta en frecuencia igual a cero a frecuencia
cero (H(0) = 0) para que se satisfaga su condicién verdadera de diferenciador. Sin embargo,
si se desea un diferenciador de banda completa es imposible lograrlo con un filtro FIR de
longitud N impar, dado que H(w) = 0 para N es impar. En la practica los diferenciadores
se definen en un intervalo de frecuencia entre 0 < w < 27f,, donde f, es la frecuencia de
paso y el intervalo 27 f, < w < 7 se puede forzar a cero.

2.8.3. Filtros FIR por transformada de Hilbert

Es un caso especial de un filtro paso todo, el cual produce un corrimiento de fase de 90°
a las senales de entrada. El uso principal de los filtros paso todo es la correccién de la distor-
sién de fase introducida por un sistema fisico u otro sistema [21]. La transformada de Hilbert
se utiliza frecuentemente en comunicaciones como en generaciéon de senales moduladas con
banda lateral tinica, en procesamiento de sefiales de radar y en procesamiento de voz [32].

Para el diseno de este tipo de filtros se puede hacer a través de los tipos 3 y 4 de la tabla
2.6 utilizando el algoritmo de Parks McClellan.
La transformada de Hilbert se especifica

i) = {

—7 O<w<m

3 mcw<0 (2.129)

Aplicando la transformada inversa de Fourier, se puede calcular la respuesta al impulso de
la transformada de Hilbert:

sen?(mn/2) n 7& 0

h(n) = { 3 n 00 (2.130)

donde h(n) es antisimétrica, infinita y no causal, para el caso causal con una h(n) de longitud
N, h(n) = —h(N—n—1). También se observa que para una respuesta al impulso antisimétrica
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su respuesta en frecuencia es puramente imaginaria.

Para el disefio de los casos tres y cuatro de filtros FIR se requiere que la H(w) sea cero para
w = 0 para N par e impar y también para N impar en w = . Por lo que seria imposible
disenar un filtro paso todo tipo Hilbert, sin embargo, en la practica los transformadores paso
todo de Hilbert son innecesarios, solo se necesita cubrir una banda de frecuencias de interés.
Entonces el valor real de la respuesta de Hilbert seria:

Hw)=1 wr, <w <wpy (2.131)

2.9. Diseno de filtros FIR con programas simuladores

Como resumen final se sugiere al lector que consulte el software libre y comercial que
existe en el mercado tales como Octave, Scilab, Matlab, Ptolemy, etc. Por ejemplo en Matlab
se pueden encontrar las funciones para el calculo, prueba y diseno de filtros digitales FIR:

firl, fir2, firclsl, firls, fircles,
barlett, hanning, hamming, blackman,
kaiser, kaiserord, remez, hilbert,
freqz, filter

2.10. Resumen

En este capitulo se han analizado la caracteristicas principales de los filtros digitales FIR,
la teoria de analisis y diseno, los métodos y procedimientos mas utilizados, sus estructuras
de implementacion, también se han senalado en algunos casos las aplicaciones de estos fil-
tros. Cabe mencionar que en las metodologias de disefio algunas veces resultan muy tediosas
cuando se realizan manualmente o en calculadora, sin embargo, con las herramientas moder-
nas de computo, una vez entendida esta teoria, se pueden desarrollar programas personales
en lenguajes de alto nivel que nos permitan realizar nuestros propios disenos. O bien si se
quieren utilizar herramientas de calculo y disefio més ilustrativas podemos acudir a progra-
mas de aplicacién que ya se han mencionado. Sabiendo de las virtudes de los filtros FIR, en
el siguiente capitulo se abordara el disefio de filtros TIR, que son otra alternativa de filtros
digitales con sus ventajas y desventajas.
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Capitulo 3

Filtros de respuesta infinita al impulso
(TIIR)

Los filtros de respuesta infinita al impulso (IIR) también son llamados recursivos o au-
torregresivos de movimiento promedio (ARMA), ya que constan de una parte que efectia
la suma ponderada de la entrada z(n) y retardos de x(n — i), y la otra que efectiia una
suma ponderada de las salidas y(n — i) retrasadas. Recordando que todo filtro analdgico
(FA) genera una respuesta infinita al impulso, parece obvio que un sistema discreto con
respuesta infinita al impulso pueda emular las caracteristicas de un filtro analégico. La res-
puesta infinita de un sistema discreto IIR se debe a su caracter recursivo que retroalimenta
la salida retrasada. Debido a la similitud con los requerimientos de un FA, en el diseno de
un filtro digital IIR, la técnica méas popular es el mapeo analégico a digital, es decir, mapear
la funcién de transferencia H (s) en el plano s a la funcién de transferencia H(z) en el plano z.

En este capitulo se abordaré el anélisis de los filtros digitales IIR, sus caracteristicas més
importantes, estructuras y metodologias de disefio. Cabe mencionar que con base al anéalisis
realizado y los conceptos manejados para el diseno de filtros FIR, el estudio de los filtros IIR
puede ser mas facil.

3.1. Caracteristicas de los filtros IIR

Los filtros IIR tinen algunas ventajas y desventajas sobre los filtros FIR que se enuncian
a continuacion:

= Debido a su recursividad con pocos coeficientes pueden generar filtros de gran pendiente
en la banda de transicion.

= Los filtros IIR pueden generar respuestas con un buen grado de aproximacion el com-
portamiento de un filtro analdgico, esto es, emulando la respuesta al impulso o la
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respuesta en frecuencia, ya que cuando la frecuencia de muestreo es muy alta en com-
paraciéon con las frecuencias de interés el comportamiento de un filtro IIR es similar a
un filtro analogico.

= Los filtros IIR pueden ser inestables, por lo que hay que ser cuidadosos en el diseno.
Los errores introducidos en el calculo de la salida y(n) debido a la precision finita de
los célculos mateméaticos son dificiles de predecir y como consecuencia pueden hacer
inestable el sistema al mover los polos fuera del circulo unitario.

= Como h(n) es infinita, no es posible tomar una suma de convolucién desde un punto
de vista practico.

= No pueden ser de fase lineal como en los filtros FIR, pero esto se compensa al tener
una mejor respuesta de la magnitud en frecuencia.

Del capitulo anterior se sabe que un filtro de fase lineal debe tener una funcién de transfe-
rencia que satisfaga la condicion [32]

H(z) = +£N"TH(z™h)

donde zV~! representa un retardo de N — 1 unidades en el tiempo. Para implementar este

tipo de filtro como IIR debe tener polos imagen (inversos) fuera del circulo unitario por
cada polo dentro del circulo unitario, que lo haria inestable. Por tanto, un filtro IIR causal
y estable no puede implementarse con fase lineal.

3.2. Estructuras de filtros digitales IIR

Recordando que la salida de un sistema lineal y discreto puede escribirse como la convo-
lucién de la entrada con su respuesta al impulso, y si un filtro IIR su respuesta al impulso
es infinita, entonces

y(n) = z(n) * h(n) = Z h(i)az(n — 1) (3.1)

se observa que esta operacién para un sistema IIR computacionalmente no es realizable ya
que se necesitan infinitos coeficientes, sumas y productos. Por tanto, para que un sistema
discreto de componentes finitas pueda generar una salida infinita con una entrada impulso,
el sistema debe ser recursivo, entonces para poder realizar un filtro o sistema IIR es necesaria
una ecuacion en diferencias que retroalimente la salida retardada, es decir

q P
y(n) =Y b(i)a(n —i) = > a(i)y(n — i) (3-2)

i=0 i=1
De forma similar a los filtros digitales FIR, se tienen diferentes estructuras de implemen-
tacion de filtros ITR, considerando la ecuaciéon en diferencias que se utiliza para implementar
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un filtro IIR y aplicando la Transformada Z (T'Z), se obtiene la funciéon de transferencia
H(z) del filtro

(
Y(2) B(z) = Cbo bz 4 bz
 agtaz 4.+ a,z7P

s apg = 1 (33)

donde p es el nimero de polos, ¢ es el nimero de ceros de H(z), a; y b; son los coeficientes
del filtro.

Cualquier tipo de estructura que se seleccione debe ser equivalente al mismo sistema.
Dependiendo como se traten las dos ecuaciones anteriores se pueden obtener cuatro formas
o estructuras de implementacién méas utilizadas:

s Forma directa I
» Forma directa II o candénica
= Forma cascada
» Forma paralela

Otras estructuras de interés como “lattice” y “lattice-ladder” se estudiardn en los capitulos
siguientes.

3.2.1. Filtro ITR forma directa

En esta forma la ecuacion (3.2) es implementada directamente en un diagrama de bloques
béasicos sin efectuar ningtin cambio. Existen dos partes en este filtro denominadas movimiento
promedio y parte autorregresiva (ARMA). A la vez esta implementacién conduce a dos
formas: directa I y directa II.

Forma directa I

Si la ecuacioén en diferencias (3.2) se desarrolla directamente, entonces se tiene:
y(n) =box(n) +biz(1)+ - +bx(n —q) —ary(n —1) —asx(n —2) — - - —a,y(n —p) (3.4)

Se observa que existen dos lineas de retardo, una para la sefial de entrada x(n) y la otra para
la senal de salida y(n), es decir, que se tendran p 4+ ¢ bloques de retardo como se aprecia en
la figura 3.1.
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x(n)

_ Yy

Figura 3.1: [IR forma directa I

Forma directa II o canénica

Manipulando la ecuacion (3.3), las lineas de retardo se pueden convertir en una sola,
lo que conduce a la forma directa II de un filtro IIR o estructura canénica. Esta forma se

deduce al descomponer la ecuacion (3.3) en dos factores

)= 55 =15 A)Z> =B (1+4() = BEOE) (3.5)
f{g — B(2)C(2)
para un punto intermedio I(n)
= Y(z) = B(2)C(2)X(2) = B(2)L(z) (3.6)
L(z) =C(2)X(z)
L(z) = X(2) —a1L(2)z7 " —asL(2)z 72 + - - - (3.7)
entonces por transformada Z inversa
I(n)=x(n)—allln —1) —agl(n —2) + - - (3.8)
para la salida
Y (2) = boL(2) + by L(2)2™ + by L(2)2z 2 4 - - - (3.9)
y(n) =bol(n) + byL(n — 1)+ bol(n — 2) + - - - (3.10)
Esta estructura se expresa graficamente en la figura 3.2.
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b0 y(n)

bl

b2

Figura 3.2: [IR forma directa II o canénica

A esta forma se le llama canoénica, dado que la implementaciéon de la funciéon de transfe-
rencia se realiza con la menor cantidad de bloques de retardo. Una estructura de un filtro
digital se dice que es canoénica si el nimero de retardos de su representaciéon en diagramas
de bloques es igual al orden de la ecuacion en diferencias [21], [24].

Otra forma canoénica

Si se manipulan las operaciones en la ecuacion en diferencia, se puede obtener otra forma
canonica conocida como forma directa transpuesta, que se ilustra en la figura 3.3 y también
tiene un minimo de retardos.

bOo
x(n) i : y(n) -

n—1

bl —al
G’H—
n—1

b2 — a2

Figura 3.3: Forma directa transpuesta
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3.2.2. Filtro ITR en cascada

En esta forma, la ecuacion (3.3) es factorizada en secciones de primero y/o segundo orden,
llamadas secciones “biquads”. La funciéon de transferencia del sistema es representada como
el producto de funciones biquads. Cada funciéon biquad es implementada en forma directa
o canénica y la funciéon completa del sistema como secciones biquad en cascada. Es decir,
que se factorizan el numerador y denominador de la ecuacién (3.3) para obtener factores de
segundo orden, los polos y ceros se agrupan en secciones segundo orden con polos o ceros
complejos conjugados para obtener coeficientes reales. La ecuaciéon a implementar es

K 14+ By 12_1 + By, 22_2
H(z)=b ][] — —
i} 14 AkJZ 1 + AkQZ 2

(3.11)

Donde K = %, Y B, Bra, Ar1y Akz2 son nimeros reales que representan los coeficientes
de las secciones de segundo orden. Cada seccién biquad se implementa en forma directa o
canodnica y la entrada de la seccion k-ésima es la salida de la seccion (k—1) (figura 3.4). Esta
forma permite disminuir la acumulacién de errores numéricos cuando los filtros se programan
en aritmética de punto fijo, ya que en la forma directa la variaciéon de uno de los parametros
afectara la localizacion de todos los polos de H(z), por el contrario, en forma cascada la
variacion de uno de los parametros solo afectara al respectivo polo de esa seccion. Por lo
tanto, la realizaciéon en cascada es menos sensible a la variaciéon de los parametros comparada
con la forma directa.

Figura 3.4: Filtro IIR de cuarto orden en cascada

3.2.3. Filtro IIR en paralelo

Es similar a la forma cascada, pero con la diferencia que la ecuacion (3.3) se representa
como una suma de fracciones parciales de primero y/o segundo orden. De nuevo cada seccion
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es implementada en forma directa o canénica y la funcion total del sistema como una red
paralela de las secciones. Desarrollando la ecuacion (3.3) en fracciones parciales:

60+812_1+...+8 21 Y _
H(z) = 1 § Chz " > 3.12
(2) L+aiz7t+ . +apz? + £ ke 1= (3.12)
K _ q—p
Byo+ Bii1z7! —k
H(z) = E : : E C > 3.13
(2) — 1+ Apz7t + Appz2 + par ke 1=p ( )

Donde K = %, Y Bro, Br,1, Ar1 ¥ Ag 2 son nimeros reales que representan los coeficientes de
las secciones de segundo orden. La entrada x(n) del filtro esta disponible para toda seccion
biquad, la salida de cada seccién es sumada para formar la salida y(n) del filtro (figura 3.5).

x(n)

Figura 3.5: Filtro IIR de cuarto orden en paralelo

3.3. Meétodos de diseno de filtros IIR

Existen varios métodos para el diseno de filtros IIR, cada uno tiene sus ventajas y des-
ventajas como se mencionara en adelante, sin embargo, uno de los métodos mas utilizados
es la transformacion analégica a digital a través de transformada bilineal. Entre los métodos
de diseno tenemos:
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» Indirectos o transformaciones de filtros analdgicos a digitales.
Estos métodos estan basados en el desarrollo de funciones de transferencia digitales
H(z) a partir de funciones de transferencia analogicas H (s) normalizadas que corres-
ponden a especificaciones de un filtro analégico. Estas transformaciones se deducen en
tal sentido que se preserven las caracteristicas de los filtros analogicos.

e Transformada bilineal (TB). Es el método més utilizado en la practica, la
cual preserva las caracteristicas de la funcién de transferencia analogica H(s) al
convertirla en la funcion de transferencia H(z).

e Transformaciones por impulso invariante. En esta transformacion se preser-
va la forma de la respuesta al impulso h(t) de un filtro analégico, esta funcion se
muestrea para obtener la respuesta al impulso h(nT') del filtro digital correspon-
diente.

e Aproximacién por diferencias finitas. En este caso la representacion de la
ecuacion diferencial de un sistema analdgico se convierte a una ecuacién en dife-
rencias de un sistema discreto correspondiente utilizando diferencias finitas.

e Transformacién Z-matched. Se mapean directamente los polos y ceros de la
funcién H(s) en el plano z.

= Directos:
Con estos métodos, el disenio se realiza en el plano z para obtener directamente la
funcion de transferencia del filtro digital H(z).

e Diseno en el plano z: Se realiza por la localizacion de polos y ceros en el plano z
y luego se obtiene la funcion de transferencia H(z). Para este método se requiere
que el disenador tenga mucha experiencia en el diseno de filtros digitales.

e Minimizacién del error: Se propone una funcién de transferencia del sistema
discreto H(z) tal que su respuesta en frecuencia se aproxime a un filtro ideal
H;(z), el error entre estas dos funciones se minimiza a través de algin criterio de
optimizacion.

e Por férmulas: En algunos manuales de diseno de filtros digitales se pueden
encontrar féormulas parametrizadas, que se utilizan directamente introduciendo
las especificaciones y calculando los parametros.

3.3.1. Transformacién de filtros analégicos-digitales

Las técnicas mas sisteméaticas de aproximacion de filtros IIR estan basadas en obtener una
funcion adecuada de un filtro analégico y transformarlo al dominio discreto, procedimiento
que no es posible cuando se disena un filtro FIR. Recordando que un sistema analégico lineal
e invariante con funcién de transferencia H(s) es estable si todos sus polos estan ubicados
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en la mitad izquierda del plano s, y un sistema discreto con funcién de transferencia H(z) es
estable si sus polos estan dentro del circulo unitario en el plano z, entonces al aplicar alguna
técnica de transformacion del plano s al plano z debe cumplir con las propiedades deseables:

= El eje j€2 en el plano s debe ser mapeado sobre el circulo unitario en el plano z, donde
() se refiere a la frecuencia analdgica.

= La mitad izquierda del plano s debe quedar mapeada dentro del circulo unitario en el
plano z

El procedimiento de disefio clasico de filtros analogicos a filtros digitales incluye |3]:

1. Utilizacion de prototipos analdégicos normalizados: Butterworth, Chebyshev, Elipticos
o Bessel.

2. Formulas de transformacion de bandas de frecuencia de filtros paso bajas a filtros FPA,
FPBW y FSBW.

3. Utilizacién de algtin mapeo o transformaciéon de los polos en el plano s a los polos
localizados en el plano z. En este método, dada una funcién de transferencia analogica
H(s), sus polos son mapeados directamente en los polos de la funcién H(z), haciendo
una simple sustitucion.

Relacion entre funciones de transferencia H(s) y H(z)

En la figura 3.6 se observan las posibilidades de llegar a obtener la funcién de transferencia
de H(z) de un sistema discreto a partir de conocer las cartacteristicas de un sistema H(s)

continuo. Esto implica que existe una relacién directa entre las transformadas de Laplace
(T'L), Fourier (TF)y TZ.

Muestreo
h(t)

Y

h(nT)

TC Iz TF

H(s) —| H(z) —— H(w)

Figura 3.6: Transformacion de H(s) a H(z)
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Q, Qgup

Figura 3.7: Especificaciones de un FPB analégico

En la figura 3.7 se ilustran las especificaciones de la magnitud al cuadrado de la respuesta

en frecuencia de un filtro analdgico (2 se refiere a la frecuencia analégica).

Los parametros a tomar en cuenta en el diseno son:
= ¢ : Rizo en la banda de paso.
= )\ : Rizo en la banda suprimida.
= (),: Frecuencia de corte en la banda de paso.
» (2, Frecuencia de corte en la banda suprimida.

Donde se debe satisfacer:

1
SN2 _
‘Ha(]Q)‘ —m en Q—Qp
1
|Ha(j§2)]2 = en Q=Q,
< |H,iN?<1 Q<10
S S IHLUDP <L (9 < 0]
. 1
0< ’Ha(JQ>’2 < A2 Qs < ’Q’

Relaciones en decibeles

1
Ap = —10l0910 <—2> = € =1/104»/10 _ 1

1+e¢

(3.14)
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1
A, = —10loglo<ﬁ) = A= V10410 (3.15)

Los rizos 6 y 02 en la banda de paso y banda suprimida respectivamente estan en escalas

absolutas:
1—96 /1 240
1+ 51 1+ €2 1-— 51

(52 1 ].+51
= — A:
110, A 5

(3.17)

Procedimiento de diseno
1. Proponer especificaciones en frecuencia analogica A, A,, Qc, Qgup ¥ fs-
2. Calcular el orden n del filtro de acuerdo al prototipo a utilizar.
3. Buscar el polinomio H(s) en tablas.
4. Efectuar la transformacion de H(s) a H(z).
5. Normalizar H(z) para un filtro IIR.
6. Seleccionar una estructura para implementar el filtro.
7. Encontrar y(n) = TZI{Y (2)} = TZI{X(2)H(2)}.
8. Implementar la ecuaciéon o ecuaciones en diferencias en algin simulador, un lenguaje

de alto nivel o en una arquitectura para Procesamiento Digital de Senales.

3.3.2. Prototipos analégicos o aproximaciones polinémicas

Los prototipos analdgicos existentes son funciones de transferencia normalizadas H (s)
y nos dan una muy buena aproximacion de la funciéon de transferencia H({2) a la funciéon
ideal H;(Q2). En el disefio de filtros analégicos se utilizan ampliamente las aproximaciones
polinémicas siguientes:

Butterworth

Chebyshev tipo I y 11

Elipticos o de Cauer

Bessel
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3.3.3. Prototipo Butterworth paso bajas

La aproximacion Butterworth es conocida de maxima respuesta plana, y es caracterizada
porque su respuesta es plana en la banda de paso y en la banda suprimida. La magnitud
de H(f2) decrece mondtonamente en 2 > €, para obtener una banda de transiciéon angosta
se requiere un orden alto, sin embargo, algunos disenos con un orden n > 3 son bastante
aceptables como se observa en la figura 3.8. La magnitud de su respuesta en frecuencia esta
dada por [9]

|H(jQ)? = (3.18)
Donde
n: es el orden del filtro

€2,: es la frecuencia de corte en la banda de paso, cominmente se disenia a -3db
A, =1/(1 + €*): magnitud de la banda de paso a -3db

[H(Q)[*

Q

Figura 3.8: Prototipo de un filtro Butterworth paso bajas en funcién del orden n

De la figura 3.8 se observa que en:
= =0, |H(jQ)|* =1 para todo n

QO =0, |H(59)|? = 0.5 para todo n con una atenuacion de -3db

|H(j€2)| es una funcién mono6tona decreciente para todo €2

|H (7€2)| se aproxima a un filtro ideal si n — oo

1> [H(Q)| > 1-9, para 9] < |wy
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= |H(Quup)| < 0sup  para Q2 |wi|

La funcion de transferencia estéd definida

1
Hs) = (s —s1)(s—52) (s —5n)
H(s) = ! (3.19)

S" 4+ Ay S" 4t as+ 1
donde s; son los polos en el plano s y los coeficientes a; son ntmeros reales.

Evaluando la funcion |H(jQ2)|? como funcién de s para encontrar los polos y ceros, si

s = jQ, ademés |H(jQ)|> = H(s)H(—s) y Q = s/j, se tiene

. 1 (7)™
HGDA .. = = .20
‘ (.] >|Q:5/J 1+ (jéc)Qn 52n + (jQC)Qn (3 )

Las raices del denominador son los polos de H(j€)
pe = (=1)21 (jQe) = Qeelz GEFn+) p—0.1,2, .. 2n—1
En resumen la aproximacién Butterworth tiene las caracteristicas:

» Existen 2n polos de H(s)H(—s) distribuidos en el circulo de radio €. e igualmente
espaciados en 7/n radianes. Los polos son simétricos respecto al eje real e imaginario,
sin embargo, sblo los n polos que estdn ubicados en el semiplano izquierdo forman la
funcién de transferencia H(s) estable.

= Sin es par los polos son: pj, = Q.eisn = Q. (cos(g—f) +jsen(g—£‘)>
donde £ =10,1,2,3,---,2n —1
= Si n es impar los polos son: py = Q.¢/(F+5), donde k=0, 1, ...,2n — 1

= Los polos nunca estan en el eje imaginario (py # j€2.). En ambos casos si n es par o
impar los polos son simétricos respecto al eje real.

= Si n es impar uno de los polos esta en el eje real.

= Un filtro con aproximaciéon Butterworth estd completamente caracterizado por los pa-
rametros n, €, 0 y la relacion {2,/

» Los polos en la parte izquierda del plano s se ubican en

(2k + 1)7r) + jeos(

as (2k + 1)7r))

Dp = QC< — sen( 5
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= La funcién de transferencia se puede escribir

H(s) = (~1)"

Calculo del orden n de un filtro tipo Butterworth

Un primer paso en el diseno de un filtro IIR consiste en calcular el orden n de la funciéon
de transferencia H(s) de las especificaciones analogicas. Este céalculo depende del tipo de

aproximacion que se desee y de las especificaciones deseadas tales como:

= A, ganancia en decibeles de la banda de paso

As ganancia o atenuacién en decibeles de la banda suprimida

fe frecuencia de corte en Hertz

fp frecuencia de corte en banda de paso en Hertz

fsup frecuencia de corte en banda suprimida en Hertz

= f, frecuencia de muestreo en Hertz.

De la figura 3.9 se pueden evaluar las magnitudes de las ganancias en la banda de paso

justamente en la respuesta de corte utilizando la ecuacion (3.18).

Para las especificaciones de un FPB, si (2 = (), en la banda de paso

1
4y = t0log(— 1)
14 10 1_'_(3_1:)2“

A, = 10logy <1 + (g—i)%>

Qp 2n A
) =104/ — 1
(&)

para la banda suprimida 2 = ()

AS = —10l0910<
1+

Ay = 101091()(1 b (Sew )zn)

9 » 2n A
) =104/ —
(4)
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Resolviendo para n
100.1A5 -1
lOglO ( 100.1Ap -1

2logio(52)

(3.21)

Para esta féormula, A, y A, estan en valores positivos de decibeles, y A, generalmente se
disena para -3 db, n también se puede escribir en términos de logaritmos naturales

£0-2345 _q
()
2ln(95—zp) '
Las ecuaciones (3.21) y (3.22) son validas para el célculo de filtros FPB Butterworth. Pa-
ra el calculo de filtros FPA Butterworth se debe invertir el cociente del logaritmo en el

denominador de estas ecuaciones, es decir, escribir QQC .
sup

| QP

[
1
-
Q
Q, Qgup

I
I
|
I
I
I
I
I
I
|

Figura 3.9: Parametros para el calculo del orden n de un filtro Butterworth

Polinomios de Butterworth

La tabla 3.1 no se hace muy extensa ya que un filtro IIR no utiliza valores de n muy
altos, ademaés la factorizacién se hace en polinomios de segundo orden para implementar-
los en estructuras biquad. Esta tabla se puede generar facilmente si se ubican los polos
simétricamente sobre el semicirculo unitario izquierdo en el plano s.

3.3.4. Prototipo Chebyshev

Este tipo de aproximacién contiene rizo en la banda de paso o suprimida, sin embargo, se
pueden obtener filtros de menor orden que un disenio con aproximacién Butterworth con las
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H Orden ‘ Polinomio H
1 s+1

s? + \/is +1

(s?+s+1)(s+1)

(52 4 0.76537s + 1)(s* + 1.847765 + 1)

(s + 1)(s* +0.61803s + 1)(s* + 1.61803s + 1)

(s +0.51764s + 1)(s* + 1.41421s + 1)(s* + 1.93185s + 1)

| O x| WD

Tabla 3.1: Polinomios de Butterworth

mismas especificaciones, es decir, que la aproximaciéon tipo Chebyshev mejora la pendiente
en la banda de transicién para un mismo orden n a costa de introducir rizos en las bandas
de paso o suprimida, por tanto en su diseno siempre va a existir un rizo €, entre méas alto sea
el orden se mejora la pendiente pero crece la cantidad de rizo. Sus polos se localizan simétri-
camente sobre una semielipse circunscrita en un semicirculo en el plano s, esto se deducira
analiticamente. En cuanto a su respuesta en fase son mas no lineales que los tipo Butterworth.

Esta aproximacion se clasifica a la vez en:

» Filtro Chebyshev I, contiene sélo polos, exhibe rizo en la banda de paso y su funcién
de transferencia es monétona en la banda de suprimida.

» Filtro Chebyshev II, contiene polos y ceros, exhibe rizo en la banda suprimida y su
funcién de transferencia es monétona en la banda de paso. Los ceros de H(s) se ubican
en el eje imaginario del plano s, también es conocido como filtro inverso de Chebyshev.

Filtro Chebyshev I

Su funcién de transferencia sélo contiene polos y la magnitud de la respuesta en frecuencia
de un filtro tipo Chebyshev I esta dada por [9]

HGO)? = ——

= — 3.23
1+ 6202(%) ( )

en variable s 1

H(s)]? =
[H(s) 1+ e2C2(—js)

(3.24)

donde
n: es el orden del filtro.
€ = v/1042/10 — 1, es la magnitud del rizo en la banda de paso relacionado con la ganancia
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en la banda de paso A,.
Cy(z): es el polinomio de Chebyshev de orden n, donde = = Qﬂ y esta dado por:

cos(n cos™(z)) 0<z<1

Cn() = { cosh(ncosh™(z)) 1<z < oo (3.25)

El rizo se debe a la naturaleza de los polinomios C,,(z). De la magnitud de la funcién de
transferencia al cuadrado se pueden resaltar algunas caracteristicas:

» Para 0 <z <1, C,(x) oscila entre -1 y 1.

= para 1 < x < 0o, () se incrementa monoliticamente a oo.

= C,(1) =1 para todo n.

= Todas las raices de los polinomios C,,(x) ocurren en el intervalo —1 <z <1

si Q. =1ysiu=cos (), entonces C,(Q) = cos(nu)
de la identidad trigonométrica

cos[(n + 1)u] = 2 cos(nu) cos(u) — cos((n — 1)u)
desarrollando para diferentes valores de n, se puede obtener la férmula recursiva
Cri1(2) =2QC,(Q) — C,—1(Q) n=1,234.. (3.26)

que genera los polinomios C,,(£2), para el desarrollo de polinomios de orden superior se deben
considerar las condiciones iniciales Cy(2) = 1y C1(2) = © como se observa en la tabla 3.2.

| Orden | Polinomio C,,(Q) |

0 1
1 0

2 202 — 1

3 403 — 30

4 8O —802% +1

5 169° — 209 + 50

Tabla 3.2: Polinomios de Chebyshev C,,(2)

Ademés existen dos formas posibles del comportamiento del rizo para |H(j2)|* depen-
diendo si n es par o impar, tal como se observa en la figura 3.10, donde = = Qﬂ es la frecuencia

normalizada a la frecuencia de corte €).. De la figura 3.10 se puede deducir Cque:

FI, UNAM 7 L. Escobar



Diseno de Filtros Digitales

Enz=0 (Q2=0)
|H(j0)|*=1 si n=impar

|H(j0)]> = = si n=par

Enz=1(Q=Q.)

|H(jx)|” = 7=, para n par o impar

Para0 <z <1 0<Q<Q)
|H(jx)|* oscila entre 1y H%

Siz>1(Q>Q.)
|H (jz)|* decrece monétonamente a cero

= En o = Q)
|H(jz)]* = 42

¢ c

Figura 3.10: Respuesta en frecuencia de la aproximacién Chebyshev 1

Localizaciéon de los polos para filtros Chebyshev 1

Igualando a cero el denominador de la ecuacion (3.24), se obtienen las raices

1+ C3—js) =0 = C,(—js)=2j/e (3.27)

sustituyendo s = o + jQ y la defininiciéon de los polinomios C),(x)
cos(ncos™H(Q — jo)) = +j/e (3.28)
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definiendo cos™' (2 — jo) = x + jy,
cos(nx + jny) = +j/€ (3.29)
por identidades trigonométricas
cos(nx)cos(jny) — sen(nx)sen(jny) = +j /€ (3.30)
dado que cos(jx) = cosh(x) y sen(jz) = j senh(y), nos queda
cos(nx)cosh(ny) — jsen(nx)senh(ny) = +j/e (3.31)
igualando las partes reales e imaginarias
cos(nx)cosh(ny) =0 y sen(nx)senh(ny) = +1/e (3.32)

donde cosh(ny) # 0y sen(nz) = 1, entonces cos(nz) = 0, por lo que

a;:(2k;+1)21, k=0,1,2,--,2n—1 (3.33)
n
1 —1
y = Et—senh™ (1/e) (3.34)
n
Entonces las partes reales e imaginarias de la localizacién de los polos son
us 1 _1
o) = isen((QkJ + 1)—) senh(—senh (1/(—:)) (3.35)
2n n
T 1 _1
Q. = cos <(2k; + 1)—)cosh<—senh (1/6)) (3.36)
2n n
para k =0,1,2,---,2n — 1 los polos estan distribuidos sobre la elipse
(% Qk 1 _1
= = —senh™ (1 3.37
senh?y + cosh?y y=n%n (1/¢) (3:37)

donde el eje menor es o (real) y el mayor ;2 (imaginario).

Calculo del orden n

De las especificaciones A, = 10log(1 + €*) y € = v/100-147 — 1

calculando la magintud de A,

Qsu
Agup = 1010g (1 n 6205(9—”)) (3.38)
P
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sustituyendo el polinomio C;, para €2 > (1,

Q
Agup = 101og (1 + 62cosh2(ncosh_1(%))> (3.39)
P

por lo tanto

qup)> _ 100-14sup _ |

2 -1
cosh <ncosh ( 0 T10014p _ 1

(3.40)

P

cosh™1 <\/ 1001 Asup —1>
Vit (3.41)

cosh*l(ﬂé—f)

finalmente despejando n

n >

Filtros Chebyshev II

Esta aproximacién también es conocida como Chebyshev inverso y tiene una magnitud
plana en la banda de paso y rizo en la banda suprimida. La funcién de transferencia H (s)
tiene polos y ceros. La magnitud al cuadrado de la funcién de transferencia de un filtro tipo
Chebyshev esta dada por

2012 Qsup
P (3.42)
con atenuacion )
Ay(Q) =10log (1 + —————) db 3.43
()= 0iog (14 o) 54

calculando €, en (2 = €2, al inicio de la banda suprimida y de la tabla 3.2 se puede comprobar
que Cp(1) =1

e (3.44)

1
A (2) = 101og <1 + m) - 10014 — 1

En la banda de paso la maxima atenuacién permitida A, no puede exceder () = (2, entonces

A, = 101log (1 + (3.45)

)
(%)

P

el orden se calcula de igual forma que para el filtro Chebyshev 1. Los polos y los ceros pueden
calcularse analiticamente por medio de

202 (1w
H)P = HH (=) = =l (3.46)
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Los ceros se pueden calcular igualando a cero el numerador de la funcién de transferencia

199 ~1,7%%su
C’n(]—p) =0 o cos(ncos 1(]_;))) =0

S S
que satisface
1 mm .
cosh_l(u) = — m impar
s 2n
entonces los ceros estan ubicados en
_ mm
Sm = ]qupsec(Q—) m=1,3---,2n—1 (3.47)
n

La localizacion de los polos se obtienen calculando las raices del polinomio

QSU
1+8Cﬂ7f):o (3.48)
de forma similar a Chebyshev I, s6lo que hay que reemplazar —s por 1/s. Es decir, que los
polos de Chebyshev II son los reciprocos de los del I, entonces si s, es un polo del tipo I,

1/s, es un polo de tipo II. Los polos del tipo II también estan ubicados sobre una elipse [9)],
[27].

Implementacién de un filtro Chebyshev 1

Como es conocido para un sistema continuo con funcién de transferencia H(s) causal y
estable, los polos de H(s)H(—s) deben estar en la parte izquierda del plano s, estos polos
son obtenidos al hallar las raices del polinomio del denominador

S

p(z) =1+ €C3(~ 3.49
@ (o) (3.49)
Para su solucion se puede comprobar que si pp = oy + j€2, donde £k = 0,1,2,....,n — 1, son

las raices del polinomio p(x), entonces cada una de las variables son

T (2k+D)m T (2k+1)m
-en (5 LI o=y (22
o = (af).) cos 2+ o™ Q. = (b82,) sen 2—1— o
para k=0,1,2,3,...n—1
1 N 1, — 1
e=3(va-§3)  p=3(va+ i)
1 1 1 241
EESHY A QI ER.2 S
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Las raices estdn ubicadas sobre una elipse con eje mayor bS). y eje menor af).. Una vez
calculado los polos py, éstos se sustituyen en la siguiente funcién H(s) de Chebyshev I

n—1
Pk
His)=K || —— 3.50
(s) kl;[O G- (3.50)
Donde K es un factor de normalizacién elegido de la siguiente forma

1

—1 si n impar
K = T
\/ﬁ s S1 . par

(3.51)

Con las ecuaciones (3.50) y (3.51) se pueden generar los polinomios de Chebyshev I para
cualquier rizo € y orden n.

Dadas las especificaciones del filtro, 2,, Q,,, A, ¥ As, se requieren tres pardmetros para
determinar un filtro Chebyshev I: €, 2. y n. Las ecuaciones que relacionan estos parametros

son
e=+10014 —1 y  A=104/10 (3.52)

donde 2, = 2, para el orden n

lOgl()(l + v 12— ].)

n= [=+(A2—-1)/€ 3.53
logio(2 + /€2 = 1) ( )/ (3:53)
de la grafica 3.11 se tienen las siguientes variables
e=/10014 —1 | A =1/10014: — 1
2, 2
Ky = a A, = 10log(1 + €°)
sup

Para la banda suprimida
22 $sup
A = 10log<1 +e€ C’n(—)>
Q,
sustituyendo el polinomio C?(2)
2 2 —1 Qsup
A = 10[09(1 + €“cosh”(ncosh (—)))
Wp
y el orden n para un FPB se puede calcular por la ecuacion
cosh™1 (7\/100-1T—1 )
/100.1Ap_1) (3 54)

cosh—l(ﬂé—zp)
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Para efectos de calculo de las funciones seno y coseno hiperbélico se pueden utilizar las

identidades
senh™ ' (z) = In [x + Va? + 1]

cosh™(z) = In [.I + \/1’27—1}

cos(jz) = cosh(x) y sen(jz) = j senh(y)
et —e” e’ +e

senh(zx) = — Y cos(r) = 5

Los polos estan ubicados en

1 1
S = sen [(2/@ + l)i} senh [—senh_l—]
2n n €
. ™ 1 41
+jcos [(2/{: + 1)—] cosh [—senh —] (3.55)
2n n €

para k=0,1,2,3,...n—1

Es decir que se tiene calculada la ubicacién de los polos de un filtro Chebyshev I y se
puede obtener la funcién de transferencia H(s).

1462

Figura 3.11: Célculo de orden n en un filtro con aproximacién Chebyshev I
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Tabla de polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev H (s) se pueden desarrollar a partir de los polinomios C,,(£2)
como se explicd anteriormente, sin embargo, ya existen tablas tabuladas para diferentes
valores del rizo €, en la tabla 3.3 se muestran cinco polinomios para tres rizos diferentes.
Si se desea conocer los polinomios de mayor orden u otras tablas con diferente rizo ver la
referencia [9).

Orden n | Polinomio para rizo de 1 db (e = 0.50885)
1 s+ 1.96523
2 s? 4+ 1.09773s + 1.10251
3 (82 +0.49417s + 0.99421) (s + 0.49417)
4 (5% 4 0.27907s + 0.98651)(s? + 0.67374s + 0.27940)
5 (54 0.28949)(s* 4 0.17892s + 0.98832)(s% + 0.46841s + 0.42930)
Orden n | Polinomio para rizo de 2 db (e = 0.76478)
1 s+ 1.30756
2 52 4+ 0.80382s + 0.82306
3 (s + 0.36891s + 0.88610)(s + 0.36891)
4 (5% +0.20978s + 0.92868)(s? + 0.50644s + 0.22157)
5 | (s+0.21831)(s2 + 0.13492s + 0.95217) (s + 0.35323s + 0.39315)
Orden n | Polinomio para rizo de 3 db (e = 0.99763)
1 s+ 1.00238
2 s? 4 0.64490s + 0.70795
3 (52 +0.29862s + 0.83917) (s + 0.29862)
4 (52 4+ 0.17034s + 0.90309)(s? + 0.41124s + 0.19598)
5 (s + 0.17753)(s2 + 0.10970s + 0.93603) (s> + 0.28725s + 0.37701)

Tabla 3.3: Polinomios de Chebyshev

3.3.5. Diseno de filtros elipticos

Los filtros elipticos (o Cauer) exhiben rizos iguales tanto en la banda de paso como en la
banda suprimida, su funcién de transferencia contiene polos y ceros, para valores de n muy
bajos se logran grandes pendientes en la banda de transicién, por lo tanto se puede decir
que son filtros muy 6ptimos, pero su fase es extremadamente no lineal. Estos filtros son muy
dificiles de analizar y disenar, por lo que se utilizan tablas o programas para su diseno. La
magnitud de su funcién de transferencia al cuadrado se escribe

1

H(jQ)f = ——0-
‘ (.] >| 1+€2U13(Q&p>

(3.56)
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Donde n es el orden del filtro y el pardmetro € esta relacionado con el rizo en la banda de paso.
U(-) es conocida como una funcién racional de Chebyshev y sus raices estan relacionadas
a un funcion seno Jacobiano eliptica de orden n calculada por Zverev (1967) [32], [9]. Los
ceros estan ubicados en el eje j(2.

Propiedades de la funciéon U(f2)

1. U,(2) es par si n es par y es impar si n es impar
Los ceros de U, (£2) estan en el intervalo |2| < 1y los polos en el intervalo |Q| > 1
La funcion U, (2) oscila entre £1 en la banda de paso

Un()=1siQ =1

otk N

U,h(Q) oscila entre +1/d e infinito en la banda suprimida, d se define en el procedimiento
de disetio.

Ecuaciones de Diseno

Célculo del orden n

" R K= 1) (357
Qp

b= ot (3.58)

b= = (3.59)

5 =1/V1+6 (3.60)

la funciéon K (z) es la integral eliptica completa de primer orden definida

w/2 do
K(x) = / _— (3.61)
o V1—1x2%sen?d
los valores de esta integral ya han sido calculados y se pueden encontrar en tablas (ver Jahnke
y Emde 1945 y Dwight 1957) [32|. Una forma practica de calcular el orden n evitando la
integral es [24]
~ 2log(4/k1)

log(1/2) (3.62)

con
q= qo + 2q5 + 15g) + 150¢,°
1 <1 —(1— k2)1/4>

A Ry e
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Método de calculo de un filtro eliptico

En seguida se dan los pasos para el cilculo de un filtro eliptico realizando ciertas aproxi-
maciones, todo este procedimiento es factible de programarlo en una computadora [9]. Para
funciones de transferencia H(s) normalizadas a Q2 = 1.

Si n par
n/2 S La
: 3.63
OH 82 + b s+ ¢ ( )
Si n impar
(n—1)/2
H, s+ a;
H(s) = - 3.64
(S> s+ a Z]‘:_‘Il: 32+bi$+ci ( )
Calcular
1. k=9 Qsup
& 2\1/4
11— (1)
qo = §<1 = k2)1/4> (3.65)
3.
q = qo + 2q5 + 15¢5 + 1505 (3.66)
4 0.1A /
100140 — 1 \1/2
d= <100.1Asup _ 1) (3'67)
5. ,
log(16/d*) (3.69)
log(1/q)
6.
e =100 —1 (3.69)
v ( 2)1/2
1 1+e€ +1
= '
p m n(1+€2)1/2 1 (3.70)
8. N
2q'/4 Z(—l)mqm(m“)senh[@m +1)3]
@ =—"= (3.71)

1+2 Z )" g™ cosh[2m/]
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9.
U=+/(1+ka®)(1+a2/k)) (3.72)
10. » .
L 2¢"/ Z:mzo(;1)mqm("”r )senh[(2m + 1)l /n] (3.73)
1+2 Z(—l)mmeCosh[Qﬂml/n]
m=1
donde
l=i—1/2,i=1,2,---,n/2 para n par
l=14,i=1,2,---,(n—1)/2 para n impar
11.
Vi= /(1 kO2)(1 - Q2/k) (3.74)
12.
1
13. 24V,
a .
bi=—"-= .
Ty a’Q? (3.76)
"’ (@ + QU
aV;)® + i
i = 3.77
“T e e
15. Finalmente
(n—1)/2 ‘.
Hy = — i 3.78
0o=a Zl} o n impar (3.78)
n/2
Hy= — n par 3.79
" ¢1+—€2 H p (3.79)
para desnormalizar, sustituir s por s/€.
Las funciones normalizadas de U, (f2) a la frecuencia central () estan dadas por
(n—1)/2
2 —Q? _
=0 H T—o0 n impar (3.80)
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n/2 QQ _ QZ
1=0 v

Los polos y los ceros de U,(f2) son reciprocos entre si y exhiben geometria simétrica con
respecto a la frecuencia central 2y, ademas [9]

1 1

Un(g) = 0. (3.82)

Esto se debe a que la funcion fraccional de Chebyshev U, (Q2) exhibe simetria con respecto a
la frecuencia central )y = 1, tal que cualquier frecuencia €2; en el intervalo 0 < 2 < () es el
reciproco de cualquier valor de geometria simétrica con respecto a 1/€;.

| | H(w)[? Neimpar | [H(w)? Nepar

ﬂ;
—P

Qc qup

Figura 3.12: Respuesta en frecuencia de un filtro eliptico

En los filtros elipticos su respuesta en fase es todavia més no lineal en la banda de
paso que los filtros tipo Butterworth y los tipo Chebyshev, por esta razén no se utilizan
frecuentemente en aplicaciones practicas, sin embargo, para un orden dado éste tipo de filtro
produce una banda de transiciéon més angosta.

3.3.6. Filtros de Bessel

Son filtros del tipo todo polo, su caracteristica importante es su fase lineal sobre toda
la banda de paso pero con una banda de transicibn mayor que la respuesta de un filtro
Butterworth de igual orden. Este tipo de aproximacién se caracteriza por la funciéon de
transferencia

H(s) = (3.83)
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donde B(s) es una funciéon polinomial de orden N que puede ser expresada como

B(s) = as" (3.84)

y los coeficientes a; estan dados por

(2N -=1)!
- ON—REI(N —1)!

ay k=0,1,2,3,---N (3.85)
Alternativamente los polinomios de Bessel pueden ser generados recursivamente de la
relacion

Bn(s) = (2N — 1)By_1(s) + s*By_»(s) (3.86)

En los filtros tipo Bessel se debe enfatizar que su caracteristica de fase lineal de un filtro
analogico es destruida por el proceso de conversion al dominio del filtro digital por medio de
la transformacion analégica a digital utilizada [32].

Como resumen de los tipos de aproximaciones se puede mencionar que para un disefio con
k =0.75, A,=2 db y A, = 60, se necesita un orden de 25 para aproximacién Butterworth,
de 10 para Chebyshev y de 6 para un eliptico.

3.4. Transformaciones de filtros analbégicos

En esta seccion se introducen algunas transformaciones para el diseno de filtros digitales
considerando que se tienen prototipos adecuados en el plano s, la idea es conocer estas
transformaciones y saber sus ventajas y deventajas. Una transformacién 6ptima del plano
s al plano z, debe mapear todo el eje imaginario en s sobre el circulo unitario en el plano
z, y toda la region a la izquierda del plano s dentro del circulo unitario en el plano z, esto
es mapear la region estable en plano s a la region estable en el plano z. Como se verd en
seguida, existen varias posibilidades de disenio de filtros IIR utilizando transformaciones, sin
embargo, algunas transformaciones muestran ciertos inconvenientes.

3.4.1. Diseno de filtros IIR por respuesta al impulso invariante

Los filtros digitales IIR también se pueden disenar si se tienen exigencias sobre la res-
puesta al impulso, es decir, que se busca una funcién de transferencia discreta de un filtro
digital que emule la respuesta al impulso de un filtro anal6gico. Como la respuesta al impulso
de un filtro analogico h(t), es continua, es necesario muestrearla para obtener una respuesta
al impulso discreta h(n). Este procedimiento establece una correspondencia directa entre la
respuesta al impulso del prototipo analégico y la respuesta al impulso del filtro digital a
través del muestreo de la primera, haciéndo que los valores de la respuesta al impulso h(nT)
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del filtro digital sean iguales a los valores muestreados de la respuesta al impulso h(t) del
filtro analogico.

Si los coeficientes de H(z) son ajustados de tal forma que su respuesta al impulso sea
idéntica a la respuesta al impulso h(n) especificada, entonces se dice que el filtro diseiado
H(z) es invariante al impulso y es equivalente al sistema analogico H(s). Este método pre-
serva la respuesta al impulso del sistema anal6gico, pero no la magnitud de respuesta en
frecuencia debido al aliasing introducido, por lo que este método es inadecuado en el diseno
de filtros paso altas y supresor de banda.

Procedimiento de diseno

1. Dado un sistema analégico con funcion de transferencia H(s), utilizando la Transfor-
mada de Laplace inversa obtener h(t)

H(s) = E(h(t)) entonces h(t) = L' <H(s))

2. Muestrear h(t) a intervalos T si, t = n/fs =nT
h(n) = h(t)]e=nr

3. Obtener H(z) = TZ{h(n)}
4. Evaluar el desempefio de la respuesta en frecuencia H (e/*)

5. Por transformada Z inversa de H(z) obtener la ecuacion en diferencias y despejar y(n)

El muestreo de una sefial continua tiene ciertas implicaciones, si una sefial h,(t) con
espectro H,(f,) (limitado en banda), es muestreada a razon de f; = 1/7 muestras por
segundo, el espectro de la sefial muestreada es continuo, periodico y escalado por fH,(f,)
con periodo fs [32]

H() = £ S H(f = 1)) (3.87)

k=—o00

donde f = f,/fs es la frecuencia normalizada respecto de la frecuencia de muestreo f,. Si
la frecuencia de muestreo es menor que dos veces el ancho de banda de H,(f,) ocurre el
fenomeno de “aliasing”. La ecuacion (3.87) se puede escribir en términos de w

H(w)=f, > Hil(w—27k)f] (3.88)

k=—o00

En teoria se disena un filtro digital con respuesta en frecuencia H(w) con las mismas ca-
racteristicas en frecuencia de su correspondiente filtro analdgico si el intervalo de muestreo
T ha sido seleccionado adecuadamente para evitar los efectos de aliasing. De aqui se pue-
de apreciar que el método de respuesta invariante al impulso es inapropiado para el diseno
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de filtros paso altas debido al espectro aliasing que resulta del proceso de muestreo. En el
dominio de la frecuencia, las funciones de transferencia H(z) y H(s) se relacionan

H(z) = = > H(s—jQ%k)

k=—o00

Esta identidad H(w) = $ H(Q) es valida si H(Q2) = 0 para valores analogicos || > 7/T.
Para investigar el mapeo de los puntos entre el plano z y el plano s por el proceso del
muestreo, se calcula la transformada Z de h(n) apliciAndole la transformada de Laplace a

h(t)
H(2)| oo = = H(s — j—=k) (3.89)

por definiciéon de T'Z

H(z) =Y h(n)z™" (3.90)

H(2)|ocer = Y h(n)e ™ (3.91)
k=0
Es decir, que los coeficientes de H(z) son ajustados a los valores de la respuesta al impulso
del sistema analogico h(t) especificada de antemano.

Como se conoce la relacion
z=eT (3.92)

y
s=0+ 70 =eTel 7 vy » = rei®,
entonces sustituyendo en la transformaciéon

z=rel? = 7Tl

e igualando términos

r=e’t y w=QT

que cumple con:

si 0 < (0 entonces 0 <7 <1

si ¢ > 0 entonces r > 1.

si 0 = 0 el eje j€2 se mapea sobre todo el circulo unitario.

Este mapeo asegura respuestas en frecuencia muy similares a los prototipos analogicos y
disenos estables. Sin embargo, dado que la frecuencia digital w est& definida en el intervalo
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(—m, ), entonces el mapeo w = QT implica el intervalo —7/T < Q < 7/T. También el
intervalo —7/T < Q < 3w/T puede mapearse en (—m,7), en general cualquier intervalo
(2k — D)m/T < Q < (2k + 1)7/T, lo que significa que el mapeo de j§2 dentro del circulo
unitario no es tnico, esto refleja los efectos de aliasing debido al muestreo. En la figura 3.13

se muestra el mapeo ciclico del plano s al plano z.

5% / T Img.
/ =<2 532>
S5 233353
SE2 22352
zona estable 2533333 S3S2333™
LN $322T2IEN
435558 233353352
_— (33320 S3S2ITI2IN
£3335355 $3S323IIEIN
i T (333333335 $35333335352)
£35333333%2 $353333353329)
f33535353%2 $253533222
335333852 $33239322225N
3335332235532 2333253535253
et 22335332552
FS2535253532 SE23533293522)
33353523252
% -1 sy 1
>3 s
\ 3T / T 223

Real

Figura 3.13: Mapeo del plano s al plano z por diseno de respuesta al impulso invariante

Adicionalmente en el diseno por el método de respuesta invariante al impulso pueden exis-
tir otros efectos, si en el dominio analégico existen varios polos py y si ¢; son los coeficientes

de la expansion en fracciones parciales

N
Ck
H(s) = 3.93
(5) ; p— (3.93)
entonces por transformada de Laplace inversa
N
h(t) = cre™  t>0 (3.94)
k=1
muestreando h(t) en periodos t = nT
N
h(n) = Z cpePrtn (3.95)
k=1
calculando la transformada Z de h(n)
o0 o0 N N [e'¢)
H(z) = Z h(n)z™" = Z <Z ckep’“T"l)z "= Z Cr Z(ep’“Tz_l)” (3.96)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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como los polos p; < 0, resolviendo la serie geométrica

o0

> (e = S (3.97)

1 —epeT 1
k=1

por lo tanto la funcién de transferencia del sistema digital queda

2: Cy
k=1

y los polos del filtro digital estan ubicados en
p=el k=1,23--- N (3.99)

Del anélisis anterior se debe observar que la magnitud de la respuesta digital esta escalada
por fs = 1/T debido al proceso de muestreo, por lo que la funcion de transferencia H(z)
obtenida debe multiplicarse por 7', por tanto

H(z)=TY) - (3.100)

1 —epeTz-1

Aunque los polos son mapeados del plano s al plano z por la ecuacion (3.99) se debe observar
que los ceros en los dos dominios no satisfacen la misma relacién. Por lo tanto, el método de
invarianza al impulso no corresponde a un mapeo uno a uno de los puntos en ambos planos
dado por la ecuacion (3.92).

La desventaja de este método es que al utilizar prototipos analégicos no limitados en
banda generan aliasing en la respuesta en frecuencia del filtro digital, ya que H(w) es una
version periodica de la respuesta en frecuencia del filtro analogico H(S2)

Ejemplo:

Dada una funcién H(s) de un filtro analogico

H(s) = (s +8) _ 3 2

(s+2)(s+4) s+2 s+4

con polos en s = —2 y s = —4, aplicando la transformada de Laplace inversa se obtiene la
respuesta al impulso
h(t) = {3e™% — 271U (1)

tomando la transformacion directa de polos en variable z utilizando la ecuacion (3.100)
3T 2T

1 — e 2T5-1 1 — e 4751

Comparado las respuestas en frecuencia:

H(z) =
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= para el filtro analégico
(72 +8)

(JQ+2)(jQ2+4)

H(Q) =

= para el filtro digital

T 2T
Hw)= —>

T ] — e 2Me—guT | — e—ATg—jwT

las respuesta en DC, para el filtro analégico en 2 =0

H(0)=1
para el filtro digital en w =0
3T 2T
H(w) = l—e?2T 11— 70

Los resultados son diferentes para este punto debido al aliasing en frecuencia. Con una
razén de muestreo 7' muy pequefia se pueden hacer las aproximaciones e 27 ~ 1 — 27 y
e ~ 1— 4T, entonces la ecuacion H(w),—o se aproxima a uno. En este ejemplo se puede
concluir que utilizando una frecuencia de muestreo alta el efecto de aliasing es despreciable
a frecuencia cero.

3.4.2. Transformada Z - matched

Otro método para convertir filtros analégicos en su equivalente digital es el mapeo directo
de los polos y ceros de la funcion H(s) en los polos y ceros respectivos en el plano z.
Suponiendo que para el sistema analogico se tiene la funcion [32]

Hl]cwzl(s — )
H(s)=——"%————"~
) Hszl(s — Dk)

donde ¢, son los ceros y py son los polos del filtro, entonces la funcién H(z) para un filtro
digital

(3.101)

Hﬁ/lﬂ(l —eT2 )
H (Z) E—

[[ea (1 —ereT271)
donde T es el intervalo de muestreo. Cada uno de los factores (s — a) de H(s) son mapea-
dos como (1 —e*T271) en H(z). A este tipo de mapeo se le conoce como transformacion
Z-matched.

Para preservar las caracteristicas de respuesta en frecuencia del filtro analogico, el intervalo
T de muestreo en Z-matched debe ser seleccionado adecuadamente para producir la locali-
zacion de los polos y ceros en la posicion correspondiente en el plano z.

(3.102)
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Se puede observar que los polos obtenidos por la transformaciéon Z-matched son idénticos
a los polos obtenidos con el método de respuesta invariante al impulso, aunque en estas dos
técnicas resultan diferentes las posiciones de los ceros.

Procedimiento de diseno por Z - Matched

1.

6.

Dadas las especificaciones de un filtro paso bajas, wy, wsyy, A, y As, para una determi-
nada funcion de transferencia H(z), se puede disenar un filtro analégico equivalente y
luego se mapea en el filtro digital deseable.

. Elegir el periodo de muestreo Ty determinar las frecuencias analogicas:

Qp Yy qup

Utilizando Q,, Q,y,, A, v As, disefiar H(s) con la aproximacion deseada Butterworth,
Chebyshev, eliptica o Bessel.

Si un filtro analégico tiene p polos diferentes y ¢ ceros, se puede utilizar expansiéon en
productos para H(s)

_ HZ:l(s — )
B =1 6=

Si se muestrea cada periodo 7', se pueden transformar los polos y los ceros analégicos
en sus respectivos polos y ceros digitales directamente con eP+*T y T

() = L=l =)

i:l(l — eprTz=1)

Verificar la respuesta en frecuencia H (e’*) del disefio

Este procedimiento de disefio se puede generalizar mostrando que H (z) puede ser obteni-
da directamente de H (s), sin tener que encontrar h(t) y en consecuencia h(nT'). La desventaja
de este método es que existe un “aliasing” en la respuesta en frecuencia y en algunos casos
es intolerable. Este método es 1til s6lo cuando el filtro analdgico es esencialmente limitado
en banda y puede ser utilizado para el diseno de FD FPA y FSBW, pero no preservara las
magnitudes equirrizo de los prototipos de Chebyshev y elipticos.

Ejemplo:

Si se tiene un sistema analégico representado por la funcién de transferencia

1
S+ a

H(s) =
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aplicando transformada de Laplace inversa

1
s+a

h(t) = L7 ——} = e U (t)

que se puede muestrear para t = nl" y aplicando la transformada 7

1
—anT\ __
TZ{e """} = [ )
esto implica que se estd efectuando una transformaciéon de un polo analégico s = —a a un
polo digital z = e~
(s+a) — (1—e Tz h

Para un polo complejo se tendria

(s+a—jb) — (1—e @)

3.4.3. Diseno por aproximacién numérica de la ecuaciéon en diferen-
cias

Un procedimiento simple para convertir un filtro analogico a uno digital es aproximar
una ecuacion diferencial a una ecuacién en diferencias. Este tipo de aproximacion es frecuen-
temente utilizado para resolver ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes en forma
numérica.

Muestreando una funciéon continua y(t) a tiempos t = nT, donde T es el periodo de
muestreo y utilizando técnicas de integracion numérica, la derivada de la funcion y(t) en el
tiempo continuo se aproxima por diferencias finitas (ver figura 3.14)

dy(t) y(nT) —y(nT —T) y(n)—y(n—1)

—n = p— .1
i . 7 (3.103)

esta es la aproximacion de Euler y es un caso especial de

M
dy(?) 1 .
o lt—nr = T ;0 a;y(nT —iT) (3.104)

para y(n) = y(nT).

En la ecuacion (3.103), para el lado del tiempo continuo la funcién de transferencia es
H(s) = sy en el lado del tiempo discreto su funciéon de transferencia es H(z) = (1—2z71)/T,
donde se obtiene la correspondencia

1— 271 1z—-1
8: = —
T T =z

(3.105)
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que es la aproximaciéon de Euler. Entonces una aproximacion de un sistema anal6gico por
un sistema digital seria la transformacion
H(z)=H(s)|,e12-1 (3.106)

S=T 72

donde H(s) es la funcion de transferencia del filtro analégico a aproximar digitalmente,
también se puede despejar z = 1/(1 — sT'). Si se representan las variables complejas como
s=r+jryz=R+jlysiT =1, entonces se llega a las ecuaciones

(* =) " = o
R+ (1- %)2 = 4%2 (3.108)

si se toman a r y x como parametros, las dos ecuaciones anteriores generan las familias de
circulos:

1

1
20r—1)° -

2(r—1)

= con centro O( 0) y radio

= con centro C(0, 5-) y radio 5-

por lo que se concluye que este tipo de transformacién mapea la zona estable del plano s a
un circulo de radio 1/2 circunscrito en el circulo unitario en el plano z sobre el eje real de 0
a 1. Si ) varia de —oo a 00, los puntos correspondientes en el plano z estdn ubicados sobre
un circulo de radio 1/2 centrado en 1/2 sobre el eje real.

Este mapeo tiene la caracteristica deseable de ir de la zona estable del plano s al plano
z, sin embargo, la region posible de localizar los polos de un filtro digital en el plano z esta
muy restringida al diseio de FPB de ancho de banda muy angosto.

3.4.4. Diseno de filtros IIR por Transformada Bilineal

La Transformada Bilineal (TB) aproxima la respuesta de un prototipo analégico a una
version digital a través de la conversiéon de la ecuacién diferencial del sistema analégico en
una ecuacién en diferencias que represente al sistema digital. Este método es un tipo de
mapeo de variable compleja que transforma el eje 7€) en el plano s al circulo unitario en el
plano z y toda la zona estable en el plano s al interior del circulo unitario, por lo que evita
aliasing de las componentes en frecuencia [32].

Existen varios métodos para el diseno de filtros digitales IIR, sin embargo, uno de los més
utilizados es la transformaciéon de bandas de frecuencias por TB, que convierten un filtro
paso baja (FPB) analdgico normalizado a filtro paso alta (FPA), filtro paso banda (FPBW)
y filtro supresor de banda (FSBW) no normalizados. Existen dos técnicas para efectuar la
transformacion y obtener filtros digitales [3], [32], [9],|38].
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y(nT)

Y(-=1)T)

Figura 3.14: Aproximacién por diferencias finitas

1. Mapeo de un FPB anal6gico normalizado en el plano s al plano z aplicando una
transformacion en la banda de frecuencias.

2. Transformaciéon de un FPB analégico normalizado a un filtro analégico no normalizado
que puede ser digitalizado para obtener el tipo del filtro digital deseado.

Se ha comprobado que la digitalizaciéon de un filtro analégico utilizando la Transformada
Bilineal (TB) produce resultados similares usando los dos procedimientos anteriores 3], [19].
A continuacién se discutirdn ambos métodos y se comprobard que se llega a los mismos
resultados. La TB tiene la caracteristica de hacer un mapeo no lineal de la regién estable
del plano complejo s a la region estable del plano complejo z. Es decir, que la TB produce
siempre filtros digitales estables a partir de prototipos analogicos estables.

La TB esta profundamente ligada a la relaciéon que existe entre los dominios s y 2
z=eT (3.109)

despejando s

s = %ln(z) (3.110)

De estas dos ultimas ecuaciones se puede verificar que la parte izquierda del plano s se
mapea dentro del circulo unitario en el plano z y la parte derecha del plano s se mapea fuera
del circulo unitario en el plano z, por otro lado el eje imaginario en el plano s se mapea
sobre el circulo unitario de manera periodica cada Q = 27/T. Si se transforma una funciéon
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H (s) utilizando la ecuacién (3.110) se obtiene una funcién H(z) irracional en términos de
logaritmos, la cual no es util para realizar un sistema. Para obtener una funcién racional
de H(z) es necesario racionalizar la funcion logaritmica de z. La ecuacion (3.110) se puede
expresar desarrollando la serie del logaritmo [37]

272—1 1l/7z—1\3 1/z—1\5
= — — — 3.111
S T[z+1+3<z+1> +5<z+1) ] (3.111)
_1[z—1+1<z—1>2+1<z—1)3 ] (3112)
S_T z 2\ =z RAN )

Como z se aproxima a uno, entonces la serie (3.111) converge muy rapido, por lo que se
pueden despreciar los términos de orden superior, aunque se agrega un ligero error, entonces

2 (Z - 1) (3.113)
s = — i
T\z+1
y para la serie (3.112)
2/2—1
= — 3.114
y T< Z ) ( )

La utilizacion de la ecuacion (3.112) lleva a un mapeo de la region estable del plano s a un
circulo circunscrito en la parte derecha del circulo unitario en el plano z (figura 3.15 region
sombreada) lo que ocasiona mayor deformacion en la transformacion y menos posibilidades
en la seleccion de anchos de bandas y frecuencias.

Otra forma de llegar a las ecuaciones (3.113) y (3.114) es con la técnica de integracion
numérica utilizada para simular un integrador de un filtro anal6gico o la integraciéon por
el método trapezoidal de una ecuaciéon en diferencias [32], [26]. La TB puede relacionarse
con la formula trapezoidal de integracién numérica, si se tiene un sistema representado por
ecuaciones en diferencias de primer orden

dz—it) + ay(t) = bx(t) (3.115)

aplicando la transformada de Laplace se tiene la funcién de transferencia de un filtro lineal

analogico

H(s) = - i - (3.116)

si en lugar de utilizar derivadas, se utilizan diferencias finitas

J(t) = % _ oyl AAti —y(t)

y(t) = —y'(t) At + y(t + At) (3.118)

(3.117)
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si se integra la derivada y aproximando la integral por la regla del trapecio

y(t) = /tt y'(T)dT + y(t,) (3.119)

donde /(1) es la derivada de y(t), tomando t =nT y t, =nT — T

T
y(nT)=y(nT —T) + E[y/(nT) +y'(nT —T)] (3.120)
evaluando la ecuacién diferencial en tiempos ¢ = nT" (ver figura 3.14)
y'(nT) = —ay(nT) + b(x(nT)) (3.121)

si y(n) =y(nT) y x(n) = x(nT) y sustituyendo y'(nT") en (3.120) se tendria
y(nT)=y(nT —T) + g[—ay(nT) +bx(nT) —ay((n — 1)T) + bxz((n —1)T)]  (3.122)

reagrupando términos se obtiene

T T bT
<1 + %)y(n) — (1 — %)y(n —1) = T[x(n) +z(n —1)] (3.123)
aplicando transformada Z
aTl al™\ 4 _br 1
@+7y@_@—ﬂzy@_7um)m@ (3.124)
equivale a la funcion de transferencia de un filtro digital
Y T(427"
Hp =X 50+ (3.125)

X(z) 1+ —(1-)z1!

reordenando términos b
H(z) = ————— (3.126)

2 (1-21

T <1+§—1) +a
se observa que se ha realizado un mapeo del plano s al plano z de la funcién H(s) de primer
orden a H(z) por medio de la transformacion

25

esta transformacion es conocida como Transformada Bilineal y es igual al resultado obtenido
en la ecuacion (3.113).

Otro nombre de esta transformacion es “Linear Fraccional”, porque cuando se ordena la
fraccion de la ecuaciéon (3.113) se obtiene la funcién de s y z:

Lt Ly v1=0
282 28 z =

Que es lineal si s 0 z son constantes, o bilineal en sy z.
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Plano s Plano z.
jQ 2 — ]- Img.
z+1
zona estable
1
g
\
z—1
z

Figura 3.15: La transformada bilineal del plano s al plano z

Mapeo del plano s al plano z por la TB

Si se despeja z de la ecuacion (3.113)

1 +sT/2 2/T+s

= = 3.128
TTI1osT/2 2)T—s (3.128)
Como las variables s y z son complejas, se define
Z:rejw:R+j] y S:U+jQ
entonces se obtiene la variable z en funciéon de los parametros del plano s
1 T/2+ jOT/2
_ L oly2+ 501 (3.129)

T 1—oT/2— 072

cuyo moédulo |z| depende del valor de o, por tanto se tienen tres posibilidades del mapeo:

1. La parte izquierda del plano s es mapeada dentro del circulo unitario del plano z. Es
decir, que la transformacién para un diseno analégico estable produce un diseno digital
estable
1+0T/24 jQT/2

1—0T/2—jQT/2

o<0 | 2] <1 (3.130)
2. El eje imaginario del plano s es mapeado sobre la periferia del circulo unitario en el
plano z. Esto implica que no existe aliasing en el dominio de la frecuencia

_1+507/2

-0 Sl
7 =101/

(3.131)
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3. La parte derecha del plano s (zona inestable de H(s)) es mapeada fuera del circulo uni-
tario del plano z. Se concluye que la transformaciéon para un disenio anal6gico inestable
produce un diseno digital inestable

1+ 0T/2+ jQT/2

>0 = >1 3.132
’ =T ar (3:132)
Sto=0 1+ jQT/2
+ J JjwT
— B 3.133
Tiojari2 ¢ (3-133)
cuya magnitud es 1, y si resolvemos para w en funcién de €2 o viceversa, se tiene

2 QT 2 wT

w= Tty 5 0 795 (3.134)

es decir que () estd relacionada no linealmente con w, sin embargo, no existe aliasing.

Sustituyendo las variables s y z en la ecuacion (3.127), se pueden obtener las familias de
curvas que definen la transformacion o que realacionan ambos planos

2 (rej“T — 1) 2 <r(cosz + jsenwT) — 1)

T T T\ e 1 T \r(coswT + jsenwT) + 1
2 < r2—1 L 2rsenwT’ )
§= —
T\1+ 72+ 2rcoswT J 1+ 72+ 2rcoswT

igualando términos reales e imaginarios

2 ( ol ) (3.135)
o=—= }
T\1+r2+ 2rcoswT

B 2 < 2rsenwT’ )

—— 3.136
1+72+ 2rcoswT ( )

T

se verifica que si r < 1, entonces 0 < 0 y si r > 1, entonces o > 0, por lo que toda la regiéon
izquierda del plano s es mapeada al interior del circulo unitario en el plano z. Cuando r =1
o = 0, entonces

2 senwT 2 2sen(wT/2)cos(wT/2) 2

= = = Ztan(wT/2 3.137
Tl+coswT T  2c082(wT)2) plenwT/2) (3.137)
despejando
2 Qr
W= Ttan_l(T) (3.138)

de estas dos tltimas ecuaciones y por la definiciéon de la funcién tangente se observa que
el intervalo completo de la frecuencia analédgica 2 (—oo < 2 < o0) es mapeada dentro del
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intervalo de la frecuencia digital 7 < w < 7, como se observa en la figura 3.16. Este mapeo
es no lineal, por lo que se produce una compresion en la frecuencia o un doblez debido a la
no linealidad de la funcion arco tangente, un punto en s = oo genera un poloen z = —1y
filtro analégico con polo en s = —oo produce un filtro digital con un cero en z = —1. La TB
conserva la amplitud de los rizos aproximadamente constantes y la forma de la magnitud,
por el fenémeno de doblez la escala de las frecuencias analdgicas y digitales son diferentes y
estan relacionadas por la ecuacion (3.138).

[H(Q)”

Figura 3.16: Mapeo entre las frecuencias w y €2 por TB

De forma similar se pueden obtener las ecuaciones paramétricas que describen las curvas
(circulos) en el plano z generados por la transformacion, si se considera en la ecuacion (3.127)
a la constante % = 1 y se sustituyen la variables s y z en forma cartesiana, entonces

, R+jI—-1 R2+I1°-1 , 21
0= = 3.139
TRyl R TRy (3-139)
igualando partes reales e imaginarias
RP4+1° -1
e — 3.140
T RTED ( )
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21
N=— 3.141
(R+1)2+12 ( )
desarrollando éstas ecuaciones y completando cuadrados se obtienen dos familias de circulos
en el plano z con coordenadas R y I, con pardmetros o y (). Para la parte real

J2+<R+Ti1>2:ﬁ (3.142)

1

que representa los circulos con centro en C'(-*5,0) y radio =y

para la parte imaginarial.

<R + 1)2 + (I - l)2 1L (3.143)

x x?
que representa los circulos con centro en C'(—1, 1) y radio =
x T

3.4.5. Metodologia de diseno de un filtro IIR por TB

Partiendo de las especificaciones de disenio de un filtro digital, w, frecuencia de corte en
la banda de paso, ws,, frecuencia de corte en la banda suprimida, A, ganancia en la banda
de paso y A, atenuacion en la banda suprimida para determinar la funciéon de transferencia
H(z). La aplicacion de la TB se puede realizar de dos formas:

1. Forma directa, que transforma la funcion de transferencia H(s) normalizada a H(z)
directamente.

2. Se transforma una funcién de transferencia H(s) normalizada a otra H(s) deseada y
luego a esta ultima H(s) se le aplica la TB con 7" = 1 para obtener H(z).
Método de diseno de filtros IIR por TB forma directa H(s) = H(z)
Se tiene la siguiente metodologia de disefio:
1. Elegir el tipo de aproximacion polinémica: Butterworth, Chebyshev, eliptico o Bessel.

2. Calcular el orden n con base en las especificaciones de las frecuencias de corte y las
ganancias en las bandas de paso. Para un FPB con aproximacién polinémica tipo
Butterworth y Chebyshev

\/100-1As _1
100.1A571 —1 10
lOglO <100.1Ap_1 COSh /100.1Ap71)

cosh—l(ﬂg‘;—:p)

NButt >

Qeup NCheby >

2[0910( Qo )

con especificaciones analogicas:

1Un desarrollo similar se puede encontrar en la construccién de la carta Smith cuando se realiza una
transformacion de los complejos a los complejos [6], [43].
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s A, ganancia en decibeles de la banda de paso
= A, atenuacién en decibeles de la banda suprimida
s (). frecuencia de corte en Hertz

» (), frecuencia de corte en banda suprimida en Hertz

3. Elegir el periodo de muestreo 7', es decir, T' = i — Wy = Q;Sf
4. Con el orden n elegir H(s) de tablas de polinomios
5. Disefiar un filtro analégico H(s) con especificaciones €, 25, A, y As

6. Aplicar la TB para obtener H(z) dependiendo del tipo de filtro a disefiar

HFPB(Z> = H(8)|s:CI 1—2—1 (3144)
142z~
HFPA(Z> = I‘I(S)|SZC2 1+Z71 (3145)
1—2z—
HFPBW(Z) - H(S>|Szcl 172:1 + Oy l+z:1 (3.146)

La constante ' se calcula para filtros paso bajas y Cy para filtros paso altas

7. De H(z) obtener y(n) como una ecuacion en diferencias utilizando la transformada Z
inversa

8. Comprobar el desempetio de la H(z) disefiada sustituyendo los coeficientes de H(z) y
calcular |H (w)|

9. Seleccionar la estructura adecuada de acuerdo a la aplicacion para implementar H(z)
10. Implementar el filtro:

= Implementacién software: en lenguajes de alto nivel o programas de simulacion

= Implementacién micro-software: en lenguajes de bajo nivel o lenguaje ensamblador

11. Implementar un prototipo donde va a operar el filtro disenado, es decir, una arquitec-
tura dedicada
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Constantes para diferentes tipos de filtros

De la férmula de transformada bilineal ecuacion (3.127), la constante 2/T" se puede cal-
cular sustituyendo los valores normalizados para s y z, para el caso de un filtro paso baja

calculamos C} )
Z J—
3_01<Z+1) (3.147)

Esta contante C; corrige la distorsiéon de frecuencias en la transformacion de la funciéon H (s)
a H(z), sustituyendo s = j€,, 2 = ¢/T¥¢ y utilizando identidades trigonométricas, se obtiene
el valor de ('}, que nos sirve para obtener un filtro digital

Tes 1 oITwa/?2 (eijd/2 _ 6—ijd/2)
=Ci——— =0 (3.148)
eltwa 41 eiTwa/2 <eijd/2 + e—jTWd/2>
entonces sen(Twa/2)
, jsen(Twy ,
Oy =Ci————= = Cyjtg(Twy/2 3.149
J 12605(de/2) 17tg(Twa/2) ( )
Para valores normalizados, donde €2, =1y T = 1, despejando la constante C'.
2 ca ca
C1 = ctg(Twq/2) = ctg( ;Tff )= ctg(W]{ ) (3.150)

Esta constante calculada se utiliza para el disefio de filtros digitales por TB tipo paso baja,
para diseno de filtros paso alta se puede proceder de forma similar invirtiendo ambos lados
de la TB sustituyendo s y z, y despejando la constante (5, estas constantes se muestran en
la tabla 3.4. Otro método facil para el calculo de filtros paso altas y paso bandas, consiste
en utilizar transformaciones en frecuencias como se mencionara méas adelante?.

3.4.6. Método de transformaciones en la frecuencia

Este método consiste en mapear una funcion H(s) de un filtro paso bajas con frecuen-
cia de corte €. a una funcion H(s) del filtro deseado, paso bajas con frecuencia de corte
Qpp, paso altas con frecuencia de corte (2p4 y filtro paso banda o supresor de banda con
frecuencias de corte € y Q. Después se transforma la H (s) obtenida a una respuesta H(z)
de un filtro digital, donde en general la transformacion H(s) a H(s) se hace de un filtro
normalizado paso bajas a la funcién del filtro deseado, y luego emplear la TB para obtener
H(z). Este proceso produce el mismo resultado que al aplicar la TB en forma directa de la
seccion anterior.

2Para mayor detalle en el procedimiento del célculo de estas constantes se puede consultar en [34], [3], la
referencia MATLAB de Math-Works, el programa SCILAB de INRIA [20].
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H Tipo de filtro ‘ TB ‘ Constante H
Filtro paso bajas (FPB) s=C) <§—jr1> C, = cotg(%)
Filtro paso altas (FPA) s = (b <%> Cy = tg(%)
Filtro paso banda (FPBW) | s = (4 <%> + Cy <g> C1y Cy de FPB y FPA

Tabla 3.4: TB y constantes para filtros FPB, FPA y FPBW

En la tabla 3.5 se muestran las transformaciones necesarias, donde 2y es la frecuencia de
corte alta y €27 la frecuencia de corte baja en la banda de paso del filtro analégico FPBW o
FSBW. Para estos filtros la frecuencia central se calcula €2y = /2 Qg y el factor de calidad
Q = Qo/(2m(Qyg — Qr)), en estos filtros hay que tener en cuenta que las transformaciones
son no lineales y puede aparecer una distorsion de la respuesta caracteristica del filtro FPB,
sin embargo, los efectos de no linealidad en frecuencia son minimos y preservan la amplitud
de la respuesta caracteristica del filtro. Asi un filtro FPB equirrizo es transformado en otro
filtro equirrizo en las bandas de paso y suprimida de un FPA [32].

Transformaciones en la frecuencia en el dominio de H(s) normalizada

Si la funcién de transferencia H(s) del filtro FPB con frecuencia de corte €. est4 norma-
lizada, entonces sustituyendo 2. = 1 en las ecuaciones de la tabla 3.5, por lo que se tienen
las transformaciones de la tabla 3.6.
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H Tipo de filtro ‘ Transformacion H

FPB — FPB s —

_S5
¢Qpp

FPB — FPA | s— Q.24

24019
FPB — FPBW | 5 —  5t0un

FPB — FSBW | s —  2u=%)

S2+QLQH

Tabla 3.5: Transformacion H(s) a H(s) [3], [32]

H Tipo de filtro ‘ Transformacion H

FPB — FPB 5§ — 5

Qpp

FPB — FPA s — Spa

24010
FPB — FPBW sﬁﬁ

s(Qr—Q
FPB — FSBW | s — 2u-91)

Tabla 3.6: Transformacion de un FPB H(s) a H(s) [3]
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Metodologia de diseno de filtros ITR por transformacion H(s) = H(s) = H(z)

1.
2.

9.

Calcular el orden n del polinomio de la aproximaciéon polinémica elegida

Transformar w, y ws,, utilizando las ecuaciones

Q, = tg(%) (3.151)
Quup = tg(%) (3.152)

Con base al tipo de filtro, de la tabla (3.6) se elige la transformacion y se obtiene la
nueva H(s) para las especificaciones dadas

Se aplica la transformada bilineal

H(z) = H(s)| 1. (3.153)

ST

Comprobar el desempefio de la H(z) disenada, es decir, sustituir los coeficientes de
H(z) y calcular |H (w)|

De H(z), Y(z) = H(2)X(z) obtener y(n) como una ecuacion en diferencias utilizando
la transformada Z inversa

Seleccionar la estructura adecuada de implementacion de H(z)
Implementar el filtro:

= Implementacion software: en lenguajes de alto nivel o programas de simulacién

= Implementacién micro-software: en lenguajes de bajo nivel o lenguaje ensamblador

Implementar un prototipo donde va a operar el filtro disefiado, es decir, una arquitec-
tura dedicada

Transformaciones en la frecuencia en el dominio digital

El diseno de filtros digitales por medio de transformaciones en frecuencia se puede realizar
de forma similar al disefio de filtros analégicos, es decir, teniendo el prototipo digital de un
filtro paso bajas se pueden obtener otros tipos de filtros. La transformacién a utilizar implica
reemplazar la variable z~! por una funcién racional de 2! que satisfaga las propiedades:

1.

Los puntos dentro del circulo unitario en el plano z se deben mapear a puntos dentro
del circulo unitario, esta es una condicién de estabilidad.
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2. Los puntos sobre el circulo unitario en el plano z se deben mapear a puntos sobre el
circulo unitario.

Es decir que la funcion de mapeo debe ser un filtro paso todo de la forma

iH - (3.154)

1 —apz"t

donde |ai| < 1 para asegurar la estabilidad del filtro. Las transformaciones respectivas se
muestran en la tabla 3.7 [32].

H Tipo de filtro ‘ Transformacion ‘ Parametros H
wp = w, original del FPB
FPB — FPB T f:;z__“l Wi = nueva w,

_ sen[(wp—w1)/2]
senl(wpren)/2

FPB — FPA 21— —IZ;;;‘ﬁ W1 = NUEVA Wepg
cos[(wp—w1)/2]
cos((wp+tw1)/2]

a=—

@ = —2aK/(K + 1)
az = (K —1)/(K +1)

FPB — FPBW | 27! — ——jz;igilé;ljfl K = cot(H;2L) tg()
cos[(wp~wr,)/2]

O = Cosl(wn—wr)/2)

a, = —2aK/(K + 1)
ar = (1— K)/(K +1)
FPB — FSBW | z7! — 2 5me Har | | — to(@n-WL) ()

asz 2—a1z— 141
cos[(wrtwr)/2]

O = Cosl(wn—wr)/2)

Tabla 3.7: Transformacion de filtros digitales en el plano z
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Ejemplo 1:

Disenar un filtro paso bajas tipo IIR que aproxime una respuesta analogica cuyas especifi-
caciones son:

fe=1700 Hz, f,,=4250 Hz, A,=-3 db, A,,,= -12 db y f;=12000 muestras/seg.

Solucién:
Utilizando una aproximacion tipo Butterworth, se calcula el orden por la férmula

100-1%12_1
lOglO ( 100-1+3 _1
4250

2[091()%

n > ) > 1.4738

Por lo que el orden del filtro es n=2, entonces se busca el polinomio correpondiente (tabla
3.1), y se construye la funcién de transferencia correspondiente H(s)

1
2425+ 1

donde C; = ctg(’lr%ggg) = 2.096, es decir, que la TB es s = 2.096(%)

H(s) =

desarrollando H(z) = H(s)\s:m%(%), se tiene:
() 1
Z) =
(2.096)2(27)2 + (1.41)2.096(37) + 1
242 1
H(z) 25+ 2z +

T 8.35722 — 6.786% + 2.429

normalizando (dividiendo numerador y denominador por 8.3572% )

0.1196 + 0.2393271 +0.1196272 Y
H(z) = + 27+ z (2)

1 —0.8120271 +0.2906272  X(2)

como Y (z) = H(z)X(z), se despeja Y (z)
Y(2) = 0.81202 'Y (2) — 0.29062 %Y (2) + 0.1196 X (2) + 0.239327 ' X (2) + 0.11962 2 X (2)
aplicando la transformada Z inversa, se obtiene y(n) =TZ1(Y (z))
y(n) = 0.1196z(n) + 0.2393z(n — 1) 4+ 0.1196z(n — 2) + 0.8120y(n — 1) — 0.2906y(n — 2)
De la tltima ecuacién se deduce que los coeficientes del filtro IIR son:
ap =1 a; = —0.8120 as = 0.2906

bp = 0.1196 by = 0.2393 by = 0.1196
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Ejemplo 2
Disenar un filtro paso altas IIR con aproximacion Butterworth y especificaciones analdgicas:
As=-12db, A,=-3d, f, = 3400hz, fs,, = 1360hz, f; = 16000hz.

Solucidn:
Para los datos

logio <%) 473
n > = 1.
2logo(T350)
entonces n=2. )
H(s) = ——
()= ST 1
la constante Cy = tg(Z:209%) = (.7883, entonces
1
s = O.7883<Z + )
Z J—
sutituyendo en H (s)
1
H(z) =
(0 7883<Z+1>) 4141 %0. 7883<Z+1) 1
0.3654 — 0.73092~1 + 0.365422
H(z) _ 27+ z

1—-0.27672"14+0.185122
entonces

y(n) = 0.3654x(n) — 0.7309z(n — 1) + 0.3654x(n — 2) + 0.2767y(n — 1) — 0.1851y(n — 2)

Ejemplo 3:

Encontrar H(z) para un filtro digital paso banda Butterworth de orden cuatro (n=4), con
frecuencia de muestreo f;=20 hz y frecuencias de corte f;,=0.8 hz y fz=1.2 hz, la ganancia
debe ser unitaria.

Solucién por TB de H(s) a H(z)

Como el orden del diseno del filtro digital solicitado es n=4 y la aproximacion polinémica
es del tipo Butterworth, entonces se elige el polinomio P(s) de Butterworh n=4/2=2, ya que
por este método para el cilculo de un filtro FPBW se duplica el orden en el dominio de z.

Para el caculo del filtro digital pedido se procede a encontrar H(z) a través de

(3.155)
1)
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donde
Oy = cot(1.27/20) = 5.2421 O = g(0.87/20) = 0.1263

H(z) = (3.156)

2425+ 1= 52421< )+01263<Z+1> )

1
H(z) = 5

(5 2421( ) +0. 1263<Z+1>) + f(5 2421( ) +0. 1263<Z+1>) +1

(3.157)

después de efectuar el desarrollo algebraico se tiene

0.0009 — 0.0019272 + 0.0009z*

H(z) = 3.158
(2) 1 —3.86502! + 5.6474272 — 3.6969273 + 0.9152~4 ( )
Calculo de la ecuacion en diferencias y(n):
Como H(z) = % entonces Y (z) = H(z)X(z), aplicando transformada Z inversa
y(n) = 0.0009z(n) — 0.0019z(n — 2) 4+ 0.0009z(n — 4)
+3.8650y(n — 1) — 5.6474y(n — 2) + 3.6969y(n — 3) — 0.915y(n — 4) (3.159)
Solucién por transformacion de H(s) — H(s) — H(z)
Calculo de la transformacién de las frecuencias de corte
0.8 1.2
Qip = tg(o0) = 01263 Q= tg(—-1) = 0.1907 (3.160)
20 20
entonces de la tabla (3.6):
s? +0.02409
5(0.0644)
sustituyendo en H(s) de orden n=2 de los polinomios de Butterworth
H - (3.161)
FPBW(S> - 82 + \/53 + 1 s_< 2%00%11?9) .
1
Hpppw(s) = (3.162)

5240.02409 52+40.02409
( 5(0.0644) ) + f( 5(0.0644) ) +1
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después de efectuar las reducciones algebraicas

0.0041475>
H _ 3.163
rraw(s) s 1+ 0.09107s3 + 0.05214752 + 0.0021865 + 0.000576 ( )
aplicando la transformada bilineal con T=1
H(z) = H(s)| _y.m (3.164)
142—1

se obtiene 0.001 — 0.0022~2 + 0.001z~*

H(z) b (3.165)

~ 1—3.862921 +5.6419272 — 3.6919273 4 0.91352 4

Del ejemplo se puede concluir que la utilizacién de la TB por los dos métodos expuestos
dan resultados iguales de H(z) a excepcion de errores numéricos al despreciar decimales en
los calculos algebraicos. El método del mapeo de H(s) a H(z) por TB tiene la ventaja que
el valor de n se calcula directamente de las especificaciones del diseno en frecuencia y de la
aproximacion polinémica a utilizar, es decir, que este método es més directo.

Respuesta espectral grafica

Para la H(z) calculada en el ejemplo anterior, se obtiene la Transformada en el Tiempo
Discreto de Fourier (DTFT), es decir que la funciéon H(z) se evalua en €/* lo que darfa la
funcion H(w)

B 0.0009 — 0.0019¢=%* + 0.0009e 4%
1 —3.8650e—3% + 5.6474e~2% — 3.6969¢ 3« + 0.915e 4

H(w) (3.166)
Utilizando Euler esta funcién se puede expresar en términos de funciones seno y coseno, para
tener una grafica representativa de la magnitud hay que programar H(w) o recurrir a algin
programa para Procesamiento Digital de Senales, los resultados obtenidos se muestran en
la figura (3.17). Donde se puede observar que los calculos desarrollados corresponden a las
especificaciones solicitadas para este diseno.

Implementacién en estructura cascada

En esta forma, la ecuacion (3.165) es factorizada en secciones de segundo orden, llamadas
secciones biquads. La funcién de transferencia del sistema es representada como el producto
de funciones biquads. Cada funcién biquad es implementada en forma directa o canénica y la
funcion completa del sistema como secciones biquad en cascada. Esta forma de implementa-
cioén permite disminuir la acumulacién de errores numéricos cuando los filtros se programan
en aritmética de punto fijo. De la ecuacion (3.165) y factorizando la H(z) calculada

1 2 —1 -2 1—2 —1 -2
H(z):0.0009< R )( Sl

3.167
1 —1.9196589z~1 + 0.9504752~2 1 —1.94522—1 + 0.962652—2) ( )
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Figura 3.17: |H(w)| de un FPBW con fy = 1 hz y ABW = 0.4 hz.

1.0 —
0.9 —

0.8 —

IH(w) |

fo =1 hz.

Figura 3.18: Filtro IIR en cascada
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Los coeficientes para la forma cascada de la figura 3.18 son:
by = 0.0009, Byg =1, By; = 2.00, Bys = 1.00

Byy =1, By = —2.00, Byy = 1.00

A =1, Aj; = —1.9196589, A1 = 0.95047585

Agp =1, Ay = —1.9452919, A,y = 0.96265027

Diseno de filtros IIR con especificaciones digitales

Si las especificaciones del disenio se dan en frecuencia digital w, entonces para utilizar el
disefio por transformacion analogica a digital se transforma la frecuencia de corte (especifi-
caciones en frecuencia) por medio de la formula

2 w
Q= —tan(—=
T (2)
a especificaciones analégicas. Posteriormente se disena el filtro anal6égico con base al polino-
mio normalizado de la aproximacién, se desnormaliza el filtro y se convierte a filtro digital
por medio de la TB, durante este proceso el pardmetro 7' es transparente y se puede fijar
arbitrariamente 7' = 1.

Si se tiene una senal discreta x(n) de N puntos y se quiere disefiar un filtro que seleccione
ciertas frecuencias del espectro X (e/*), otro procedimiento de an4lisis es aplicando a z(n) la
Transformada Discreta de Fourier (DFT) para obtener su espectro discreto X (k), el disefiador
puede seleccionar la o las frecuencias de corte digital de interés con la relacion en el intervalo
0 < w < m, se calcula
. 7T]€Z‘

- NJ2

donde k; representa un punto en la frecuencia discreta.

Wed

3.5. Diseno por localizacion de los polos y ceros en el
plano z

Este método consiste en ir colocando los polos y ceros en plano z con base a la experiencia
del disenador y luego evaluar el desempefio de H(z)|,_.i., hasta obtener una respuesta en
frecuencia deseada, en general se puede decir que es un método de prueba y error.

Representacion de H(z) en el plano z

Un sistema discreto se puede representar en el dominio de z utilizando el patrén de polos
y ceros, y si se utiliza la relaciéon z = e/“7 se tiene la representaciéon en el dominio de la
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frecuencia por medio de la amplitud |H (¢/“T)| y la fase ¢(w) |3|. La respuesta de un sistema
se puede escribir

N
H(z) = §(Z> _ KOM
(2) [Tizi(z — )
donde las constantes ¢; son los ceros, p; los polos de H(z) y K{ una ganancia.
Si sustituimos z = /T

(3.168)

H(ET) = [H ()]
. JowT'
H(erT) — KOH 1(6' CZ)
Hi:l(e]wT - pl)

N ”»
) ! Mc- jwe;
H(eT) = KOH;V:l—le, (3.169)
L) My, e7pi
la amplitud |H (e’“7)| es un cociente de productos de amplitudes y la fase ¢(w) es un resta
de las fases de los ceros y los polos:

i =

=2

|H (w)| = so My Mo (3.170)

Hi:l Mpi

N N
W)= e — > by, (3.171)
=1 =1

Las respuestas de magnitud y fase del sistema pueden obtenerse para cada frecuencia w
determinando la magnitud y el angulo de fase de los polos y ceros respecto del punto e/“T
sobre el circulo unitario, como se observa en la figura 3.19. Es decir, que se puede obtener
un céalculo geométrico.

De la figura 3.19, los puntos marcados tienen el siguiente significado:
A representa la frecuencia cero
B cualquier punto sobre el circulo unitario donde se evaltia H (e/“T)
C la frecuencia f,/2, donde f, es la frecuencia de muestreo.

El comportamiento de H(e’“T) esta4 determinado en el intervalo 0 < f < f,/2 donde
H(e’T) = H(e™7“T) es simétrica respecto de f/2.
Es posible obtener la magnitud de H(e’“T) en un punto dado w = wy a través de la construc-
cion de todos los vectores que unen el punto z = ¢/“°T (sobre el circulo unitario) con cada
cero y polo de H(z). De la evaluacion de los productos de magnitudes, resulta la magnitud
de H(e’*T) y ¢(w) para una w particular.

Este método consiste en ubicar los polos en los puntos cercanos al circulo unitario en las
frecuencias que se quieran enfatizar y los ceros cerca de las frecuencias a desenfatizar. Para
este método se imponen las siguientes limitaciones
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Im
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Figura 3.19: Polos y ceros en el plano z

= Todos los polos deben localizarse dentro del circulo unitario para garantizar la estabi-
lidad del sistema.

= Por cada polo o cero complejos debe existir su conjugado con el objeto de que los
coeficientes del diseno sean reales.

La funcion de transferencia H(z) se expresa

q b -1 q 1 — -1
H(z) = 2oty Mol ™) (3.172)
1+ parz! po(l —prz7t)

donde b, es una constante de ganancia seleccionada para normalizar |H (w)| a una frecuencia
especifica tal que |H(wp)| = 1, wo es una frecuencia dentro de la banda de paso del filtro,
cx son los ceros de H(z) y pi son los polos de H(z). Usualmente el nimero de polos p se
selecciona mayor o igual que el nimero de ceros q.

Para el disenio de filtros digitales paso bajas los polos se deben ubicar cerca al circulo
unitario correspondiente a los puntos de la frecuencia de corte w,. cerca a w = 0, esto es
bajas frecuencias. Los ceros deben localizarse cerca al circulo unitario correspondiente a los
puntos de la frecuencia alta, w = 7.

Para el diseno de filtros digitales paso altas la localizaciéon de polos y ceros es lo
opuesto a filtros paso bajas, en general pueden darse varias posibilidades como se obseva
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en la figura 3.20. El método es similar para el diseio de FPBW y FSBW, un filtro FPBW
debe contener uno o mas pares de polos conjugados complejos cerca del circulo unitario en
la vecindad de las frecuencias que constituyen la banda de paso del filtro.

N
1/
4%
o/
N

B
J

X Polos

O ceros
PASO BAJAS

SR

a
/

i
NI
aa
[/

PASO ALTAS

Figura 3.20: Diseno de filtros por ubicacion de polos y ceros en el plano z

Metodologia de diseno por ubicacién de polos y ceros en plano z

1.

2.

d.
6.

Determinar las frecuencias w de interés con base a las especificaciones.
Ubicar los polos y ceros en el plano z.
Escribir la funcion de transferencia H(z).

Evaluar el desempeno de H(e’?), hasta obtener una respuesta en frecuencia deseada,
si no cumple con especificaciones regresar al paso dos.

Normalizar la funcién de transferencia y obtener y(n) = TZI{H(2)X(2)}.

Identificar los coeficientes e implementar el filtro.

Este método de diseno no es muy practico ya que no se puede tener mucho control sobre
las especificaciones.
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Diseno de un filtro supresor de banda o ranura

Para el disefio de un filtro supresor de banda a frecuencia w, simplemente se introducen
un par de ceros conjugados sobre el circulo unitario a un angulo wy, 212 = €X“° cuyo
disenio es del tipo solo ceros y por consecuencia un filtro tipo FIR. Esto produce un ancho de
banda muy grande, lo que implica que las frecuencias vecinas alrededor de wy sean atenuadas
fuertemente. Para evitar este efecto se debe recurrir a otras técnicas utilizando un filtro tipo
ITR introduciendo dos polos conjugados en la vecindad de wy, es decir

+jw
pr2 = rpe
El efecto de estos polos es producir resonancias cerca de los ceros reduciendo el ancho de
banda del filtro de ranura y el rizo en la banda de paso. La funcion de transferencia resultante
seria:

(1 —ree?*0z71)(1 — reedwoz1) 1 —2r.z"coswy + r2z=2

H(z)=1b . . =b 3.173
(2) = bo (1 — rpedwoz=1)(1 — rpe—d=oz=1) — °1 — 27,2 Lcoswy + r2z? ( )

este disenio también genera filtros paso banda:

= si r. <7, se obtiene un filtro FPBW
= si r. > 7, se obtiene un filtro FSBW

= sir. =~ 1, el efecto de los polos y los ceros se anulan, se tiene un filtro paso todo.

La cantidad de ganancia y atenuacion es controlada por la diferencia entre 7, y 7., la dis-
tancia 7, al circulo unitario determinaré el ancho de banda del filtro.

Una desventaja del método es que puede conducir a ensayos de prueba y error para
alcanzar un buen desempeno.

Ejemplo de un filtro de ranura

Disenar un filtro digital FSBW con wy = 7/4 con ancho de banda muy reducido.
La calidad de un filtro tipo ranura es controlada por la distancia de los polos a los ceros.
Para los polos y ceros:
1=0.7071+j0.7071
c,=0.7071-j0.7071
p1=0.6364+j0.6364
p2=0.6364-j0.6364

por la ubicacion de los polos, este filtro puede ser visto como un filtro de ranura con frecuencia
7/4 0 0.125 de la frecuencia de muestreo. Sustituyendo los polos y ceros en la ecuacion (3.172)
(z —(0.7071 4 50.7071))(z — (0.7071 — 50.7071))
(z — (0.6364 + j0.6364))(z — (0.6364 — 70.6364))

H(z) =
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la funcion de transferencia normalizada

B 1—1414z7Y 4+ 272
1 —1.2732-1 4+ 0.81022

H(z)

con coeficientes
bi={1,-141,1}
a;—{ 1, -1.273, 0.810 }

La magnitud de la respuesta en frecuencia | H (w)| en decibeles para este disefio se observa
en la figura 3.21.

db !

70

/4 7‘T/2 | | T

Figura 3.21: Respuesta del filtro FSBW disenado

Sistemas de fase minima

Para finalizar este capitulo se agrega una caracteristica de interés en filtros digitales, ya
que el concepto de fase minima va a ser 1util en el siguiente capitulo y en muchas aplicacio-
nes cuando se pretende encontrar una funciéon de transferencia inversa, lo que implica que
el sistema sea invertible. La importancia de los sistemas o filtros de fase minima, es que
al invertirlos su respuesta en frecuencia producen sistemas estables, la invertibilidad de un
sistema es de mucho interés en el estudio de la deconvolucién. Entonces para un sistema
o un filtro con una funcién de transferencia inversa estable, debe ser de fase minima y no
contener ceros sobre el circulo unitario.

Se dice que un sistema es de fase minima si su funciéon de transferencia satisface:
1. Los polos de H(z) estan dentro del circulo unitario en el plano z.

2. Los ceros de H(z) estan dentro del circulo unitario.
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3. El cambio de fase ®(w) de ®(0) a ®(7) es cero [32].

Para una respuesta en frecuencia | H (e’“)|, la respuesta en fase del filtro asume el minimo
valor posible. Si conocemos la respuesta en amplitud o la respuesta en fase del filtro, se
puede determinar la otra componente. Un filtro H(z) se dice que es de fase minima cuando
el retardo de grupo es el minimo posible para todas las frecuencias.

Sistemas de fase no minima o fase maxima

Se le llama asi a un sistema, cuando todos los ceros de la funcién de transferencia del
sistema estan localizados fuera del circulo unitario en el plano z. Para una respuesta en
amplitud dada, la respuesta en fase del sistema asume el méximo valor posible.

Para un sistema de fase maxima, el cambio de fase ®(w) de ®(0) a ®(w) es 7. Las
caracteristicas en fase de un sistema es una medida del tiempo de retardo que las componentes
en frecuencia de la senal de entrada sufren al pasar por el sistema. Una caracteristica de fase
minima implica una funcién de retardo minimo, y lo contrario una de fase maxima [32]. Un
filtro H(z) se dice que es de fase maxima cuando el retardo de grupo es el maximo para
ciertas frecuencias.

3.6. Diseno de filtro IIR utilizando programas

Como se mencioné para el caso de los filtros FIR, existe software libre y comercial para el
diseno de filtro IIR. En el paquete MATLAB en el “toolbox” para procesamiento de sefiales
se tienen las funciones de interés que el lector puede verificar a través de las ayudas.

butterord butter bilinear buttap
cheblord chebyl chevy2 chevlap
ellipord ellip residuez  chev2ap
besself besselap poly2rc ellipap
impinvar tf2zp Zp2s0s filter
filter2 filtfilt freqz freqgs

3.7. Resumen

En este capitulo se han analizado los métodos mas utilizados en el diseno de filtros digi-
tales IIR, sus caracteristicas, ventajas y deventajas. Se hace notar que todavia existen otras
técnicas para el diseno de fitros IIR que el lector interesado puede consultar y entenderlas
con las bases que se han dado anteriormente. Sin embargo, con los conceptos abordados en
este capitulo el lector estd en capacidad de disenar filtros de muy buen desempeno e incluso
realizar disenos que van a operar en tiempo real.
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Capitulo 4

Prediccion lineal

Una vez estudiado y analizado los filtros digitales FIR e IIR, se esta en la posibilidad de
aplicar estos filtros al anélisis de la codificacién por prediccion lineal (LPC) que se utiliza
ampliamente en estimacion, compresion de senales, procesamiento de voz, deteccion, image-
nes, cancelacion de ruido en comunicaciones, instrumentacion, geofisica, etc.

En la estimacion de sefiales, el diseno de filtros se realiza con base a un criterio de optimi-
zacion y comunmente el més utilizado es la minimizacién del error cuadréatico medio (MSE),
para este criterio s6lo se requieren estadisticos de segundo orden, es decir, el valor medio y
correlaciones de un proceso estacionario.

En este capitulo se realizard un estudio de la prediccion lineal con base a los filtros ya
estudiados, a la predicciéon se le denota lineal ya que los filtros FIR a utilizar son lineales,
de este anélisis se deduciran los filtros “lattice” cuyas estructuras las relacionaremos con
los disenos abordados. Dentro de los anéalisis se obtendra la ecuacién normal y la de Yule-
Walker que son de amplia aplicacién en el procesamiento de senales y se expondran algunos
algoritmos de solucion.

4.1. Prediccion lineal

Un problema de interés en el procesamiento digital de seniales es predecir el valor de una
senal en un tiempo dado conociendo un conjunto de valores de un proceso estacionario. Esto
es, hacer una estimaciéon de una muestra particular de la senal con base a valores conocidos
de la misma en otros tiempos. Si la muestra a estimar es la presente o futura con base a
muestras anteriores conocidas, a la predicciéon se le conoce “forward” o hacia adelante, si se
va a realizar una estimacion de una muestra pasada con un retardo cualquiera con base a
muestras conocidas, a la prediccién se le conoce “backward” o hacia atrds.

Para analizar ambos procesos empezamos por el modelo de predicciéon de la figura 4.1.
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Dado un conjunto de valores x(n), x(n—1),x(n—2),---,x(n—M) de un proceso estacionario
como se muestra en la figura 4.2, donde:

= El valor a estimar o predecir puede ser el valor futuro z(n + A)
t(n+A) = fz(n),z(n = 1), 2(n = 2),---,2(n = M))

donde:

A es un tiempo futuro

Z(-) es el valor estimado de x(-)

d(n) es el valor de una senal deseada o muestra a estimar
e(n) es el error de prediccion

= Si se conocen las muestras anteriores a tiempo actual se puede predecir el valor actual
z(n), obtiendo el predictor hacia adelante (FLP), un diagrama de este predictor se
ilustra en la figura 4.1, donde

z(n) = f(x(n—1),z(n —2), -+, x(n — M))

x (n) FILTRO i‘(n) _

PREDICTOR

Figura 4.1: Prediccién lineal

= Si se conoce la muestra actual z(n) y las M — 1 muestras anteriores
z(n),x(n —1),xz(n —2),---,z(n — M + 1), se puede estimar la muestra (n — M), a
este predictor se le conoce como predictor hacia atrds (BLP)

z(n—M) = f(z(n),z(n—1),2(n—2),---,z(n — M + 1))

Se dice que la prediccion es lineal, si el valor a estimar se puede escribir como una
combinacion lineal de los valores conocidos. Los requerimientos de la prediccién se deben
especificar de tal forma que el error de prediccion sea el minimo.
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X(n-M+2)
. ’ x(n)
x(n-M+1) x(n-2) x(n-1)
x(n=M) x(n-i) X(nf) I z(n + A)
? | 0
\ \ \ I \ \ \ T T 1
n-M n-M+l n-M+2 n-i -3 n-2 n-1 n n+A

Figura 4.2: Prediccion lineal sobre una senal z(n)

4.2. Prediccién hacia adelante y ecuaciéon normal

Considerando la secuencia de datos z(n—1),x(n—2),- -+, x(n— M) obtenidas de un pro-
ceso estacionario, el problema de prediccion lineal hacia adelante (FLP) consiste en utilizar

este conjunto de muestras y predecir la muestra actual z(n) utilizando un filtro FIR, como
se observa en la figura 4.3.

x(n) x (n—1)
—> o

n_l X (n—2>) x (n=3) x (n—M)

Figura 4.3: Prediccion lineal hacia adelante

Definiendo el error de prediccion hacia adelante e@(n)

e}, (n) = x(n) — £(n) (4.1)
donde x(n) es equivalente a la respuesta deseada, el subindice M significa el orden del
predictor o la cantidad de muestras que utiliza el predictor, y el superindice f quiere decir
hacia adelante como se ve en la figura 4.4. Para la implementacion del predictor se utiliza

un filtro FIR algunas veces llamado transversal con lineas de retardo (TDL) como se ilustra
en las figuras 4.3 y 4.4.
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x(n) X (n—1) X (n—=2) X (n—=3) X (n—M+1)

Figura 4.4: Error de predicciéon hacia adelante

La salida estimada 2(n) se puede calcular como la convolucién entre los retardos de x(n)
y los coeficientes h(n) del filtro

#(n) =Y h(k)x(n — k) (4.2)

k=1
entonces u
e (n) = x(n) = > h(k)w(n — k) (4.3)

Para encontrar los coeficientes ho(n) que minimizan el error entre la senial deseada z(n) y
la estimada Z(n) es necesario aplicar algin criterio de minimizacion. Un criterio comiinmente
utilizado es el de los minimos cuadrados (MSE).

Desarrollando el error hacia delante el (n) al cuadrado

et (n)|? = [x(n) — z(n) ] [ Z h(i)x(n — 1) ]2 (4.4)

calculando la esperanza matemética y definiendo una funcién de costo J ]{4 (n) como la energia
de error de prediccion hacia adelante

Ti(n) = lep ()P = E{2*(n)} — 2B{z(n)2(n)} + E{2*(n)} (4.5)

sustituyendo la salida del filtro Z(n)

J;;(n):E{ﬁ(n)}—zzh(i)E{x(n n—i }+ZZh k) E{z(n—i)z(n—k)} (4.6)

i=1 k=1
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Considerando que la entrada xz(n) y la sefial deseada d(n) o estimada Z(n) son conjun-
tamente estacionarias en el sentido amplio, ademés significa que éstas son estacionarias en
el sentido amplio e independientes, por lo tanto, sus funciones de correlacion son indepen-
dientes. Si los valores medios de las senales de entrada z(n) y estimada #(n) son cero y se
conoce la autocorrelacion r,, (i) de x(n), entonces definiendo los términos:

= El valor medio cuadratico de la senal deseada
T22(0) = E{z*(n)} (4.7)
= La esperanza matematica de la correlacion entre la senal deseada y la senal retrasada

ree(i) = E{z(n)z(n — 1)} (4.8)

entonces el segundo término de la derecha de la ecuaciéon (4.6) puede ser escrito como
M M
Db E{w(n)a(n i)} = > h(i)re. (i) (4.9)
i=1 i=1

= La esperanza matematica de la autocorrelacion de la entrada

rea(k — 1) = E{x(n —i)x(n — k)} (4.10)

Sustituyendo estas definiciones en la funcién de costo

JL(n) = ree(0 —2Zh ) rae(i +ZZh k) pa(k — i) (4.11)

=1 k=1

para minimizar el error cuadratico se deriva .JI (n) respecto de los parametros h(n) y se
iguala a cero

dJ,(n)
Oh(n)

obteniendo la ecuacidn de Wiener-Hopf [14], [15], [30], [32], [41], de donde se puede despejar
la respuesta al impulso h(n) del filtro en el tiempo discreto

M
= =27y (k) + 2 h(k)reg(k—i)  k=0,1,2,3,-,00 (4.12)

Zh Vraw(k —m) =rep(k)  k=1,2,3,4,--- M (4.13)

sustituyendo esta solucion en la funciéon de costo, se obtiene el error cuadratico promedio
minimo

JJ]\C/[ mzn( T$$ Z h Tﬁt (414)
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Ecuacién normal y principio de ortogonalidad

La ecuacion (4.13) es conocida como ecuacion normal y consiste de un sistema de M
ecuaciones simultaneas cuyas incognitas son los coeficientes h(n). De los resultados anteriores
también se puede deducir que

E{e(n)z(n)} =0 k=0,1,2,3,---,M —1 (4.15)

Esta ecuacion es conocida como el principio de ortogonalidad, y es un resultado directo de
la minimizacion del error medio cuadratico. La condicién de ortogonalidad establece que el
producto escalar del error con los datos en la prediccion es cero, es decir, que la secuencia
del error no esti correlacionada con los datos. El principio de ortogonalidad establece que
la longitud de J{,(n) es minima cuando el error e(n) es perpendicular a los datos z(n — i)
como se observa en la figura 4.5, una interpretacion geométrica permite observar que la senal
estimada Z(n) se obtiene al proyectar la sefial deseada x(n) en el espacio de los datos de
x(n — i) como una combinacién lineal de éstos con los coeficientes h(n).

La solucion de la ecuacion normal para los parametros h(n) significa encontrar un con-
junto de coeficientes del filtro predictor (ecuacion 4.1) tal que minimice el error cuadratico
medio, si este error es minimo significa que se ha obtenido una muy buena estimacién de

h2x(2)

Figura 4.5: Condicién de ortogonalidad

Desarrollando la sumatoria de la ecuacion (4.13) para el indice m
h(D)re(k — 1) + h(2)ree(k — 2) + h(3)repe(k — 3) + - - -

et h(M)ra:a:(k - M) = T:B:B(k) (416)

y para k =1,2,--- M, se tiene el sistema matricial
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Tx:c(o) Tmc(_l) Tmc(_Q) e TII(M - 1) h(l) Tx:c(l)
T2z(2) T2z (1) 722(0) s (M = 3) h(3) | = | 722(3)
(4.17)

Por tanto, para calcular los coeficientes h(n) del filtro predictor se puede utilizar la ecuacion
normal adecuada al problema de la predicciéon hacia adelante.

La ecuacion normal (4.17) se puede escribir en forma matricial como
Rih=r, (4.18)
y si existe la inversa de la matriz de autocorrelaciones de R, se tiene la solucion
h =R, 'r, (4.19)
y el error medio cuadratico minimo

JJ(/[—min(”) = T$$(O> - rngilra: - T$(0) - rTh (420)

x

donde el subindice T significa transpuesta.

Propiedades de la matriz de autocorrelaciones R

= La matriz de autocorrelaciéon R es simétrica o hermitiana en el caso complejo, es decir,
que R = R7, entonces sus vectores caracteristicos son ortogonales, si Q es una matriz
de vectores caracteristicos de la matriz R, entonces QX Q,, = 0 [41].

= Si la matriz R es real y simétrica, todos sus valores caracteristicos deben ser reales o
iguales a cero [41].

= La matriz Q de vectores caracteristicos puede ser normalizada, de tal forma que

QQT =1 [41].

» Para procesos estacionarios la matriz R es del tipo Toeplitz, esto es, que todos los
elementos de cada diagonal son iguales [15].

» La matriz R es positivamente definida, implica que cumple con xTRx > 0 para cual-
quier vector x.

= Cuando los elementos de un vector del proceso estacionario en observaciéon son arre-
glados en forma “backward”, el efecto es equivalente a la transposicién de la matriz de
autocorrelacion [15].
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» Lamatriz R,;; de orden p+1 para un proceso estacionario se puede escribir en funcién
de la matriz R, de orden p [15].

4.2.1. Relaciéon entre prediccion lineal y el modelo autorregresivo

La prediccion lineal y el modelado autorregresivo (AR) de un proceso aleatorio estan
intimamente relacionados. Considerando un proceso estacionario z(n) que es la entrada a
un filtro transversal con funcion de transferencia A(z), coeficientes a; y salida v(n) del tipo
ruido blanco con media cero y varianza o2, por sus caracteristicas al filtro A(z) se conoce
como filtro blanqueador, y su funcion de transferencia esta dada por

A(z) =1+ Zaiz”' = )‘;((Z)) (4.21)

entonces la respuesta al impulso h(n) del filtro blanqueador es de duracidn finita FIR como
se muestra en la figura 4.6.

Por otro lado se puede obtener un modelo con una senal x(n) como la salida y una senal
de ruido blanco v(n) como la entrada, esto significa un sistema inverso al filtro blanqueador
con respuesta al impulso g(n) de duracion infinita. Considerando un sistema tipo IIR s6lo
polo, como se observa en la figura 4.7 que también se le conoce como autorregresivo (AR),
con funcién de densidad de potencia

0.2

[T (1= az ) (1~ af2)

donde los coeficientes «; son los polos del sistema y |o;| < 1 para toda i.

S.(2) = (4.22)

Del sistema FIR, si la funciéon de transferencia A(z) es de fase minima existe su inversa,
y si definimos al sistema inverso como

1 X(z) 1 B 1
A(z) - V(z) - Hi]‘il(]‘ —a;z7) 1 +Zij\i1 aiz™"

Entonces los coeficientes a; de ambos sistemas son los mismos.

G(z) = (4.23)

De las ecuaciones (4.23), (4.21) y de un modelo autorregresivo como se observa en la
figura 4.7 se pueden obtener las ecuaciones en diferencias en el dominio del tiempo

z(n) + az(n — 1) + agx(n — 2) + agz(n —3) + - - -+ ayax(n — M) = v(n) (4.24)
despejando x(n)

z(n) = —ayx(n — 1) — asx(n — 2) —azx(n —3) — - -+ — apyz(n — M) + v(n) (4.25)
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x(n)

Figura 4.6: Filtro blanqueador para el anélisis del proceso AR

_z(n)
v
n—1
\4
n—1

Figura 4.7: Proceso autorregresivo, filtro de sintesis
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v(n) es ruido blanco con media cero y varianza o? .

Este proceso es llamado Autorregresivo de orden M porque el valor actual z(n) del pro-
ceso es una regresion de las muestras pasadas de x(n). Los coeficientes a; de la combinacion
lineal son llamados pardmetros autorregresivos del proceso x(n).

De la ecuacion (4.23) se observa que el proceso AR es un sistema del tipo todo polo,
y para que sea estable todos los polos deben estar dentro del circulo unitario, por tanto la
funcién A(z) tiene todas sus raices dentro del circulo unitario.

La salida x(n) se puede aproximar como un proceso estacionario en el sentido amplio
(WSS), lo que implica que la entrada v(n) sea ruido blanco. En teoria el filtro predictor
de error de orden M puede blanquear (producir una salida de ruido blanco) para cualquier
entrada estacionaria representada por la secuencia z(n),xz(n—1),z(n—2),---,x(n— M) con
M suficientemente grande. El incremento del orden del predictor M reduce la correlacion
entre muestras adyacentes del proceso aplicado a la entrada del filtro.

La relacion entre el filtro predictor de error hacia adelante y el predictor mismo se ilustra
en las figuras 4.6 y 4.7, donde se nota que la longitud de filtro predictor de error es mayor en
uno que el predictor. Sin embargo, ambos filtros son de orden M, entonces ambos involucran
la misma cantidad de retardos.

Modelo autorregresivo

Considerando la ecuacion en diferencias (4.24), donde se tiene un sistema SLITD solo
polos de orden M, es decir A(z) = 1/G(z), si A(z) es de fase minima, y si v(n) es un proceso
de ruido blanco WSS, con media cero, entonces su funcién de autocorrelacion esta definida

roo(l) = 026(1) (4.26)

Donde las ecuaciones (4.24) y (4.23) describen un proceso AR de orden M (AR(M)) con
entrada v(n) y salida z(n). Multiplicando la ecuacion (4.24) por la sefial x(n) retrasada en
m

z(n)x(n —m) + aix(n — 1)z(n —m) + asx(n — 2)x(n — m)+

asz(n — 3)x(n —m)+ -+ ayx(n — p)a(n —m) = v(n)x(n —m) (4.27)
la autocorrelacion de z(n) se puede definir como el valor esperado
r22(l) = E{x(n)x(n —1)} (4.28)
tomando el valor esperado de (4.27), y si (n) y v(n) no estan correlacionadas, se tiene

Toz(M) + a17pe(m — 1) + agree(m — 2) + agry,(m — 3) + - -+ ayre(m —p) =0 (4.29)
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en forma mas compacta
M
Z a;rzz(m—1) =0 (4.30)
i=0

al desarrollar esta tltima ecuacién para un orden M se obtiene un sistema de ecuaciones
adecuado para el célculo de los coeficientes ay, as,---,ay, param=1,2,3,---, M.

En forma matricial se tiene lo que se conoce como ecuaciones de Yule-Walker [9], [16],
[25]

722(0) Tez(—1) Tyz(—2) s (M — 1) ay T2z (1)

T2z (1) 722(0) Tez(—1) s (M —2) as T2z (2)

T2z(2) T2z (1) 722(0) s e (M = 3) as | = — | 722(3)
(4.31)

esto es, el sistema Ryrant = ryv y si la matriz Ry es no singular, existe la solucion ayy = Rl(/llrM,
cuya forma es similar a la ecuacién normal o de Wiener-Hopf [41], [15], [30].

En el contexto de prediccidn lineal, si x(n) es un valor al tiempo n y #(n) el valor estimado

z(n) =— Z amx(n —m) (4.32)

m=1

z(n) es la prediccion lineal de z(n) basado en las M muestras anteriores de x(n) y el error
de prediccion
e(n) = z(n) — &(n) (4.33)

entonces los coeficientes a,, minimizan el error de prediccién medio cuadratico (MSE)
E{e*(n)} = E{[z(n) + £(n)]"} (4.34)

Dentro del campo de identificacion de sistemas, los coeficientes a,, representan el proceso
AR y son los mismos que aparecen en la ecuacién de Yule-Walker, en algunos eventos existe
una correspondencia uno a uno entre sistemas de identificacion AR y prediccion lineal [9].

Relacion entre coeficientes h(n) y a(n)

Para la prediccion hacia adelante se han utilizado los coeficientes h(m), donde p = M es
el orden del predictor, del analisis de prediccion lineal y del modelo AR se pueden relacionar
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los coeficientes h(m) y los coeficientes a,(7). La funcién de transferencia del filtro predictor
de error hacia adelante esta dada por

H(z) =Y h(k)z"" (4.35)

k=0

y la funcién de transferencia de modelo AR visto como un sistema lineal retroalimentado

1 1
Hag(2) = = 4.36
(2) 1—H(z) 1-=3%7%_ h(k)z"F (4.36)
los coeficientes del filtro predictor de error estdn relacionados con el proceso AR
1 1
Hugr(z) = = (4.37)

k=0 Gp(K)z7F Ap(2)

Esto muestra que la funcién de transferencia del modelo AR es igual al inverso de la funcion
de transferencia del filtro predictor de error hacia adelante, por lo que al proceso AR se le
llama frecuentemente filtro inverso [14], y los coeficientes se relacionan

1, m=20
a,(i) =¢ —h(m), i=1,2,3,---,p (4.38)
0, m>p

Por lo tanto el analisis de prediccién lineal de un proceso estacionario en el sentido amplio y el
modelado AR de un proceso pueden ser vistos como un par de operaciones complementarias.

» Andlisis: a través de un filtro predictor de error sobre una senal x(n) WSS se pueden
calcular los coeficientes h(n) y por tanto los coeficientes a,(n), (figura 4.8).

» Sintesis: conociendo los coeficientes a,(n) para un modelo AR y teniendo ruido blanco
como una senal de entrada se tiene una senal de salida z(n), (figura 4.7).

Reformulando la ecuacién normal e introduciendo el término de la derecha r,.(i) en la

sumatoria
p

> ap(m)rag(k—m) =0  k=1,234,--p (4.39)

m=0
también se puede reescribir la ecuaciéon del error medio cuadratico del predictor hacia ade-
lante introduciendo el valor de 7,,(0) en la sumatoria, es decir iniciando el indice en m =0

Z a,(m)ree(m) = Jf (n) (4.40)

m=0
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se observa que ambas sumatorias del lado izquierdo de las ecuaciones (4.39 y 4.40) son
iguales, por lo que se pueden escribir en una ecuacién de orden p

p
Tk, k=0
Zap(m)rm(k:—m):{op() k=1.2.3..p (4.41)

m=0

Esta ultima ecuacién es conocida como la ecuacion normal aumentada para prediccion lineal
hacia adelante.

En forma matricial ) . ;
r..(0) T 1 J
Trr €T — P

R e = 16 442)

También el error de prediccion lineal hacia adelante (ecuacion 4.40) se puede escribir

como
p

eg(n) = Z ap(m)ry.(n —m) (4.43)
m=0
Esta ecuacion es claramente una relacion entrada/salida que lleva a una estructura trans-
versal en funcion de los parametros a;, cuya salida es e;f (n) Namada filtro de prediccion de
error.

Para un predictor de orden p, la secuencia de coeficientes del filtro predictor de error
a,(i) y la energfa del error de prediccion JI(n) estén relacionados por la secuencia de auto-
correlacion r,, (i) al orden p+ 1, es decir, la ecuacién normal aumentada. El modelo AR esta
relacionado a la secuencia de autocorrelacion del proceso por la ecuaciéon normal aumenta-
da, esta estructura del modelo AR es referido como la ecuacion de Yule-Walker que tiene
una estructura matemaética igual a la ecuacién normal aumentada pero con origenes fisiscos
diferentes [14].

4.3. Prediccion lineal hacia atras

En este caso se pretende estimar la muestra z(M — 1) considerando que se conoce la
muestra actual z(n) y las M — 1 muestras anteriores z(n — 1),z(n —2),---,z(n — M + 1),
la muestra a estimar Z(n — M) es una funcion

z(n—M) = f(z(n),z(n—1),2(n—2),---,2(n — M + 1))

si z(n — M) es el valor verdadero de la muestra a estimar, entonces se tiene un error de
prediccion hacia atras dado por

eh,(n) =x(n — M) —2(n— M) (4.44)
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x(n) X (n—a X (n=3) X (n—N+1)

\ £7

Figura 4.8: Error de prediccién hacia adelante con pardmetros a;

donde z(n — M) juega el papel de la respuesta deseada, M indica el nimero de muestras del
predictor y el superindice b hacia atras.

Utilizando una estructura de lineas de retardo TDL como en la figura 4.9 similar a un
filtro FIR, el valor estimado se puede escribir como la convolucién de los coeficientes del
predictor b(k) y la senal z(n) con sus retardos.

i(n—M)= Z b(i)x(n —i+1) (4.45)

Para encontrar los coeficientes b(i) en términos de la media de los minimos cuadrados se
puede utilizar la ecuaciéon normal adecuandola al problema de la prediccién hacia atras

M
D b(m)ree(m—i) =rp(M —i+1)  i=1,2,34,--- M (4.46)
m=1

donde 7, (m — i) es la correlacion entre muestras en la linea de retardo definida por
Tez(m — 1) = E{z(m —i+ 1)z(n —m+ 1)} 1=1,2,3,4,---, M (4.47)

y Tex(M — i+ 1) es la correlacion entre la senal deseada y los retardos de la entrada dados

por
ree(M —i+1)=FE{z(n—i+ Da(n— M)} i=1,234-- M (4.48)

de forma similar el error medio cuadritico minimo del predictor hacia atras esta dado por

Thr(n) = E{|e5;(n)*} = r40(0) = > b(k)ree(M —m +1) (4.49)

m=1
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x(n)

x(n—M)

x (n-2) X (n—3) X (n—M+2

n-1

Figura 4.9: Filtro de prediccién de error hacia atras

donde 7,,(0) es igual al valor medio cuadratico de la respuesta deseada.

Si en la ecuacion (4.46) se reemplazan los indices m por M —m+1,eipor M —i+ 1y
considerando que para un proceso estacionario ., (i —m) = r.,(m — i), la ecuaciéon normal
para prediccion hacia atras se puede escribir

M
S Ob(M —m A+ Drg(i —m) = roe(i)  1=1,2,3,4,---, M (4.50)

m=1

comparando la ecuacion (4.30) con (4.50), se observa que tienen la misma forma matemaética,
por lo que los coeficientes de prediccion hacia adelante y hacia atras se pueden relacionar

am)=bM —m+1); blm)=a(M—-m+1) m=1,2,3,---,M (4.51)

Esto sugiere que en un proceso estacionario se pueden usar los coeficientes del predictor hacia
adelante en orden inverso para obtener los coeficientes de prediccion hacia atras. Reempla-
zando m por M —m + 1 en la ecuacion (4.49), se observa que

Ty (n) = Ty (n) (4.52)

Lo que implica que para un proceso estacionario el error de prediccién hacia atras e, (n) y el

error de prediccion hacia adelante eﬂ(n) tienen el mismo valor medio cuadratico, entonces

ehi(n) = e3,(n) = ear(n).

Filtro de prediccién de error hacia atras

Combinando la solucién de la ecuaciéon normal para la prediccion hacia atrés (4.46) y
la ecuaciéon de la media del error cuadratico hacia atras en funcion de los coeficientes hacia
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Figura 4.10: Error de prediccién hacia atras con parametros h;

adelante
M
S (M = mA Vrgg(m—i) =rp(M —i+1)  i=1,234--- M (4.53)
m=1

reemplazando ¢ — 1 por j y m — 1 por [
M-1
S (M = Drag(l—j) =ree(M —j4)  j=0,1,2,34,--- M —1 (4.54)
m=0
para mayor claridad sin afectar el significado de esta ecuacion, se sustituye [ por m y j por ¢
M-1
> WM = m)raa(m—i) =rpe(M —j)  i=0,1,2,3,4,- ,M—1 (4.55)
m=0

introduciendo la relacion entre los coeficientes h(n) y ap;(n) del modelo AR, se puede rees-
cribir la ecuacién normal

M
ay (M —m)ry.(m—1i) =0 i=0,1,2,3,4,---, M —1 (4.56)

m=0

Reformulando la media del error cuadratico hacia atras en términos de coeficientes h(n)
(figura 4.10)

Thi(n) = rea(0) = Y h(M —m + D)ree(M —m+1) (4.57)

m=0
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reemplazando m — 1 por m
M-1
Thr(n) = 140(0) = > h(M — m)ree(M — m) (4.58)
m=0

definiendo el orden M = p, igual al nimero de polos del predictor y observando que r,,(0) =
rz(p —m) para m = p, es decir, que se puede mover a r,,(0) dentro de la sumatoria y a la
vez introduciendo los coeficientes a,(n)

Jh(n) = ay(p = m)raa(p—m) = Y ap(p — m)ras(m — p) (4.59)

en un proceso estacionario 7., (M —m) = ry,.(m — M).

Para el orden M = p, la ecuacion normal aumentada para un proceso de prediccion lineal
hacia atrds se pueden escribir

p .
. 0 1=0,1,2,---,p—1
Z ap(p — m)rye(m —1) = { T i=p (4.60)
p

{g% rj(co)} {_1]3} - {Jﬁ?p)} (4.61)

El error de prediccion se puede escribir como un filtro transversal con coeficientes h(n), b(n)

o a(n)

en forma matricial

p p

donde
1 1=p+1
a,(p—i+1) {—h(p—z—i—l) i—19 » (4.63)
entonces
p+1
eb(n) => ay(p—i+Dan—i+1) (4.64)
i=1

reemplazando 2 — 1 por 7, se tiene la expresion para el filtro predictor hacia atras en términos
de los coeficientes hacia adelante

eg(n) = Z a,(M —i)z(n —1) (4.65)
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x(n)

X (n-2) x (n-3) X (n—-M+1) X(";M)

+

Figura 4.11: Filtro de prediccion de error hacia atras con parametros b;

como se ilustra en la figura 4.11.

Como la funcién de transferencia del predictor hacia adelante de orden p esta dada por

A(z2) = ay(n)z™ (4.66)

para el filtro predictor hacia atras se tiene una funcién de transferencia en términos de los
coeficicientes a,(n)

p

Ag(z) =a,(p) +a,(p— 1)z + -+ +a,(0)277 = Z a,(p—mn)z™" (4.67)

si se cambia el indice [ = p — n, entonces estas dos funciones de transferencia se pueden
relacionar

p p
Ab(z) = Zap(l)z’(p’l) =zP Zap(l)zl
=0 =0

b _ —
Ab(z) =2z PAL(27) (4.68)
Se concluye

= Que la funcion de transferencia A’(z) no puede tener ceros dentro del circulo unitario,
es decir que se tiene un filtro de fase mdzima.

= En un filtro de fase méxima su respuesta al impulso es retardada lo méximo posi-
ble con respecto al instante de tiempo cuando se aplica un impulso al filtro. Esto es
que la energia contenida en la respuesta al impulso de un filtro de fase méaxima esta
concentrada cerca de la parte final hacia atrés.
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4.4. Algoritmos para solucién de la ecuacién normal

Como se ha notado en la exposicion de este capitulo que la ecuacion normal (4.31) apa-
rece en varias ocasiones, y su soluciéon matemaética consiste en la inversion de la matriz de
autocorrelaciones R, que podria realizarse a través de la eliminacién gaussiana, sin embargo,
la carga computacional se hace excesiva (orden de operaciones O(p?)), lo que implica la biis-
queda de soluciones computacionalmente 6ptimas. Para un proceso AR de orden p (AR(p)),
la salida z(n) puede estar completamente definida con los primeros p retardos de la funcion
de autocorrelacion 7., (m).

Recordando la ecuacion normal de orden p o de Yule-Walker para un modelo autorregre-
sivo:

T:vx(o) Txx(_l) rxx(_2> e rxx(p - 1) ap(l) rmc(l)

T$$(1) 7"3333(0) T$$(_1> e T$$(p - 2) ap(2) T$$(2)

T$$(2) Tex 1) ra:a:(0> e T$$(p - 3) ap(g) = — T:B:B(S) (469)
Ta:a:(p - 1) ra:a:(p - 2) T$$(p - 3) U T:B:B(O> &p.(p) Tiviv‘(p)

Para la solucién de los coeficientes a; de diferentes 6rdenes es necesario introducir un
indice que indique el orden de la ecuacién normal, por lo que se utiliza la nomenclatura
a, (i), donde m representa el orden e i el indice del coeficiente, i = 1,2, -+, m.

Considerando un proceso AR de orden p = 1, es decir AR(1), entonces al desarrollar la
ecuacion de (4.69) se convierte en

y definiendo la constante K; de orden 1

Ki=a(l) = — (4.71)

donde 7,,(0) > r,,(1), entonces |K; = a;(1)| < 1
y el error cuadrético para un estimador hacia adelante

P = JH(n) = 152(0) + a1(1)rpe(—1) = 74,(0)[1 — K?] (4.72)
definiendo la energia
Py =1..(0) (4.73)
entonces
P = BR[l - Kf] (4.74)
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Figura 4.12: Filtros de predicciéon de error hacia adelante, orden p = 1,2, 3

En la figura 4.12 se observa la implementaciéon de un filtro de prediccién de error hacia
adelante para varios los 6rdenes p = 1,2, 3.

Para un modelo de orden p = 2, AR(2), desarrollando la ecuacion (4.69) para p = 2 se
tiene

T2z (0)ag(1) + rpz(1)as(2) = —rp(1)
"oz (1)az(1) + 74.(0)as(2) = —re.(2) (4.75)
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y utilizando eliminacién gaussiana para resolver el sistema de ecuaciones

Toa(2) + K170 (1) T22(2) + K174,(1)

=) = ) KD (01— K7
Ky = ay(2) = — =) th (f;rm(l) _ _m=(2) +Pf<1rm(1> (4.76)
calculando P, en forma recursiva
P = Py(1 - K?) (4.77)
por tanto
as(1) = Ky + Kjas(2) = a1 (1) + Kaay(1) (4.78)

también se puede comprobar que Ky = |ay(2)] < 1.

Para un orden p = 3, AR(3), se tiene el sistema de ecuaciones
Tze(0)az(1) + rze(1)as(2) + rue(2)as(3) = —rz(1)

’I“$$(2> ( ) + rm(l) (2) + 722(0)az(3) = —rz(3) (4.79)

con solucion para los coeficientes ag(m)

_Tx:c(g) + a2(1)rxx(2) + a2(2)rxx(1>

K =asl3) roa(0)(1 — K3)(1 = K3)
0 102(3) + aa(1)ree(2) + a2(2)75.(1)
Ky = — Pl — &2) (4.80)
donde
P, =P(1-K3) (4.81)
CL3(2) = CLQ(Q) + CLQ(l)CLg(?)) = a2(2) + K3CL2(1> (482)
ag(l) = ag(l) + a2(2)a3(3) = CLQ(l) + K3CL2(2) (483)
' )
Ky =a(1) = _’1“35;5(0) (4.84)
B o Tee(2) Far(1)re.(1)
Ky =ay(2) = — ra(0)(1 = K7) (4.85)
ag(l) = CL1(1) + K2a1(1> (486)
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Del desarrollo anterior se puede observar que para encontrar los coeficientes a,(¢) al orden
p, existe una relacion con los coeficiente a,_1(¢) al orden p — 1. Los coeficientes K; también
se pueden escribir en funcion de los coeficientes al orden anterior K; 1y a;_1(j).

Por lo tanto, las férmulas generales se pueden escribir para el calculo de estos coeficientes
para 6rdenes m superiores. La energia del error cuadratico satisface que

PB>P > - 2E

H variable ‘ ecuacion H
m—1
(M) + Z Am—1(N) T2z (m —n)
K,, K, = a,(m) =— n=1 T
A (n) Am(n) = apm_1(n) + [am-1(m —n)| K,
n=1,2,3,..,m—1

Tabla 4.1: Solucién de ecuacion normal en forma recursiva

Este algoritmo es conocido de Levinson-Durbin y serda explicado con mayor detalle a
continuacion.

4.4.1. Ecuacién normal para prediccién hacia adelante y hacia atras

Tomando en consideracion las ecuaciones deducidas para prediccion hacia adelante como
hacia atras, de la ecuaciéon normal aumentada para prediccién hacia adelante al orden p

P

J k), k=0
S aminth-m = { #EBTE (4.87)
m=0 Y ) ) ? 9

se puede desarrollar para un orden p — 1 y si la energia minima del error de predicciéon hacia
adelante JJ (k) = E,_,
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Tx:c(o) Tmc(_l) rx:c(_Q) T Tmc(l - p) 1 Ep,1
Tea(1) T22(0) Tee(—1) s T(2 D) ap—1(1> 0
Toz(2) Toz(1) T22(0) o Tee(3—p) ap—1(2> = — 0
P01 realp=2) rap-3) - r© | lam-1) é
(4.88)

De la ecuacion normal aumentada para un proceso de predicciéon lineal hacia atras al orden
p se obtuvo

p

0, k=0,1,2,--,p—1
Zap(]? —m)ry(m—k) = { ), k=p (4.89)
m=0 p ’

se puede desarrollar al orden p — 1 y como se estd trabajando sobre una misma ventana
de tiempo, entonces la energia minima del error de predicciéon hacia atras se puede escribir
J(k) = J(k) = By [16]

T$$(O> 7"3333(—1) T$$(_2) T 7”3333(1 - p) Cbpfl(p - 1) 0
T$$(1> T$$(0) T$$(_1) T ra:a:(2 - p) Cbpfl(p - 2) 0
Tx:c(2) T:v:c(l) T:v:c(o) o Tmc(g - p) @pfl(P - 3) = — O
Tra (p - 1) ra:a:(p - 2) ra:a:(p - 3) e Ta:a:(o) 1 El;—l
(4.90)

Efectuando la suma de la ecuaciéon (4.88) con (4.90) multiplicada por una constante K,,,
aumentando el sistema al orden p y factorizando la matriz de autocorrelaciones

[ T$$(O> 7"3333(—1) T$$(_2) T 7”3333(1 - p) T$$(_p> i
Tx:c(l) Tx:c(o) Tx:c(_l) e Tmc(2 - p) rx:c(l - p)
Tx:c(2) Tx:c(l) Tx:c(o) e Txx(g - p) rx:c(2 p)
L 7aa(p) ree(P—1) Tae(p—2) - Tza(1) 722(0)
1 ap—1(p—1) E, A
ap-1(1) ap-1(p — 2) 0 0
ap-1(2) | + K, | @p-1(p—3) | } = 0 | +Kn| O (4.91)
ap—l(Z; - 1) 1 Am Ez;—l

la constante A,, sirve para ajustar los vectores de energia cuando se incrementa el orden de
las ecuaciones. Igualando la ecuacion (4.91) con la ecuacion del filtro de prediccion de error
hacia adelante desarrollada al orden p
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T$$(0) T$$(_1) Ta:a:(l p) T$$(_p> 171 1 i [ Ep i
T$$(1) 7"3333(0) tee ra:a:(2 - p) T$$(1 - p) ap(l) O
T$$:(2) Tx:v:(l) s Ta::v(?’ —p) T$$(2 ) @p.@) _ 0 (4.92)
Ta:a:(p - 1) ra:a:(p - 2) e Ta:a:(o) ra:a:(1> ap(p - 1) 0
| T$$(p) ra:a:(p - 1) te Ta:a:(l) ra:a:(0> 4 L Clp(]?) _ | 0 _

igualando el vector de coeficientes a,,(p) de la ecuaciéon (4.92) con el vector equivalente de
la ecuacion (4.91)

1 ap—l(p -1)

) tpr() o (—2)

g = ap-1(2) + K, | @p-1(p —3)
] Lo :

en forma escalar las componentes de los vectores se reduce a
ap(m) = ap—1(m) + Kinay—1(p — m) (4.93)

es decir, que los coeficientes a,(m) al orden p se pueden calcular de los coeficientes a,_1(m)
al orden p — 1.
De igual forma, igualando los vectores del lado derecho de las ecuaciones (4.92) y (4.91)

Eop Ep— 1 Am
0 0 0

| = 0 | +K,| O
0 : :

0 A, E,_

de la primera linea del sistema de ecuaciones se tiene

E,=FE,+ K,A, (4.94)
de la dltima linea
Am + KmEp—l =0 = Am =—-K,EFp_4 (495)
entonces
Ey = Bpr(1 - |KoP) (4.96)

También se ha obtenido un calculo de la energia del error £, al orden p con base a la energia
del error al orden anterior p — 1. La energia del error £, decrece o permance igual conforme
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el orden del filtro de predicciéon de error se incrementa, es decir, £, < E, ;. Entonces de la
ecuacion (4.96) se deduce que los coeficientes de reflexion K, deben cumplir con la condiciéon
| K| <1, esto garantiza la estabilidad del diseno del filtro predictor.

Resumen de algoritmo de Levinson-Durbin

En esta seccion se ha llegado a una solucién recursiva de la ecuacion normal, cuyos autores
de este algoritmo son Levinson y Durbin [1], [15], [16], [29]. Este algoritmo utiliza a,(1) para
generar as(1) y as(2), con as(1) y as(2) genera as(1), az(2) y a3(3) y asi sucesivamente hasta
el orden p, este proceso de recursiéon se muestra en la tabla 4.2 y requiere haber calculado la
secuencia de autocorrelacion r,,(0), 7. (1), 72:(0), - - -, 70 (p)-

Condiciones iniciales para el orden m = 0

‘ Pasos ‘ Calculos

1 m=1
K =m(l) ===
2 m=23,..,p
m—1
rez(m) + A1 (N)7rge(m — n)
Km = am(m) = — n=1 Py

Tabla 4.2: Algoritmo de Levinson-Durbin
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Interpretacién fisica

La ecuaciéon P,, = P,,_i[1 — K2 tiene la misma forma matematica de la ecuaciéon de
transmisién de potencia a través la terminacion de una red de dos puertos. Debido a esta
analogia, a los coeficientes K; se les conoce como coeficientes de reflezion o PARCOR (PAR-
tial CORrelation) [29],]22],[23].

En la practica, para estimar la autocorrelacion se puede utilizar un estimador no sesgado

Lz—|m|
1
Fez(m) = I Z x(n)x(n —m) |m| << L,, m=0,1,2,---, L, (4.97)
T p=1

donde L, es la longitud de x(n), p << L,, y para el calculo de algoritmo de Levinson-Durbin
se puede reemplazar r,,(m) por el estimador 7,,(m), esto asegura que la varianza de 7,,(m)
es pequena para grandes retardos.

Ejemplo:
Para una senial de entrada x(n) con una secuencia de autocorrelacién normalizada de longitud
p+1=5

r22(1) = {r(0),r(1),r(2),7(3),r(4),r(5)} con r(0)=1

Desarrollar la recursion del algoritmo de Levinson-Durbin para p = 4

Solucién:
Condiciones iniciales para el orden m = 0
K()Zao(O):]_, ao(l):(), P():T()Zl

para el orden m =1
&1(0) =1
&1(1) = K(] = —7’1/7”0 =1

para el orden m = 2

— >0 (G)r(2 - )

R Pi(1—K})
as(1) = a1 (1) + Koaq(1)
az(0) =1
P, =P (1 - K3)
para el orden m =3 2 | |
03(3) = K = 2z 2UIr3 =)

Py(1 - K3)
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az(2) = az(2) + Ksaq(1)
az(1) = a(1) + Kzaz(2)
CL3(O> 1

Py = Py(1 - K3)

para el orden m =4

— > o as(j)r(4 — )

) =R = Py(1 - K3)
CL4(3 - 3(3) —|—K46L3(1)
CL4(2 = 3(2) ‘|—K46L3(2)
&4(1
(

Con el conjunto de coeficientes ay(i) = {a4(0), as(l), as(2), as(3), as(4)} se puede
realizar un filtro IIR todo polo (AR) tal que para una entrada de un proceso estacionario
reproduzca la estimacion de la sehal original z(n).

4.4.2. Relacion entre la secuencia de autocorrelaciéon y los coefi-
cientes de reflexiéon

En la seccion anterior se obtuvieron los coeficientes K; y a,,(n) conociendo la secuencia
de autocorrelacién de un proceso estacionario. Existen varias formas de calcular los coefi-
cientes conociendo algin conjunto de pardmetros o viceversa, como se muestra en la figura
4.13.

Conociendo la energia promedio de la sefial Py, = r,(0), y los coeficientes
Ki - K17K27K37"'7Kp
se puede obtener otra forma de representar los estadisticos de segundo orden de una senal
estacionaria, la cual es equivalente a especificar la secuencia de autocorrelaciéon. Algunas

veces a este algoritmo se le conoce como inverso de Levinson [16].
De la ecuacién

m—1
Tuw(m) + Z Am—1(N)Tzz(m —n)
Ky = ap(m) = — = (4.98)
m—1
despejando el término r,,(m)
Tea(m) = =Ko, Pml—Zaml Mree(m —n)  m=1,2,--p (4.99)
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esta ecuacion se puede plantear como un filtro inverso para el calculo de los coeficientes de
autocorrelacion en forma recursiva conociendo los coeficientes a,,(n) y K;, partiendo de la
condicion inicial Py = r,,(0)

En la figura 4.13 se observa la relacion entre los métodos para el calculo de los coeficientes
para un proceso estacionario.

Recusion de
Levinson Durbin

(Pm,al,a2,a3,...,ap) (Pm,K1,K2,K3,.. Kp)

-

Ecuacion

Recusion de
Normal

Aumentada Levinson Durbin

(r0,r1,12,13,...,1p)

Relacion de
Einstein—Wiener—
Khintchine

S(w)

Figura 4.13: Relaciones de coeficientes por Levinson-Durbin

4.4.3. Recursion de “step-down” o Levinson inverso

Este procedimiento permite calcular los coeficientes a,,_1(i) y K,,—1 conociendo los coefie-
cientes a,,(i) y K,, al orden superior m, por esta razon a este tipo de recursion se le conoce
como “step down”. Considerando la relacién que existen entre los coeficientes a,(7) para un
filtro FIR y K; para un filtro “lattice”®.

Para el filtro FIR

M-1 M-1 h.
H(z) =Y hiz ' =ho(1+ ) h—ﬁﬁ') (4.100)
i=0 i=1 0

LEstos filtros se analizaran con profundidad en el capitulo siguiente
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y para el polinomio A, 1(z) de orden p — 1

p—1
Api(2) = (14 apa(i)z) (4.101)
i=1
ap—l(i):_i i:172,37""P—1
ho
Para el filtro lattice
Ap(2) = A1 (2) + Kz ' B (2) (4.102)
By (2) = KA 1(2) + 2 B (2) (4.103)
m=1,2,3,4,...p—1
Entonces
An(z) = Ap-1(2) + K [Bi(2) — KiAp—1(2)] (4.104)

resolviendo para A,,_1
Am(z) — KB (2)

Am-1(2) = 1— K2

(4.105)

donde
m=p—1,p—2,p—3,...,1
Aqui se calculan todos los polinomios de grado menor al polinomio A,,(z) empezando con
A,—1(2) y obteniendo los coeficientes “lattice” deseados de la relacion K, = a,,(m) donde
|K,,| # 1. La féormula recursiva se obtiene calculando K, empezando por m = p — 1 hacia
m = 1, es decir
Ko = ho
Kn=an(m) vy an1(0)=1

aplicando transformada Z inversa a ecuacion (4.105)

am(n) — Kby (n) _ am(n) — apm(m)a,(m —n)
1 - K2 1—a2,(m)

Ap_1(n) = (4.106)

Una aplicaciéon interesante del algoritmo “step-down” es la prueba de estabilidad de los
filtros digitales de Schur-Cohn, ésta establece que las raices del polinomio del filtro de pre-
diccion hacia adelante A(z) deberan estar dentro del circulo unitario si y solo si la magnitud
de los coeficientes de reflexion K, son menores que uno [32], [16], [14]. Entonces dado un
filtro lineal, causal e invariante en el tiempo con funcién de transferencia

B(z)
A(z)
para probar su estabilidad, se le aplica el algoritmo step down a los coeficientes del deno-

minador A(z) y se verifica que los coeficientes K, generados sean de magnitud menor que
uno.

H(z) = (4.107)
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4.5.

Condiciones iniciales m = 0

Fijar K, = a,(p)

CL()(O):l
piran =12 m | () = et

fijar K, = a;,(m)

si | K| =1, salir

Tabla 4.3: Recursién step down

Resumen

En este capitulo se ha analizado la codificaciéon por prediccion lineal utilizando filtros
FIR, se estudiaron los casos de prediccion hacia adelante y hacia atras, después de haber
hecho una estimacion sobre el error cuadratico se obtuvo la ecuacién normal y se explico el
algoritmo de Levinson-Durbin que es una forma 6ptima de soluciéon. Por otro lado se estudié
la relacion entre coeficientes del modelo de prediccion y la secuencia de autocorrelacion de
un senal WSS. Cabe mencionar la amplia utilidad de los conceptos sobre filtros. En este
capitulo también se mencionaron los filtros lattice que tienen caracteristicas muy relevantes
y se abordarén en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Filtros lattice

En el capitulo de prediccion lineal se utilizo la prediccion hacia adelante y hacia atras,
llegando a un sistema de ecuaciones conocido como la ecuacién normal, y para la solucién de
esta ecuacion se analizaron varios métodos donde se obtuvieron los coeficientes de reflexion
K,, con los que se puede construir una nueva estructura de filtro conocida como filtros
“lattice” que nos ofrece otras caracteristicas de interés. Las estructuras de filtros “lattice” son
utilizados extensamente en procesamiento digital de voz, en geologia y en la implementacién
de filtros adaptables.

5.1. Caracteristicas de los filtros lattice

= Una estructura lattice combina los filtros de prediccién de error hacia adelante y hacia
atras.

= Utilizan dnicamente los coeficientes de reflexion K; y su forma tiene la apariencia
“lattice” (celosia o enrejado).

= Proveen otra forma para describir las estadisticas de segundo orden de una senal esta-
cionaria a través de los coeficientes de reflexion.

= Un predictor lattice puede ser visto como el proceso de anélisis de un proceso autorre-
gresivo AR [14].

= Sus etapas son desacopladas entre si, es decir, que al agregar otra etapa al diseno, los
coeficientes anteriores no cambian. Por el contrario, en un filtro FIR al aumentar el
orden N hay que recalcular el los coeficiente para otro orden.

= Un filtro lattice es modular, esto es que los estados individuales tienen una estructura
igual.
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= El error de predicciéon hacia atras producido en las etapas lattice son ortogonales entre
si para una entrada estacionaria en el sentido amplio.

= Los coeficientes de reflexion K; tienen la propiedad |K;| < 1, por lo que su represen-
taciéon numérica en aritmética de punto fijo tienen mejor precisién que una estructura
transversal TDL, evitando errores de redondeo y la variacién de pardmetros.

5.2. Deduccion de la estructura lattice

Considerando la funciéon de transferencia de un filtro de prediccién hacia adelante de
orden m [16], vista en el capitulo anterior

F.(z) = Zam(n)z’” (5.1)

Gm(z) = Z bn(n)z™" = Z A (m —mn)z™" (5.2)

donde los coeficientes a,,(n) y b,,(n) se pueden reescribir utilizando la solucién recursiva de
Levison-Durbin

am(n) = am_1(n) + Knapm_1(m —n) = ap_1(n) + Kpby_1(n)

bn(n) = b1(n) + Kty —1(n) = ap_1(m —n) + Kpam_1(n) = ap(m —n)
n=20,1,23,---m

sustituyendo estos coeficientes en las funciones de transferencia F,(z)

Fo(z) = zm: (am,l(n) + Kpnap—1(m — n))z’”

n=0

Fo.(z) = Z Am—1(n)z"" + Z Kpam—1(m —mn)z™" (5.3)

en la sumatoria el coeficiente a,, ;(m) = 0, entonces se puede reducir el orden de a m — 1,
modificando las sumatorias

m—1 m—1
F.(z) = Z Apm_1(n)z"" + K, Z pp—1(m —m)z™"
n=0 n=0
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el término a,,_,_1 temporal implica un retardo en tiempo, por lo que introduce un factor
271 en la segunda sumatoria, obteniendo

m—1 m—1
F.(z) = Up1(n) 2" + Kzt Z A1 (m —mn)z™" (5.4)
n=0 n=0

La primera sumatoria corresponde a la funcién de transferencia de un filtro de prediccién
hacia adelante de orden m — 1, es decir F,,,_1(z) y la segunda sumatoria corresponde a la
funcién de transferencia de un filtro de prediccion hacia atras de orden m — 1, G,,,_1(z), por
lo tanto tenemos

F(2) = Fr1(2) + Kz ' G (2) (5.5)

De manera similar para un filtro de prediccién hacia atras de orden m

Gm(2) = bu(n)z™ =Y am(m —n)z"" (5.6)

Gm(z) = i <am_1(m —n)+ Kmam_l(n))z_” (5.7)

para un orden m — 1
Bp(2) = 2 ' B 1(2) + K Fo1(2) (5.8)

Para las funciones en el tiempo se aplica la transformada Z inversa, obteniendo el par de
ecuaciones para los filtros de prediccion de error hacia adelante y hacia atras [16], [39], [31]

fm(n> = fm—l(n) + ngm—l(n - 1) (5-9)

Im(n) = gm-1(n — 1) + Ky fr—1(n) (5.10)

por lo que se tiene una estructura que incluye la predicciéon hacia adelante y hacia atras
como se observa en la figura 5.1
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Figura 5.1: Filtro lattice de orden m

5.3. Comparaciéon de estructuras lattice con estructuras
FIR

Otra forma mas ilustrativa de obtener los coeficientes de reflexién K, de la estructura
lattice es a partir de filtro FIR y comparar coeficientes. De la teoria de filtros FIR, la salida
y(n) de un sistema SLITD puede escribirse como una ecuacién en diferencias, que es la
convolucion entre la entrada xz(n) del filtro y su respuesta finita al impulso h(n) que se
muestra en la figura 5.2

y(n) = Z h(i)z(n — i) (5.11)

si se hace un cambio de notacion para los coeficientes h(n) = a,,(n), donde m es el orden
del filtro

y(n) = Z A (1)x(n —1i) = x(n) + Z A (1) (n — 17) (5.12)

entonces para un filtro FIR, se tiene su respuesta en frecuencia
H(z) =1+ an(n)z" m=>1 (5.13)
n=1

Donde

» h,(n) es la respuesta al impulso de orden m, h,,(0) = a,,(0) = 1y hp(n) = an(n),
donde n =1,2,3,---,m

= 2(n) es la secuencia de entrada al filtro

= y(n) es la salida del filtro
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x(n)

X (n—-2) x (n-3) X (n—-N+1)

N-1

Figura 5.2: Filtro FIR de orden N

5.3.1. Filtro lattice para diferentes 6rdenes

Un filtro con estructura lattice (figura 5.3) puede desarrollarse a partir de un filtro FIR
(figura 5.2). Si se tiene un filtro lattice de primer orden o estado simple.

5.3.2. Filtro lattice de primer orden
Para un filtro FIR de orden uno, si m = 1y si z(n) = fo(n) = go(n) se obtiene
y(n) =z(n) +a()x(n—1)

Para una estructura lattice de primer orden, como se observa en la figura 5.3, se tienen las
salidas

fi(n) = fo(n) + Kigo(n — 1) = z(n) + Kyjz(n — 1) (5.14)
g1(n) = Ky fo(n) + go(n — 1) = Kyz(n) + x(n — 1) (5.15)
En la parte superior de la figura fi(n) =y(n) y K1 = a;(1).

5.3.3. Filtro lattice de segundo orden

Para un filtro FIR de segundo orden, m = 2, se tiene

y(n) =x(n) + az(l)z(n — 1) + az(2)x(n — 2) (5.16)

Para una estructura lattice de segundo orden, como se observa en la figura 5.4, se tienen
las salidas

fi(n) = x(n) + Kiz(n — 1) f2(n) = fi(n) + Kagi(n — 1) (5.17)
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fo(n)
~@—» ] (m=y()
x(n)
-1
- Z +)— g1
go(n) go(n—1) O
Figura 5.3: Filtro lattice de primer orden
fo(n) £, @ £, =y(m)
D a
) )
K, K,
x(n)
K - K,
-1 -1 (-2
z -+ 7 —+
L
gO(l’l) go(n_l) g 1 (n) gl (H—l) U g 2(n)
Figura 5.4: Filtro lattice de segundo orden
g1(n) = Kiz(n) + x(n — 1) g2(n) = Kayfi(n) + g1(n — 1) (5.18)
sustituyendo fi(n) y gi1(n) en fa(n), se obtiene
fa(n) =z(n) + K1 (1 + K3)z(n — 1) + Kex(n —2) = y(n) (5.19)

comparando coeficientes para la salida de un filtro FIR de segundo orden, se tiene que
Gg(l) = Kl(l + KQ)
Ky = ay(2) (5.20)

Coa(l) 0 ae(1)
Ky = 1+ K, 14 ax(2)

(5.21)

5.3.4. Filtro lattice de orden m

En general siguiendo procesos similares, se puede extender a un filtro lattice de orden m,
esto conduce a un filtro lattice que se puede desarrollar escribiendo las ecuaciones recursivas
en el orden. Si a la entrada de la estructura lattice

fo(n) = go(n) = (n)
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entonces para cualquier seccion m de la estructura lattice como se observa en la figura 5.5,
los filtros de prediccion son

fm(n) :fmfl(n)—i_ngmfl(n_ 1) m = 172,3,"',}9_ 1 (522)
gm(n) = Ky frn1(n) + gm-1(n — 1) m=1223,---,p—1 (5.23)
la salida del estado p — 1 corresponde a la salida de un filtro FIR de orden p — 1
y(n) = fp-1(n)

m=1,2,3,4,....p— 1y y(n) es la salida de estado p — 1 del filtro lattice, por lo que existe
una equivalencia con un filtro FIR. La salida f,,(n) del estado m del filtro lattice puede
expresarse como

fm(n) ' ' ); (5.24)

g2m-1M™

Figura 5.5: Filtro lattice de orden m

de la figura 5.5 y utilizando la transformada Z, se pueden escribir las ecuaciones (5.22) y
(5.23) en variable z

F(2) = Fro1(2) + KpGoo1(2)271 (5.25)
Gm(2) = K Fp1(2) + Gruo1(2)271 (5.26)
m=1,2,34,..p—1
en forma matricial ) B
F,.(z - 1 K, F,_1(z
{ Gm(2) } N { K, 1 ] [ 2 G (2) ] (5.27)
Por transformada 7, F,,(z) = TZ{fn(n)} = An(2)X(z), obteniendo la funcién de transfe-
rencia Fo(s) Ful2)
2 z
Am 2) — m _1Im
R SRR
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gm(n) también puede expresarse en forma de convolucion, utilizando los coeficientes by, (7).

Donde se nota que los coeficientes para el filtro lattice de orden uno que produce f;(n) son
{1, K1} y {1,a1(n)}. Mientras que los coeficientes que producen la salida g;(n) son {K;, 1}
y {ai1(n), 1}, estos dos tltimos conjuntos de coeficientes estan en orden inverso, entonces la
salida go(n) se puede expresar como

92(n) = Kafi(n) + gi(n — 1)
g2(n) = Kslz(n) + Kyz(n — 1)] + Kyz(n — 1) + z(n — 2)
g2(n) = Kex(n) + K1(1 4+ Ko)z(n — 1) + z(n — 2)
g2(n) = az(2)z(n) + az()x(n — 1) + z(n — 2) (5.28)

Ahora los coeficientes son {a2(2),a2(1),1}, de nuevo para la salida g2(n), los coeficientes
a,,(n) aparecen en orden inverso, entonces ¢,,(n) para orden m del filtro lattice puede ser
expresado como una suma de convolucién

gm(n) = Z b (n)z(n —n) (5.29)

Los coeficientes {b,,(n)} son asociados con un filtro que produce la salida g,,(n) pero en
orden inverso
bn(n) = am(m — n); bm(0) =1 (5.30)
n=0,1,2,3....m
Utilizando transformada Z para obtener B,,(z), que se le puede considerar como la
funcion de transferencia de un sistema FIR con coeficientes {b,,(n)}

= 2) X (z Gm(2)
Gule) = Ba(AX(2)  Bule) = S5 (5.31)
Bu(2) = bp(n)z™" (5.32)
como b,,(n) = a,,(m — n) haciendo un cambio de variable,
sil=m-—-n,n=m —|I,
Bn(z) = Z ap(m —n)z™" = Z am(1)2™
Bu(2) =2 an(l)2' = 2" Ap(2) (5.33)
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Se observa que los ceros de B,,(z) son reciprocos de los ceros de A,,(z), por esta razén B,,(z)
es llamado el reciproco de A,,(z).

Tomando en cuenta las relaciones anteriores y utilizando la transformada Z, se tienen las
relaciones:
Fo(z) = Go(z) = X(2)

Fon(2) = Fp1(2) + Kz 'Ghi(2) (5.34)

Gn(2) = K Fp1(2) + 271G 1 (2) (5.35)
Dividiendo por X (z) y si Ao(z) = By(z) =1

An(2) = A 1(2) + Kz 'Byi(2) m=1,2,34,... M —1 (5.36)

Bp(2) = KpAm 1(2) + 2 'Bi(2)  m=1,2,34,...M—1 (5.37)

En forma matricial

5 =l L0 =

Para el calculo de los coeficientes K;, la solucién es calculada recursivamente empezando
con m = p, asi se obtiene una secuencia de un filtro FIR de longitud (M — 1), uno para cada
uno de los valores de m. Es importante notar que una caracterizaciéon de esta clase de m
filtros FIR en forma directa requiere m(m + 1)/2 coeficientes.

En un filtro lattice se necesitan solo m coeficientes de reflexion K, es decir que este tipo
de filtros provee una representacion més compacta y si se requiere agregar mas etapas, no
se alteran los pardmetros calculados en las etapas previas. Por otro lado, en un filtro FIR al
agregar mas etapas, cambian todos los coeficientes y es necesario recalcularlos.

5.4. Filtro lattice todo polo IIR

Este tipo de estructura puede verse como un filtro de sintesis o un filtro inverso, ya que
dado un conjunto de coeficientes K, se desea reproducir un proceso original AR z(n) al
aplicar como entrada un proceso estacionario de ruido blanco v(n) con media cero.

Recordando que la funcién de transferencia de un filtro lattice tipo FIR con coeficientes
am(n)
A,(z) = = =1+ am(n)z""
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donde la entrada al filtro es el predictor de orden cero fy(n) y las salidas son f,,(n) y gm(n)
para los predictores de orden m hacia adelante y hacia atris respectivamente. Entonces para
el diseno de un filtro todo polo se puede considerar como un filtro FIR inverso.

Apm(z) = (5.39)

donde se ha intercambiado la entrada con la salida, esto es que se tiene una entrada f,,(n)
que produce una salida fy(n).

Una estructura lattice para un filtro IIR todo polo, puede ser desarrollada de una estruc-
tura FIR, dada una funcién de un sistema todo polo

H(z) = —— _ Apl(z) (5.40)

L+ ay(i)z

=1

esta funcién de transferencia corresponde a un sistema inverso de un filtro FIR lattice. En-
tonces se tiene un filtro IIR de orden p con estructura lattice de p etapas como se ve en la
figura 5.9.

Considerando las ecuaciones en diferencias acopladas de los predictores hacia adelante y
hacia atras y desplegando f,,_1(n)

fm—1(n) = fm(n) — Kingm-1(n — 1) (5.41)

Im(n) = K frn1(n) + gm-1(n — 1) (5.42)

se pueden determinar el predictor hacia adelante al orden anterior f,,(n) con base en f,,.1(n)
¥ gm(n — 1) y el predictor hacia atras ¢,,11(n) con base en f,,(n) y gn(n—1)

fm(n) =a(n) — m=p

fm—l(n):fm(n)_ngm—l(n_l) m:p,p—l,-~-,1
gm(n) = Ky frno1(n) + gm-1(n — 1) m=pp—1,---,1
y(n) = fo(n) = go(n)

Estas dos ecuaciones definen una red de dos puertos como se observa en la figura 5.6 y
representan un filtro lattice todo polo de una etapa.
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f (n)
m+ TN [ G))
) - £ M ()
Km+1
Km+1
K

) <:> e Em+1 (M g, ()
g m+l (n) g m(n)

Figura 5.6: Filtro lattice todo polo de orden uno

5.4.1. Filtro lattice todo polo de orden uno

La conversion de los coeficientes a,,(n) de un filtro IIR se puede realizar desarrollando las
ecuaciones que resultan de las estructuras IIR y lattice e igualar las ecuaciones en diferencias.

Para un filtro IIR todo polo de orden uno, su funcién de transferencia es

Y (2) 1

HE) =50 ~ Tram (5.47)
y la ecuacién en diferencias para una entrada xz(n) y salida y(n)

y(n) = x(n) —ar()y(n — 1) (5.48)
despejando x(n)

z(n) =y(n)+a(1)y(n —1) (5.49)

que es similar a un filtro FIR con coeficientes a,,(n) si se intercambia la entrada con la salida.

Para la estructura lattice de orden uno de la figura 5.7, si la entrada es f;(n) = z(n) y
la salida y(n) = fo(n) = go(n)

y(n) = fo(n) = go(n) = fi(n) — Kigo(n — 1) = x(n) — K1y(n — 1)

z(n) =y(n) + Kiy(n — 1) (5.50)

es decir que la relacién de coeficientes es

K1 = CL1(].>
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f l(n)

y(m)=fo(n)= go(n)

—1 \ 4 -
g ](n) @ Z go(n)

Figura 5.7: Filtro lattice todo polo de orden uno

5.4.2. Filtro lattice todo polo de orden dos

De manera similar se procede para un filtro IIR todo polo de orden dos con funcion de
transferencia

H(z) = )ii; 1T a2(1>z} Faa(2)s (5:51)
y su ecuacion en diferencias para una entrada x(n) y salida y(n)
y(n) = z(n) —az()y(n — 1) — az(2)y(n - 2) (5.52)
despejando x(n)
z(n) =y(n)+ax(y(n —1) + az(2)y(n — 2) (5.53)

que es similar a un filtro FIR con coeficientes a,,(n) donde se ha intercambiado la entrada
con la salida para la estructura lattice de la figura 5.8, fo(n) = z(n).

f2 () fq ()
- %

K>

y(n)=fo(n)= go(n)

Cr\ -1

g,(m) U g l(n)

go(n)

Figura 5.8: Filtro lattice todo polo de orden dos

Desarrollando las ecuaciones en diferencias

y(n) = fo(n) = go(n) = fi(n) — Kigo(n — 1) = fi(n) — Kyy(n —1) (5.54)
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fi(n) = fa(n) — Kagi(n — 1) = z(n) — Kagi(n — 1)
g1(n) = go(n — 1) + K1 fo(n) = y(n — 1) + K1y(n) (5.55)
sustituyendo g;(n) en fi(n)

filn) = z(n) — K, <y(n —2)+ Kyy(n — 1))
filn) =xz(n) — K1 Ksy(n — 1) — Kay(n — 2) (5.56)
sustituyendo fi(n) en ecuacion (5.54)
y(n) = x(n) — K1Koy(n — 1) — Kyy(n — 2) — Kiy(n — 1)

y(n) =z(n) — K1(1 + Ky)y(n — 1) — Kyy(n — 2) (5.57)

despejando x(n)
£(n) = y(n) + K1 (1 + ka)y(n — 1) + Koy(n —2) (5.58)

igualando coeficientes con los de un filtro FIR de segundo orden

ag(l) = Kl(l -+ KQ) CLQ(Q) = K2 (559)
entonces (1)
a2
K, = 5.60
T K, (5.60)

Esta ecuacion también se obtuvo para el caso de la conversion de un filtro lattice FIR de
segundo orden. Comparando con la relacién de coeficientes para el filtro lattice de un filtro
FIR, de manera similar para un filtro todo polo tipo lattice.

5.4.3. Filtro lattice todo polo de orden p

En la figura 5.9 se observa que cada etapa tiene una entrada f,,(n) y una salida f,,.1(n)
que estan relacionadas por las ecuaciones recursivas (5.41) y (5.42) y y(n) = fo(n) = go(n).

En general los coeficientes K; de la estructura lattice para un filtro IIR todo polo se
pueden calcular por medio de un algoritmo step down (visto en capitulo anterior).

5.4.4. Filtro lattice de segundo orden con polos y ceros

En este caso se hacen algunos cambios en las estructuras lattice vistas anteriormente
con el fin de comprobar que una estructura lattice también puede generar una funciéon de
transferencia de un filtro IIR con polos y ceros.

De la figura 5.10 para la primera estructura lattice se pueden escribir las ecuaciones
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Ky

yn)=fo(n)= go(n)

Figura 5.9: Filtro lattice todo polo de orden p

X, @ X L@ ,

e 0 %

Figura 5.10: Filtro lattice IIR con polos y ceros

X, =X, —az'y;
Xo=X, +az"'V;
Yy = B8X1 +vz 1

En forma matricial

Xo . 1 az! X1
-l ] [ e
para la segunda estructura lattice
X2 = X1 — 52’71}/2
Xl = X2 + (5271}/2
Vi =eXo+ 271V,
En forma matricial 5.1
Xl . 1 z- X2
BN o2
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sustituyendo el vector con subindices uno en ecuacién (5.61)

Xo| [1 azt||1 6271 [ X,
-0 s s (553
desarrollando el producto entre matrices

~1 -1 -2
|1+ ez 0z '+ az X2:| (5.64)

Xo

Yo | |B+rer !t Bozl4ry22| | Y,
al dividir la segunda linea entre la primera del arreglo matricial y como X; = Y5, se obtiene
la funcién de transferencia de un filtro IIR de segundo orden con polos y ceros

Yo(2) B+ (ye+B0)z 47272
Xo(2) 14 (ae+6)zt + az2

H(z) = (5.65)

con coeficientes
by = by = ve+ 36 by =~

ap=1 a; = ae+0 as = «

esto prueba la equivalencia entre estructuras IIR y lattice.

5.5. Filtros lattice-ladder

En general un filtro IIR contiene ¢ ceros y p polos, cominmente ¢ < p, su funcion de
transferencia se escribe

by(i)z™"
e - % B _ () 566)
T A4k X0 |
1—|—Zap(z)z’l

H(z) puede ser implementada en cascada con funciones de transferencia solo ceros B,(z) y
todo polo 1/A4,(z)

(5.67)
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se obtiene el par de ecuaciones en diferencias

w(n) = z(n) — Z a,(1)w(n — 1) (5.68)

donde w(n) es la salida del filtro todo polo con entrada z(n) y

y(n) = Z by(i)w(n — i) (5.69)

es la salida de un filtro solo ceros con entrada w(n).

Debido a que los ceros de H(z) son introducidos al tomar una combinacion lineal de las
salidas retardadas del filtro todo polo, esto se puede realizar con un filtro lattice todo polo, y
el filtro todo cero como una combinacion lineal de sefiales del errror hacia adelante el (n — i)
con 1 =0,1,2,---,¢. Sin embargo, una forma més eficiente de realizar el filtro es tomando
una combinacion lineal del predictor de error hacia atras [16], [31]

y(n) = Z cq(i)ei(n) (5.70)

como se muestra en la figura 5.11, donde p > q.

Una estructura lattice del filtro IIR, puede construirse de una estructura lattice todo
polo con coeficientes K,,, 1 < m < p y una parte “ladder” que tiene una salida como una
combinacion lineal de las sefiales g,,(n) y coeficientes ¢; como se muestra en la figura 5.11.

La funcion de transferencia del filtro solo cero se escribe
q
V(z) = el EL:) (571)
j=0

Recordando la relacion que existe entre las funciones de transferencia de los coeficientes hacia
adelante y hacia atrés
J
b —7 A* * —7
A =2 AN(1)2) = ) aj(m)2" (5.72)
m=0

escribiendo la relacion entre los errores de predicciéon hacia atras y hacia adelante en variable
z

Eb(z) = AY(2)E}(2) = El(z) (5.73)
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entonces sustituyendo E?(z) en Y(z)

iEg (2) (5.74)

=0 p(Z

despejando la relacion entrada EJ(z) y salida Y(2)

q

Cq(j)A?(Z>
Y(2) Ap(2) Ap(2) '

que contiene p polos y ¢ ceros, donde los ceros de H(z) son las raices del polinomio

q

By(2) =) (i) A(2) (5.76)

J=0

que es una funcion de coeficientes ¢,(j) relacionados con los ;. Si se reemplaza A’ (z)

J

A=) = 2 A5(1)27) = Y aj(m)2"

B,(2) =Y ) Y aj(m)=" (5.77)

By(z) = 3> cai)a;(j = k)= (5.78)

intercambiando el orden de las sumatorias y adecuando el indice de la segunda sumatoria
para el indice k

B(2) =Y [ Do eali)aji— )]z = Dby (k) (5.79)
es decir que

by(k) = Z co(f)a; (5 — k) (5.80)

Esta ultima ecuacion indica que los coeficientes b,(k) se pueden obtener de los ¢, (k) y K;.
Los coeficientes del filtro ladder ¢; determinan los ceros de la funcion H(z).
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De un filtro todo polo, si se conocen los coeficientes K; se pueden encontrar los a;(j — k).
Desarrollando la tltima ecuacién donde a;(0) =1

q

by(k) = cq(k) + Y cq(i)a;(j — k) (5-81)

j=k+1

despejando ¢, (k)
q

ca(k) = by(k) = Y eq(i)a;(j — k) (5.82)

j=k+1

para k=q—1,q—2,---,0, con condici6on inicial

cq(q) = by(q) (5.83)

Ejemplo:
Para un filtro IIR orden cuatro, desarrollar las expresiones para calcular los coeficientes ¢; y
K; de una estructura tipo lattice-ladder. Si se conoce la funcién de transferencia del filtro

H( ) . b4(0) + b4(1)2_1 + b4(2)2_2 + b4(3)2_3 + b4(4)2_4
T ag(1)z7t 4 ag(2)272 + a4(3) 273 + ay(4) 2z~

Soluci6n:
Utilizando el algoritmo de Levinson-Durbin inverso o step-down:

De la funcion de transferencia para el orden m = 4 se conocen los coeficientes a4(7)

as(1) = {as(0) = 1,a4(1), as(2), as(3), as(4)}

entonces por definicion de K; = a;(i), K4 = a4(4), se pueden calcular los demés coeficientes
al orden inferior con la férmula

1
Upm—1(n) = Tz [am(n) — Ky (m — n)]
para m = 3,2, 1.
Si el orden es m = 3 _ ]
CL3(1) = ﬁ CL4(1) - K4CL4(3)
il ]
1 - -
a3(2) = 1_7}(2 _&4(2) — K4&4(2)_
1 - -
a3(3) = 1_7}(2 _&4(3) — K4&4(1)_
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entonces se obtiene
&3(i) = {ag(O) = 1,@3(1),&3(2),@3(3) = Kg}

para el orden m = 2

as(1) = [ag(n _ K3a2(2)]

) = = |5(2) = Ksaz(1)]

az(i) = {a2(0) = 1, a2(1), a2(2) = K»}

para el orden m =1 X
al(l) = 1_7[(22 [&2(1) — Kg&g(l)]

al(i) = {al(O) = 1,&1(1> = Kl}
Al final se ha calculado el conjunto de coeficientes
Ki = {Kla KQ) K3a K4}

Los coeficientes c4(7) del filtro ladder se calculan recursivamente con base en los coeficientes
a4(i) y by(i) conocidos de la funcion de transferencia del filtro IIR, la estructura del filtro
lattice-ladder se muestra en la figura 5.11.

ca(4) = bu(4)

C4(3) = b4(3) — C4(4)CL4(1)

a(2) = 04(2) = ca(3)as(1) — ca(4)as(2)

C4(1) = b4(1) - C4(2)CL2(1) - 04(?))@3(2) - C4(4)CL4(3)

C4(0) == b4(0) - C4(1)CL1(1) - C4(2>6L2(2) - C4(3)CL3(3) - C4(4>6L4(4)

5.6. Resumen

En este capitulo se han analizado los filtros lattice y ladder, sus virtudes, sus formas de
deduccion e implementacion. Ademés se ha hecho énfasis en la comparaciéon de estructuras
FIR e IIR, y como se puede convertir un tipo de filtro a otro. Hay que hacer notar que las
caracteristicas importantes de los filtros lattice es su modularidad, que el agregar mas etapas
no altera el calculo de los otros coeficientes y algo muy importante es que sus coeficientes
| ;| <1, esto hace que sus estructuras sean de mucho interés en la implementacion de filtros
digitales en arquitecturas de aritmética de punto entero.
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Figura 5.11: Filtro lattice-ladder
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Capitulo 6

Aplicaciéon en sintesis de voz

Este capitulo tiene como objetivo integrar los conceptos de prediccion lineal, el modelo
AR, filtros FIR, IIR y lattice en la realizaciéon de una aplicacién particular, sintesis de voz,
esto es, desarrollar un modelo que sea capaz de producir voz. Para realizar esta aplicaciéon
se hace una breve presentacion del o6rgano productor de voz, su forma de modelarlo, un
modelo en el tiempo discreto y la aplicacién de la mayoria de los filtros vistos anteriormente,
se mostraran pruebas de la produccién de sintesis de voz, que desde otro punto de vista
también se puede pensar como un codificador-decodificador de voz (VOCODER), y al final se
muestran los resultados obtenidos en el tiempo como en el espectro, haciendo comparaciones
entre la voz sintética y real se observa la similitud de los resultados.

6.1. Sintesis de voz

El sistema humano de produccién de voz estd compuesto por un conjunto de 6rganos:
los pulmones como la fuente generadora de aire, la traquea, las cuerdas vocales, el glottis, la
lengua, los dientes y los labios como elementos de conduccién y vibracién del sonido. En este
esquema se puede encontrar una relacion entrada/salida en la produccion de un fonema, a
cada fonema se le podré asociar una funcién de transferencia que lo modele como un sistema
lineal e invariante en el tiempo (SLIT), entonces se podria generar un conjunto de sistemas
o filtros que adaptan sus caracteristicas o una funcién de transferencia de acuerdo al modelo
que se desea reproducir.

La produccién de voz

Considerando un modelo simplificado entrada/salida, es decir, un sistema con entrada
x(t), respuesta al impulso h(t) y salida y(t), donde la excitacién o entrada x(t) se produce
en el glottis y la salida y(t) es precisamente la voz en los labios, entonces la presion del aire
es forzada desde el glottis hasta los labios a través del tracto vocal para producir la voz.
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En la figura 6.1 la entrada x(¢) corresponde a la presion del aire en el glottis, la respuesta
al impulso del sistema SLIT es derivada de las propiedades fisicas del tracto vocal y la salida
y(t) seria la voz [22]. Es decir que el proceso de produccion de voz puede modelarse como la
convolucion de z(t) con h(t), en el tiempo continuo

y(t) = /_Oo h(T)x(t — 7)dT = h(t) * 2(t) = x(t) * h(t) (6.1)

e}

donde h(t) es la respuesta al impulso del sistema de produccion de voz.

Cavidad
nasal
Onda

TRACTO

Acistica
VOCAL de
voz

Glottis
Cuerdas
vocales

Figura 6.1: Sistema productor de voz

Modelo del tracto vocal

Trasladando la idea anterior a sistemas y senales discretas, la produccién de una onda de
voz consiste de una onda de excitaciéon del glottis que viaja a través del tracto vocal hasta
que se genera una onda de salida en los labios, como se ve en figura 6.1.

Para efectuar la deconvolucién en un proceso fisico como la voz, se necesita un modelo
del sistema productor de voz, esto es, resolver el problema inverso de la produccion de voz.
Un modelo aproximado del tracto vocal puede ser un sistema de parametros distribuidos
visto como un tubo actstico con secciones cilindricas diferentes acopladas en cascada, donde
cada seccion tiene una longitud L y un area transversal A,, como se ilustra en figura 6.2 [4],
[9], [35], [11].

Desde el punto de vista fisico, cuando el glottis crea una excitacion actustica, se produce
un sonido y en cada secciéon del modelo la onda de sonido cambia como una funcién del
tiempo. Si se conoce la onda de excitacion del glottis como una funcién del tiempo y las
ondas en las secciones Aj, A, As, -+, Ay, entonces se puede producir voz [9], [35], [11]. Para
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un sonido dado, el area de la seccién de un cilindro es denotado como A,,, donde m va de 1
a IV, de la seccion cercana a los labios a la seccion cercana al glottis.

Considerando una onda plana que se propaga del glottis a los labios por todo el modelo
actstico, la velocidad de la onda actstica satisface en cada seccion el modelo de una onda

unidimensional actstica o PU
t t
m(7, 1) _ 2 m(7, 1) (6.2)
ot? Ox?
donde U,,(z,t) es la velocidad de la onda en una seccién cilindrica m, v es la velocidad del
sonido en el tracto vocal, x es la variable espacial, ¢ es el tiempo. La solucién de la ecuacion

de onda (6.2) puede expresarse como [11]

t— t
5y oo (E

Un(x,t) = C1Upn( ) (6.3)

se observa que en cada seccion cilindrica viajan dos ondas, la componente C1U,,((t — z)/v)
(onda emitida) que viaja a la derecha y la componente C U, ((t + z)/v) (onda reflejada)
que viaja a la izquierda. En la frontera entre las secciones m — 1 y m con éareas A,,_1 y
A,, respectivamente, existe una discontinuidad que altera la onda generando una serie de
turbulencias. Debido a las discontinuidades en la frontera de las secciones adyacentes, la
onda emitida serd parcialmente reflejada y parcialmente transmitida, esto sucede en cada
frontera y produce un modelo de reflexiones miiltiples. La energia actustica entre las ondas

Exitacion ) ! ! 3 ! )
del | | | ! | }
Glottis > AN AN AN A 1A, A > Vor

Labios

Figura 6.2: Modelo actstico del tracto vocal

emitidas y reflejadas estd gobernada por los coeficientes de reflexion K,,. Por ejemplo si
entre la secciones m — 1 y m se tienen las areas A,,_1 y A,,, de las consideraciones fisicas de
velocidad y presion los coeficientes de reflexiéon de las ondas entre secciones esta dado por
[4], [9], [22]'

Am—l - Am

K, =——— 4
" Am—1+Am (6 )

1Se puede observar que existe una similitud entre esta expresion de los coeficientes, la definicion de
transformada bilineal y el coeficiente de reflexion de una linea de transmision [6].
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después de tomar en cuenta las condiciones de frontera entre secciones se obtiene [22]

Yn(t) = v U (t 4+ 7 —t)  yp(t) = =0 U, (t =7 — t,) (6.5)

donde .
vm=JO+K;) m=1,23--N =1 (6.6)

j=1

considerando a y’ (¢) como la onda emitida en la superficie m y y, (t) como la onda reflejada
en la superficie m, entonces se tiene el par de ecuaciones acopladas

Y () = Y1 (8) + Ko, 1 (1) (6.7)

y. )=y, (t—T)+ K,y: (t—T) m=1,23,---,N (6.8)

con T = 41 = 2L /v, que es dos veces el tiempo necesario para que una onda se propague a
través de un cilindro de longitud L. Si se muestrean las ecuaciones (6.7) y (6.8) al tiempo
t=nT y T =1, entonces se obtienen las ecuaciones en el tiempo discreto

Ym (1) = Y1 () + Ky, 1 (n) (6.9)

estas dos ultimas ecuaciones relacionan las ondas emitida y reflejada en las secciones m — 1
y m, ademas esta relacion se puede describir por medio de una estructura lattice como se
muestra en la figura 6.3.

Ym-—1(n) Ym (1)

()

—_— 7

Yrm1(12)

-

Y (1)

Figura 6.3: Modelo lattice del tracto vocal para una seccién L

De la figura 6.3 y para un modelo lattice de orden N, se deduce que la sefial yj;(n) es
proporcional a la forma de onda de voz muestreada y yg (n) es proporcional a la forma de
onda muestreada de excitacion del glottis. Si se hace z(n) = yo(n) y y(n) = yn(n), entonces
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para un modelo discreto con entrada z(n) y salida y(n), estan relacionadas por medio de un
modelo autorregresivo de orden N dado por

y(n)+an()y(n—1)+an(2)y(n—2)+an3)y(n—3)+---+an(N)y(n—N) = z(n) (6.11)

donde la salida y(n) se puede aproximar como un proceso estacionario en el sentido amplio
(WSS) lo que implica que la entrada z(n) sea ruido puro, y si se conocen los coeficientes
ay(i) del modelo, la salida es la voz sintética generada.

En una senal de voz pueden identificarse tres tipos de sonidos diferentes cuya clasificacion
se hace de acuerdo a la forma de excitacion del tracto vocal [1], |4], [11], [22], [35]:

= Sonidos voceados, se producen al forzar aire a través del glottis con la tension de
las cuerdas vocales ajustada para que vibren a una oscilacion, este tipo de sonidos se
puede generar excitando pulsos cuasi peridédicos al modelo a utilizar.

= Sonidos No-voceados, se generan por alguna constriccién en algiin punto del tracto
vocal forzando el aire a través de un conducto, generando una turbulencia lo cual
produce una fuente de ruido que excita el tracto vocal.

= Sonidos explosivos, se generan cuando se produce un cierre total antes del tracto
vocal y liberando abruptamente el aire y asi excitar el tracto vocal.
En los procesos de sintesis de voz, se utilizan con mas frecuencia la reproducciéon de
sonidos voceados y no-voceados.

Produccion de voz sintética

La sintesis de voz consiste de dos procesos:

= Analisis que consiste en extraer los paraAmetros de una senal de voz verdadera, alma-
cenarlos o transmitirlos y posteriormente se pueda reproducir la voz. En este proceso,
la cantidad de pardmetros a extraer es mucho menor que la cantidad de muestras de
la senal, por que se puede considerar como un proceso de compresion de voz.

= La Sintesis de voz se puede considerar como un proceso de deconvolucién, ya que dada
una sefial de voz y(n) desconocida, se calcula un modelo AR tal que H(z) = 1/A(z).
Es decir una vez conocida H(z) el sistema es excitado por una sefial z(n) conocida
para reproducir la voz sintética (figura 6.4).

En la figura 6.4 se muestra un modelo para producciéon de voz sintética, donde se tienen
dos fuentes de sefiales z(n), una para produccir sonidos parecidos al ruido (No-voceada) y la
otra fuente para producir sonidos con cierta armonia (voceadas), estas sefiales alimentan a un
filtro AR con coeficientes a; que depende del segmento de voz a producir y que previamente
han sido extraidos de la senal de voz original.
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No — Voceada

Ruido |
V.oz .
Sintética
v G y(n)
—_— H(z) = _— ——
A(z)
A
Modelo del Tracto vocal
Pulsos —
Voceada

Figura 6.4: Modelo de produccién de voz sintética

La sefial de voz satisface el modelo H(z) y si se minimiza la media del error cuadratico,
se llega a un modelo donde el error e(n) del proceso de analisis es igual a la excitacion z(n)
multiplicada por la ganancia del tramo de voz y los parametros a,(k), k =1,2,3,4,---,p.

6.2. Diseno del sistema de sintesis de voz

En la figura 6.5 se presenta un esquema general del proceso de un sistema de sintesis
que engloba un bloque de andlisis, donde se estimaran los pardmetros de la senal de voz
original y un bloque de sintesis, que mediante los parametros obtenidos en el proceso de
anélisis se reconstruiré la sefial. A continuacion se desglosan los procesos de anélisis y sintesis
respectivamente [5], [7], [8].

Voz
Voz i i
z o L. Sintética
Original Analisis - Sintesis ——

Figura 6.5: Sistema general de sintesis de voz.

s Proceso de Analisis:

1. Estimacién de la energia de la senal para decidir si el segmento es de silencio. Una
forma de calcular la energia del segmento de voz en estudio es por medio de la
ecuacion (6.12)

S
I
i

|s(n)|? (6.12)

ﬂ.
[en]
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Donde FE es la energia del segmento, s(n) es el segmento de voz y N es el niimero
de muestras para cada segmento. La elecciéon del valor del umbral para la deter-
minacién de la existencia de un segmento de silencio dependera de las condiciones
de ruido donde se realice la adquisicién de la voz. Cabe mencionar que si el seg-
mento es considerado como silencio no sera necesario estimar los parametros de
las siguientes etapas en el proceso de analisis.

2. Aplicar un proceso de ventaneo a la senal de voz original eligiendo la ventana de
Hamming por ser la mas utilizada para sintesis de voz, debido a que el ancho de
transicion aproximado del 16bulo principal de la ventana es de 87 /N y la diferencia
de amplitud entre el 16bulo principal y el primer 16bulo lateral es de —41 db [32].
La ecuacion (6.13) muestra la definicion de la ventana de Hamming

2mn
w(n) = 0.54 - 0.46cos (N — 1) (6.13)
La longitud de la ventana a utilizar es de N = 240 muestras, es decir, adquirimos
un segmento en 30 ms a una frecuencia de muestreo de f; = 8 kHz, para este
tamano de ventana, segiin experimentos, a la senal de voz se le puede considerar
estacionaria. Si se desea experimentar con la calidad de la voz sintética se puede
utilizar un traslape de ventanas, se recomienda el 30 % del total del segmento.

3. Decidir la naturaleza del segmento bajo estudio y el periodo de “pitch”, mediante
el método del recorte central |29, que consiste en recortar las amplitudes de una
ventana entre los niveles +C',, esto es considerar sélo las amplitudes de la ventana
a partir de los niveles de umbral propuestos y posteriormente calcular su funcion
de autocorrelacion para determinar la periodicidad de la sefial. En forma analitica
se define la funcion del recorte central

y(n) =s(n) —CL Si s(n) > Cf
y(n) =s(n)+CyL Si s(n) < —Cf (6.14)
y(n) =0 Otro caso

Otra manera de definir a la funcién del recorte central, es considerando una forma
més eficiente de recortar a la sefial por razones de formato numérico?

yn)= 1 Si s(n) > Cf,
y(n)= —1 Si os(n) < —-Cp (6.15)
y(n)= 0 Otro caso

2Evitando asi desbordamientos al momento de realizar las multiplicaciones y acumulaciones en la funcién
de autocorrelacién.
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El efecto de aplicar un proceso de recorte es conservar solo la informacion de la pe-
riodicidad de la senial. El nivel de umbral de C', es calculado para cada ventana si
dividimos a la ventana en tres subsegmentos y empleamos la siguiente estrategia:

e Encontrar las amplitudes méximas del primer y tercer subsegmento (S; y Ss).
e Calcular el umbral C7,
CL =K min(Sl, 53) (616)

Donde el operador min(-) calcula el valor minimo entre S; y S3 y K es un
parametro de calibraciéon que se encuentra en el intervalo de 0.6 a 0.8 [29].

4. Una vez determinado el umbral C';, y teniendo la senal recortada, aplicamos la
funcién de autocorrelacién a la senal recortada. La funcion de autocorrelacion se
define como

i

Rss(l) = s(n)s(n+1) (6.17)

n

I
o

Donde s(n) es el segmento de voz recortado, N el namero de muestras del seg-
mento y [ el indice temporal de retraso.

En el caso de segmentos de sonidos voceados existe una periodicidad de la forma
de onda en la senal, no asi para ventanas no voceadas. Por tanto, la funcion
de autocorrelacion tiene la propiedad de ser periddica si el segmento de la senal
en estudio es periodica. Una ventaja de usar la funcion de autocorrelacion es
que presenta con mayor realce la propiedad de periodicidad de las senales, en
consecuencia, la propiedad de periodicidad puede ser utilizada como criterio para
la estimacion de la naturaleza del segmento. Sin embargo, ademéas de resaltar
la periodicidad del segmento, también muestra informaciéon de la energia de la
senal, R4(0). Esta informacion adicional puede propiciar decisiones erréneas [29].
Entonces para la determinacién de la naturaleza de la ventana se calcula el valor
méximo de la funcién de autocorrelaciéon comprendida entre las muestras 20 a la
200, y este valor es comparado con un valor umbral igual a 0.3Rs(0). Si el valor
méaximo es mayor que el valor umbral se decide como un segmento voceado, si es
menor, el segmento serd no voceado.

5. Aplicar al segmento (ya sea voceado o no voceado) un proceso de filtrado de pre-
énfasis (filtro FIR de primer orden paso altas). En la ecuacién (6.18) definimos el
filtro de pre-énfasis que solo posee un cero en «

Hye(2) =1—az! (6.18)

Donde « es un valor cercano a 0.9. El valor de oo comtinmente usado es de 0.9375.
[29]. La ecuacién en diferencias del filtro de pre-énfasis es

y(n) =xz(n) —ax(n —1) (6.19)
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Donde y(n) es la salida y z(n) es la entrada al filtro.

6. Estimar los parametros LPC y calcular la ganancia del segmento por medio del
algoritmo de Levinson - Durbin [16].

7. Genera un archivo de salida con las caracteristicas del segmento de voz, los coefi-
cientes LPC y la energia de la sefial (ver tabla 6.1). En un sistema de comunica-
ciones esta informaciéon se podria codificar y transmitir a través de un canal.

s Proceso de Sintesis:

1. Lectura de parametros obtenidos del proceso de anélisis.
2. Si el segmento en el proceso de andlisis se decidié como silencio, generar una
ventana de ceros.

3. Aplicar un filtro todo polo definido por los pardmetros LPC y la ganancia a la
entrada de excitacion, segiin sea la naturaleza del segmento (voceado - tren de im-
pulsos, no voceado - ruido blanco, figura 6.4). Entonces la funcion de transferencia
del filtro todo polo esta definida por la ecuacién

Hz) = — 2

-
1+ Z aiz_l
i=1
o bien por su ecuacién en diferencias
g(n) = Gx(n) —a1g(n — 1) — asy(n — 2) — ... — a,y(n —p) (6.21)

Donde G es la ganancia del segmento, x(n) la entrada de excitacion, y(n) es la
voz sintética o estimada.

(6.20)

4. Proceso de filtrado de de-énfasis. El filtro de de-énfasis puede ser definido como
un sistema IIR (de respuesta infinita al impulso), que se muestra en la ecuaciéon

1
H(z) = T (6.22)
Donde « es el valor del polo en la funcion de transferencia. El filtro de de-énfasis
tiene un comportamiento paso bajas, resaltando de esta forma las primeras fre-
cuencias formantes. Se puede observar que el filtro de de-énfasis es un filtro inverso
del filtro de pre-énfasis (proceso de analisis) por lo que es usual elegir el mismo
valor de «. La ecuacién en diferencias del filtro de de-énfasis es

y(n) = x(n) + ay(n — 1) (6.23)

En el proceso de sintesis se utiliza el modelo de la figura 6.4 para producir voz sintética
y se alimenta con los pardmetros de la tabla 6.1, que puede estar almacenada en memoria
o ser recibida por algiin sistema, se va determinando el tipo de senal que debe alimentar al
sistema, es decir voceada o no-voceada, detectar la generaciéon de zonas de silencio, y con los
parametros a; para implementar el sistema de produccion de voz sintética.
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Parametros
Silencio (1/0)
Energia (G)
Voceada (1/0)

aq

)

as

Q4

as

Qg

ap

Tabla 6.1: Formato de salida de parametros

6.2.1. Resultados de sintesis de voz

Como parte final de este trabajo se muestran las pruebas realizadas sobre un segmento
de senal de voz real, estos resultados se obtuvieron en el trabajo [8], [5]. En la figura 6.6 se
muestra la respuesta en frecuencia tanto para la voz real como para el modelo paramétrico de
orden p==8,10,12. Se puede observar que la respuesta del modelo paramétrico es la envolvente
del espectro verdadero y para p > 12 cambia muy poco respecto p=10, ademas en la medida
que el orden p se hace méas grande la carga computacional se hace mayor, por lo que un valor
de p=10 es un modelo adecuado y utilizado en la préactica.

Megnitud an dB

035 o 04D oS

o -3 o1 o

o= oz o3
Freciwencia Mommalizada

Figura 6.6: Espectro de voz verdadera y sintética
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En la figura 6.7 se muestran las graficas de las sehales en el tiempo, en el inciso a) se

tiene la sefal real y en el inciso b) la sefial sintética, se observa la similitud entre ambas
senales.

Magnitud

- 1 1 1 1 1 1 1 1
2000 4000 Ba00 8000 10000 12000 14000 1e000

Magnitud

1 1 1 1 1
2000 4000 BO00 BO00 10000 12000 14000 16000
Muastras

Figura 6.7: a) Senal de voz real. b)Senial de voz sintética

En la figura 6.8 se muestran las graficas de los espectros de las senales de voz verdadera
y voz sintética, de nuevo se aprecia la similitud de los resultados.

6.3. Resumen

Como se mencion6 en la introduccién a este trabajo que los filtros digitales son de vital
importancia en los sistemas de procesamiento digital de senales, en la aplicacién de voz sin-
tética mostrada, se ha hecho un extenso uso de los filtros digitales, prediccion lineal y los
algoritmos abordados. Se puede resaltar en esta aplicacion el buen desempeiio de los resul-
tados obtenidos, lo que verifica la importancia de la teoria expuesta durante este trabajo.

Se puede concluir que el filtrado digital es un area de aplicaciéon en muchos campos de
la ingenieria, por tanto el conocimiento, su estudio, analasis y técnicas de diseno son muy
importantes para los ingenieros que trabajan en estos campos. No hay duda que existen

muchas técnicas y algoritmos que se pueden seguir estudiando y generando para lograr
mejores desempenos y tener nuevas aplicaciones.
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Magniud an 28

hagnitud an &8

1
ans o1 015 02 025 o2 035 04 D45 o5
Frcuencia Mordizda

Figura 6.8: Comparacion de espectros: a) voz verdadera y b) voz sintética
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(zlosario

AR autorregresivo

ARMA auto regresivo de movimiento promedio
aliasing existencia de frecuencias fantasmas o alias
backward  hacia atrés

bel significa que la potencia cambia en un factor de 10
biquad estructura de un filtro digital de segundo orden
BLP prediccién lineal hacia atras

DFT transformada discreta de Fourier

DFTI transformada discreta de Fourier inversa
decibel es la décima parte de un bel

DSP procesadores digitales de senales

FA filtro analdgico

FD filtro digital

FFT transformada rapida de Fourier

FIR respuesta finita al impulso

FLP prediccion lineal hacia adelante

forward hacia adelante

FPB filtro paso bajas

FPA filtro paso altas

FPBW filtro paso banda

FPSW filtro supresor de banda

IIR respuesta infinita al impulso

ladder estructura escalera

lattice celosia, enrejado, rejilla

LPC codificacién por prediccién lineal

MSE error cuadratico medio

PARCOR partial correlation coefficients (in speech coding) o coeficientes de reflexion K

185



Diseno de Filtros Digitales

PDF funciéon de densidad de probabilidad

PDS procesamiento digital de senales

pitch se refiere al tono que existe en un tramo de senal
PSD densidad espectral de potencia

NC no causal

SLITD sistema lineal e invariante en el tiempo discreto
T periodo de muestreo

tap retardo en un periodo T o etapa en un filtro FIR o TDL
TB transformada bilineal

TDL linea de retardo transversal

TF transformada de Fourier

TL transformada de Laplace

TZ transformada Z

TZI transformada Z inversa

VOCODER codificador / decodificador de voz

WB ancho de banda

WSS proceso estacionario en el sentido amplio
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Nomenclatura

constante de retardo

coeficientes a; de un sistema IIR

coeficientes ¢ de un sistema AR de orden m
ganancia en la banda de paso

ganancia o atenuacion en la banda suprimida
coeficientes b; de un sistema IIR

senal deseada

Tizo

error entre una senal deseada y una estimada
frecuencia de corte analdgica

frecuencia analogica de corte alta para FD FPBW o FSBW
frecuencia analogica de corte baja para FD FPBW o FSBW
frecuencia de mustreo

respuesta al impulso de un sistema continuo
respuesta al impulso de un sistema discreto
respuesta al impulso de un filtro digital ideal
funcién de transferencia de un sistema continuo
funcién de transferencia de un sistema discreto
respuesta en frecuencia de un sistema continuo
respuesta en frecuencia de un sistema discreto
respuesta en frecuencia de un filtro ideal
espectro discreto de un sistema discreto
funcién de costo o energia del error

longitud de la respuesta al impulso A(n)
frecuencia de corte digital 27 f../ fs

frecuencia de paso digital

frecuencia suprimida digital

187



Diseno de Filtros Digitales

autocorrelacion de x(n)

retardo de grupo

retardo de fase

frecuencia de corte alta para un FD FPBW o FSBW
frecuencia de corte baja para un FD FPBW o FSBW
funcién ventana

respuesta en fase de un sistema discreto

senal de entrada de un sistema discreto

senal de salida de un sistema discreto

valor absoluto

esperanza matematica

transpuesta

conjugado

hermitiano (conjugado transpuesto)

norma I, = (3, |, [)/*

matriz identidad

gradiente respecto de los coeficiente w

parte real

parte imaginaria

operador signo, sgn(z) =1 si x > 0 de lo contrario sgn(z) = —1

i
valor estimado de x(+)
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Apéndice C
Demostracion de la convolucion

Por definicion de convolucién para un sistema entrada z(n) y salida y(n) con respuesta
al impulso h(n)
y(n) = x(n) x h(n) = h(n)  z(n)

oo [e.o]

y(n) = > a(m)h(n—m)= > x(n—m)h(m) (C.1)
por definicién de transformada Z, Y (z) = TZ(y(n))
Y(z)= ) yn)z" (C.2)

sustituyendo la ecuacion (C.1) en la ecuacion (C.2)

Y(z) = io: ( io: x(m)h(n—m))z‘” (C.3)

n=—oo m=—0oQ

utilizando una variable auxiliar ¢ = n — m, n = ¢ + m, entonces

Y(z2) = i‘ ( i‘ x(m)h(i))z‘iz_m (C.4)

reagrupando variables

o0

Y(z)= > h(i)z" > x(m)z = H(2)X(z) (C.5)

1=—00 m=—o0

se comprueba que la primera sumatoria de la tltima ecuacion corresponde a H(z)

H(z)= > h(i)z" (C.6)

1=—00

quedando demostrado el teorema de la convolucién.
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Apéndice D
Espectro de la ventana de Hamming

Para la ventana de Hamming en su forma causal

2mn

W(n) = {0.54 — 0.46 cos(N —

JHU(n) = U(n = N)}

expresando la funciéon coseno por Euler como

j2mn —j2mn
( 2mn ) eN-T 4 e N-1
CoS =
N -1 2
Aplicando transformada Z
1 — —N 1 — —N 1— —N
W(z) = 0.54——— —023——— —023—
L=z 1 —en-1iz71 l1—en-1z71
evaluando z = e/¥
) 1— —JjwN 1— —jwN 1— efij
W(e*) =054 —023—— " —023—°_
]- —eIv ]_ — eﬁ@jw 1 — eﬁ@jw
realizando factorizaciones se obtiene
7ij|: JwN 7ijj| 7ij|: JwN 7ijj|
. e 2 |lez —e 2 e~z le2 —e 2
W(e?*) = 0.54 B . —0.23— , . —
S e [es — e e—J(w—%)[ea(w—%) _pilw N2_1)]
—jwN jwN —JwN
T[QT — e 2 ]
—0.23—

e IR [T _ ot )]

de nuevo utilizando Euler para regresar a funciones seno

N , wlN
W () = 0.54sen(w?)ew —0.23 S;en( - )27r e IE V)
sen(%) sen 5(w — 77)
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wN
023 S5 )

i oilE (N—1)— 2]
sen 3 (w + 75

entonces la magnitud del espectro queda

, sen (<X sen(“¥ sen (<Y
W) = 050500 ) | o5 SET) o sy (D.4)
sen(%) sen 3 (w — +225) sen 5 (w + +75)
Para una ventana centrada en N/2 o N > 1, la magnitud del espectro es
. sen (< en (<X sen (<X
W ()| = 0545002 ) | g5 ST 5y sen(5) (D.5)
sen(%) sen 3 (w — 27) sen 5 (w + 57)
Si definimos la funcién N/o
S(w) = sen(wN/2)
sen(w/2)
el espectro de la ventana de Hamming se puede resumir
(W (&™) = 0.54S(w) + 0.23S(w — 27 /N) + 0.23S(w + 27/N) (D.6)
El primer valor |W (e’*)| = 0 ocurre cuando A?fl, por tanto el ancho del 16bulo principal

para N > 1 es 5.
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Apéndice E
Algoritmo de Levinson-Durbin

El método de Levinson-Durbin es uno de los algoritmos recursivos més importantes en
el procesamiento digital de senales [1], |9]. Este algoritmo es de tipo recursivo y nos da
una soluciéon de la ecuaciéon normal del orden O(p?) operaciones, el algoritmo explota las
propiedades de la matriz R, y calcula la solucién de la ecuacién normal al orden p + 1 a
partir de la solucién al orden p.

La eliminacién gaussiana para resolver un sistema de p ecuaciones lineales con p incégnitas
requiere aproximadamente p3 /3 multiplicaciones y divisiones, el algoritmo de Levison-Durbin
requiere de p? 4+ 2p multiplicaciones y divisiones, y p? sumas. Otra ventaja de Levison-Durbin
es que requiere 2(p+ 1) localidades de memoria, (p+ 1) para la secuencia de autocorrelacion
y p+ 1 localidades para los coeficientes a;, mientras que la eliminacién gaussiana requiere p?
localidades de memoria [16].

La eliminacién gaussiana no toma en cuenta la simetria de la matriz R, (r.,(i) =
r(—1)), esta matriz ademas de ser simétrica, los elementos de las diagonales son igua-
les y se le conoce como matriz tipo Toeplitz. Por lo que existe un método recursivo propuesto
por Levinson y Durbin que explota la estructura de la matriz Toeplitz.

Existen varias formas de llegar a obtener este algoritmo, tal como se mostr6 en el capitulo
4, en esta seccion se mostraran otras dos posibilidades de llegar al algoritmo.

Expresando en forma particionada el vector a

g
%) Ay dy—
a=|" _{O]+{KJ (E.1)
a,

donde

a,: es el vector de coeficientes del filtro de prediccién de error al orden p

a,_i: es el vector de coeficientes del filtro de predicciéon de error al orden p — 1
d,_: vector de coeficientes por determinar al orden p — 1
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K, : constante escalar por determinar

y la matriz R,

_ [ Ry r, 4
R, = {rﬁl o (0) (E.2)

sustituyendo en la ecuacién normal Rya, = r,

Rp,1 I‘;il ap_1 dp,1 rp—1
[ rpT1 Tacx(o) 0 kp Tex (p) ( )
el superindice 7 en el vector r;_; significa el vector escrito en orden inverso. De la primera
fila de la ecuacion anterior (E.3) se obtiene
Rp_lap_l + Rp—ldp—l + Kpr;_l =Tp1
por la ecuacién normal, el primer término es igual al del lado derecho, despejando d,_;
dp1 = _KPR;;fllr;gfl
que es el vector a,, (i) en orden inverso multiplicado por una constante
agii
al”}
dy1 = —K, p._ (E4)
-1
aj
La segunda fila de la ecuacion (E.3)
rT rT o
r, ja, 1+7r, d, 1+ Kyrip(0) = 144(p)

sustituyendo en esta tltima ecuacion el vector d,_; y despejando la constante K,

Tzx (p) - I‘;;T 1p—1

K, = —
" e (0) = T RN
K o— Toa(D) — r;nzlap—l
g rxz(()) —TI'p1ap1
Tew(p) — 7L a,_
Kp: (p) p—19p—1 (E5)
&1

donde &,_; es el error promedio cuadratico MSE dado como

gp—l = T$$(0> — Ap_1Tp1 (E6)
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Sustituyendo d,_; en a,, se obtiene la expresion escalar recursiva

ol =a U+ Kal) j=12..p-1 i=12..p-1 (E.7)

donde '
a;:kj

el valor minimo del MSE, puede calcularse recursivamente
p .
£ =122(0) = > alrs(i)
i=1

utilizando la ecuacion (E.7) de los coeficientes a’

—1 p—1

gj = 7’$$(0> - agj_l)ra:a:(i) - CLg |:T$$(0) - Z CL%Z__IJ)T$$(’L):|

1 i=1

=

i

es decir, que &; se puede calcular en forma recursiva

& =& 1—al’g 0 =&,(1—al?) (E.8)

Ecuacién de Levinson-Durbin utilizando variable =
Para los coeficientes a de una estructura TDL de orden 0, se tiene
Ap(z) = Bo(z) =1 (E.9)

para un orden m se obtiene una relaciéon entre polinomios hacia adelante A,,(z) y hacia atras
Bn(2)
B (2) = 27MAL(2) (E.10)
An(2) = Ap1(2) + Kz ' B (2) (E.11)
donde m=1,2,3,4,.... M — 1
Aplicando la definicion de transformada Z

m m—1 m—1
Z am ()2~ = Z am1(1)2"" + Ky, Z Ap—1(m —1— i)z_(”l) (E.12)
i=0 i=0 i=0

Efectuando las sumatorias en ambos lados de la ecuacion y comparando coeficientes de las
respectivas potencias en z, y recordando que a,,(0) = 1, se tienen las constantes

afgy = agy =1 (E.13)
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Ky = a(hy (E.14)
afly = alst o Kpalh (E.15)
ml (E.16)

m _ _m—1 m

para
Y 1<:<m-—1

m=1,2,3,.,M—1

En estos anélisis se ha comprobado de forma diferente la recursion de Levinson-Durbin.
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Apéndice F
Algoritmo de Leroux - Gueguen

El algoritmo de Levison-Durbin es eficiente para determinar los coeficientes LPC a,,(7),
pero no muy adecuado para el calculo en aritmética de punto fijo, debido a que el intervalo
dindmico de los coeficientes a,,(i) es muy grande.

El algoritmo de Leroux - Gueguen calcula los coeficientes K; sin necesidad de calcular
los coeficientes a,,(7), este algoritmo utiliza inicamente los valores de correlacion y efectia
recursion sobre los coeficientes [1], [29].

Considerando el pardmetro C7" de orden m

donde C7" < 7r,,(0).

El algoritmo de Leroux - Gueguen relaciona el pardmetro C}" y las variables del algoritmo

Levison-Durbin
Cmfl
K = Cnrll)
0

introduciendo los pardmetros LPC y desarrollando el pardmetro C’im_1 de orden m — 1 se
obtiene

m=1,2,3,---,p (F.2)

m—1
cr =Y [agyt + Komaly, re(m — 0) + Ky (m — 0)
i=0
m—1 m—1
= [a?;”)’l + K, Z ag Nree(i + 5 —m)
=0 1=0
se puede escribir
clt = ij*l + Kngf:; (F.3)
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Esta es una forma recursiva de calcular los parametros C" al orden m con base a los
parametros al orden m — 1, donde C’JQ = r;.(j). Los parametros deben ser calculados al orden

m para el intervalo j =0,1,2,3,---,m

Para la prediccion de orden m = p

cr1

p = p—1
Co

se necesita
p—1 p—1
Cy yCh.

Para la prediccion de orden m = p , hay que resolver

cr2
Ky = 2=
0

Crl =00 + K, CF°
Ch ' =Cl 7+ K, 1CY ]

. 2 -2 —2 —2 _
se necesita los parametros C* %, Cj~, CV |y CP=

Resumen del algoritmo para un orden p

= Inicializar con el orden m = 0, entonces

» Efectuar la recursiéon sobre [ =1,2,---,p
e Paso 1: calcular el coeficiente K; con

-1
_ G
o l-1
Co

K

si [ = p finalizar

e Paso 2: calcular el coeficiente C con la ecuacion recursiva

Ci=C'+KC~Z  j=-p+l+1,---,0l+1--p

fijar [ = [+ 1 y regresar a paso 1

(F.4)

(F.5)
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