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1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES: VECTORES,
ESPACIOS VECTORIALES.

INTRODUCCION.
Notacion: utilizamos abecedario latino para vectores, griego
para escalares (numeros). Por ejemplo:

X = §1i + 523 es un vector en 2-D

&,,&, son reales (aunque podrian ser complejos)

>

i g

de etiquetas para distinguir a £, de £,. De manera alternativa, podemos definir al vector de

i & j son vectores base, aunque esto es Uinicamente un sistema

la forma: x = (51,52), esto es, como un par ordenado de numeros. En general, si tenemos

un sistema con n-grados de libertad, podemos extender esta descripcion a n-adas.

En algebra lineal nos interesa definir cuatro operaciones fundamentales con los vectores. Si
tenemos dos vectores X = (51’52’"-’5,1) , Y= (771:772 . .,nn) , entonces definimos:

e Suma de vectores: x+y5(§l,+nl,§2+n2...,§n+nn)

e Multiplicaciéon de un vector por un escalar (@): ax = (Océl 08 ..., Ocﬁn)

e Producto Interno (producto punto): (x,y) = <x‘ y> =Xey = i5,77_, «conjugado
1

el

n
e Longitud de un vector (norma): HxH =/
1
Notas:
1) Los escalares o,&,npertenecen a un campo que podra ser el campo de los reales

(a,ﬁ,n € ]R), o bien, el campo de los complejos (a,ﬁ,n € (C).
2) Para permitir que «,&,neC utilizamos 77_, en el producto interno y ‘5}‘ en la
longitud, esto es:

éi - 5./3;" si (SJ eC

cf=g. sigeRr

3) No se ha definido la multiplicacion de vectores, s6lo multiplicacion por un escalar.

4) Se puede definir el angulo entre 2 vectores a través del producto interno y la
longitud. Si &, ,n,,n, € R, entonces podemos definir:
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x= (£.8), y=(n.n,) A
(X’y) = ‘51771 + ‘52772 ™
= x| cos e|ly||cos B+]x|sen r|ly||sen B &

=|x||y|(cos azcos B +sen ersen )
=[x[llyl[cos (8 -a) =x[[y]cos &

(xy)

<]l

Notese que esto se satisface si ‘(X,y)‘SHXHHY

=cosf=

; esta desigualdad se conoce como la

desigualdad de Schwarz, y con esta se establece la definicion del angulo entre dos vectores.
Gracias a esta definicion, podemos decir que dos vectores son ortogonales si (x,y) =0.

Ejemplo. Si definimos los vectores

x=(2,1,-3,0)
y=(133-2)
z= (1,—2,0,5)

=x+y=(34,0-2),3x=(63-90), [x|]=14, |y]=+23 .

4 u
y) =4, (x,2)=0=>xlz— 6 =2 ; cos® =—— _~_0223 0 =103
xz 2 Xy

» V1423

Para poder utilizar longitudes de vectores y dngulos entre vectores, definimos el producto
interno (producto punto o producto escalar).

DEFINICION. La LONGITUD o NORMA de un vector, ||x|, cumple con:
@) Jox] =[] cy
[x[[>0.vx =0 y
(i1)
HXH =0e=x=0 X

(1i1) Hx + y” < HXH + Hy” — Desigualdad del triangulo (de Minkowsky)
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Para el espacio vectorial de n-adas (n-tuplos) se pueden considerar normas del tipo:

. 1p
P
=S |
Comunmente se utilizan la norma Euclidiana:
n 1/2 " 2
o p=2-|= (2 3 2) = [YJe| - NormA EUCLIDIANA
1 1

DEFINICION. Distancia entre dos vectores: d(X,y)= Hx - y”

DEPENDENCIA LINEAL, DIMENSION Y BASES.
DEFINICION. Los vectores X,X,....,x son LINEALMENTE DEPENDIENTES (LD) si

existen escalares ¢, no todos cero, tal que:
ox +ox, +ox,+..+ox =0

De otra manera, son LINEALMENTE INDEPENDIENTES (LI). Sison LD, al menos un
X;j puede expresarse como una combinacion lineal de los demas.

. : al a} an
Ejemplo. Si o, #0=x, =— p X, — p X, = o X
2 2 2

DEFINICION. Un espacio vectorial tiene DIMENSION n, si contiene un conjunto de
vectores LI. Cualquier conjunto de n+1 vectores es LD.

DEFINICION. Una BASE para un espacio vectorial es un conjunto de vectores LI,

e.e,,....e , tal que cualquier x € al espacio puede ser expresado como una combinacion
n

lineal de ellos, esto es:
X = Otle1 + a2e2 +...+ (xnen

La representacion en términos de la base es UNICA: supongamos por ejemplo que
representamos x = B e, + e, +...+ B e . Sustrayendo ambas representaciones obtenemos:

(0‘1 —ﬁl)e1 +(a2 —ﬁz)e2 +...+(0¢n —ﬁn)en =0

Sabemos que los vectores base ej son LI = o, — ,B/. =00, = ﬁj

Observacion: Si una base para el espacio tiene n vectores, entonces su dimension debe ser
n,y viceversa.
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Ejemplo. Para el espacio de las n-adas:

e, =(1,0,..0) Vectores LI en el espacio dado:

e, =(0,L...0

? ( ) oe +oe +..+ae =0

e =(0,0,...1) = (a,,01,,...,) =(0,0....,0)
..'al 2062 :...:an :O

Ademas: x:(ﬁl,éz,...,ﬁn)%e al espacio, y puede entonces expresarse Como:

x=Ee +&e, +...+& e .. el conjunto es una base.

El espacio es n-dimensional (hay n vectores base). Este es el caso n-dimensional de la
base i,j,f(, aunque NO ES LA UNICA BASE POSIBLE en el espacio de las n-adas. La
eleccion de la base apropiada surge de manera natural a partir del problema en estudio.

2. TRANSFORMACIONES LINEALES
(OPERADORES)

CONCEPTOS BASICOS.

DEFINICION. Un operador o transformacion (L)
es un mapeo de un espacio vectorial a otro. Una
caracteristica que siempre es deseable para L es
que este debe ser univaluado, aunque no
necesariamente uno a uno. En otras palabras:

Dominio

(D)

Para x € D, 9y € R tal que Lx=y,
aunque puede existir X’ € D tal que Lx’=y.
Siparacaday € R Jun sélo x € D el mapeo es uno a uno, esto es, Lx=Lz=>x=1z. De
aqui se establece también que dos operadores (4,B) son iguales si tienen el mismo dominio
y también si AXx=BX, V'x € D.

Algunos ejemplos simples de operadores:

e OPERADOR IDENTIDAD: x=x,Vx
e OPERADOR CERO (NULO): @x =0, Vx
e OPERADOR MATRIZ (MATRICIAL):




Posgrado de Ingenieria Eléctrica Propedéutico de Matematicas, Marzo 2016

— opera sobre el dominio n-dimensional: x =

nl

aé +a,b +..+a

a,&+a,l +..+a, &
AXx =

a é+a  +..+a &

Ejemplo. Paran=2, A=I:

%Ax:y:( 10 ) S (™ —x: A- OPERDOR IDENTIDAD
0 1 )|& n,

PROPIEDADES Y OPERACIONES.
e SUMA: Dados 4 y B, con dominios a y b: C=(A+B)— suma de operadores

=Cx= A+B |x= Ax+Bx, Vxea,b
%,—J %/_J

suma de op. .
P suma  vectorial

e PRODUCTO: C = 4B = Cx = (4B)x = A(Bx)
Similarmente: (ABC)x = A(B(Cx))

e CONMUTATIVIDAD: 4x, Bx — vectores
= AX+ Bx = Bx+ Ax = A+ B= B+ A (conmutatividad en la suma)

Sin embargo: AB no necesariamente igual a BA, si AB=BA=A y B son conmutables.

e LINEALIDAD: Un operador L es lineal si se cumple que
L(ax+ By)=alx+ Ly, o, - escalares, x,y € D
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OPERADORES MATRICIALES
Algunas definiciones fundamentales:

- Matriz diagonal: a,=0, Vi#j
- Matriz simétrica: a,=a,
- Matriz antisimétrica: a;=-a, (notese que a,=-a,=a,= 0)
- Matriz identidad: 7 = {51.1.}

- Matriz transpuesta: Si 4 = {ay}, A" = {aﬁ}

Supongamos que: D= AB
= D" =(4B)" = B" A"; similarmente: (ABC)" =C"B" A"

3. SISTEMAS DE ECUACIONES

La forma general de este problema es: Lx =¢ (ecuacion lineal). Cuando L=A, esto es, se
utiliza el operador matricial, tenemos un sistema de ecuaciones (sistema matricial).
Existen varios métodos de solucion para este tipo de sistemas; el mas simple es
probablemente el método de eliminacion de Gauss, pues es sistematico. La idea basica es
llevar el sistema Ax=c a una forma triangular utilizando transformaciones equivalentes.

Ejemplo.

§+6 -6 =1

11— )fs ] (1
26 =2 +&. =6
S 72t =2 2 1 ||&|=]|6
¢ +36,=0 I 0 3 53 0
Transformaciones:
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1 1 —111 11 -1 il
| 1!
2 2 116 =2l 1 -1 > $3
o 310 1 0 310
1 1 -1 1
=l 0 2 3 5_2 « ler renglon - 2° renglon
2 i « (ler renglon - 3er renglon)
0 1 —4 ol
11 -111 11 -111 11 -1
3| 3 | 19 [
S[01 =2 i-1|5|0 1 =Zi-1|=0 1 ==& |=|-1
4 41 4 £ 5
—4 | 3 -
01 =i 0 0 13 P =2 0 0 13
4 | 4
8 19 24
L =——,C =——,6 =— .. 3 una solucion tnica
2 13 2 13 g 13
Ejemplo.

S25,=1 _ §+28 =1

£ 428 —0 } = El sistema no tiene solucidén
+ = 0=1
1 2

En general, en estos problemas se pueden encontrar las siguientes posibilidades:

(a) Existe una solucién tunica.
(b) No existe solucion.
(c) Existe un nimero infinito de soluciones.

En algunos casos es facil reconocer cualquiera de las posibilidades anteriores; sin embargo,
para casos mas complejos (por ejemplo, sistemas con matrices de alto orden) resulta util
establecer las condiciones de existencia de soluciones.
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CONDICIONES DE EXISTENCIA Y UNICIDAD.
Preguntas fundamentales: ~ ;Tiene solucion Lx=c?
LCE R de L?
(Es la solucion tnica?

TEOREMA (EXISTENCIA): Una condicidn necesaria para la existencia de una solucion de

Lx=c es que (¢,z)=0,Vz talque Lz=0.

Para operadores matriciales de dimension finita, esta condicion es necesaria y suficiente.

TEOREMA (UNICIDAD): La soluciéon de Lx=c (si es que existe) es Unica, si y solo si, la
ecuacion homogénea Lx=0 tiene unicamente la solucion trivial (x=0). Si tiene una

solucidn no trivial, entonces Lx =c¢ tendra un nimero infinito de soluciones.

Ejemplo 3.

2o (1), aoare| 11
1 2 )& 0 2 2
Verifiquemos la existencia de la solucion para el sistema:

A'z= rorh =0 — soluciones no triviales: 1, = -1, —z= Va
2 2 T]z -

1 ) )
(c,z) = [ ]{a ] =o#0, A solucion al sistema

0/)\-o

Supongamos que: ¢ = .

1o ., . L
(c,z) = | = (0 = 1 en este caso una solucion. Para verificar si es Unica:

2
Problema homogéneo: L2 s = 0 — Soluciones no triviales: x = . Vo
1 2 )& 0 —o

12 51 (1 . . .
s =| |— tiene una solucion que no es tinica
1 2 )& 1
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METODOS DE SOLUCION: OPERADOR INVERSO, REGLA DE CRAMER.

De acuerdo a la teoria de operadores, el sistema Lx =c¢ puede resolverse algebraicamente
mediante el operador inverso, esto es: x=L'c. El problema fundamental es entonces
encontrar el operador inverso L.

= L'Ix=L"e, ~.x=L"c
En general:
e L=A=L'=A" (matriz inversa)

Para definir el operador matricial inverso (inversa de una matriz) debemos introducir el
determinante de la matriz. Por definicion:

detA=|A|=Y a,4, - EXPANSION DE LAPLACE (para k fijo)
2l

- ‘
A, = (—1)j+ M ; M — determinante menor (cofactor)
Jk Jjk Jk

sodetA = Zajk (—1)j+ijk , para k fijo.

j=l1
Ejemplo.

b : v ,
A:[ a J detA=Ya, (-1 M, kfijo
c d j=1

Fijando k=1 podemos evaluar:

detA =a, (-1’ M, +a, (-1’ M, = ad — bc

Ejemplo.
Evaluemos el determinante de la siguiente matriz:

11 -1
A=l 2 2 1 A= 2 Y- 2 e 2 2
Lo 3 0 3 13 10

‘A‘ = (I)(-6)—(1)(5) + (—2) = —13 (expansion sobre la primera fila)
‘A‘ =(D)(-1)—=(0)+(3)(—4) = —13 (expansion sobre la tercera fila)
‘A‘ =(=1)(5)—(2)(4) =—13 (expansion sobre la segunda columna)

10
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Propiedades tutiles del determinante:

W [al=l

(ii) Si todos los elementos de una columna o reglén de A son cero = ‘A‘ =0

(iii) Si dos columnas o renglones cualesquiera se intercambian para formar
B = [B|=—|A|

(iv)  Si B se obtiene de multiplicar un escalar « por algin rengléon o columna de
A= |B|=alA|

v |AB|=|a[B

(vi)  Sidos columnas o renglones cualesquiera son proporcionales = ‘A‘ =0

Regresemos ahora a resolver Ax=c, o equivalentemente:

n
Zaﬁﬁj =c,i=12,.,n
j=1

Utilizando el cofactor Ay (multiplicando y sumando):

n n n
A a8 =2 A
=1 j=1 i=1

= 2 ( AikaijJ 5/' - ZAikCi
j=1 i=1 ‘

=|4.j=k

=0,j#k —propiedad (vi)

. |A] & = iAikci . ;CT’* k=l2...n  REGLADECRAMER
A

Observemos que:

A ..
ﬁ c, — Forma matricial: x = Alc

)

11
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AT = i...A"I - 1
‘A‘ ‘A‘ :;’Al:{ai/}:w/lﬁ

A 4 Aji-matriz de cofactores transpuesta

\A

|4
Si |A|=0= A"'Z y A es una MATRIZ SINGULAR

Propiedades importantes de la matriz inversa:
e ATA=AAT"=1
o |A7=1/a]

« (AB) =BA"
o (A7) =(a)
Otra nocidn importante es el rango de una matriz:

DEFINICION. El rango de una matriz (no necesariamente cuadrada) es el orden del
arreglo cuadrado més grande contenido en la matriz, formado al eliminar
ciertas columnas y renglones, cuyo determinante sea distinto de cero.

1 21
Ejemplo 6. La matriz tiene rango 2.

1 20

TEOREMA (Existencia, unicidad y rango).
Ax=c posee una solucion < el rango de la matriz aumentada es igual al rango de la matriz

A. Siel rango de A (donde A es de nxn) es n, i.e., A‘ # 0, entonces la solucion existe y es

Unica.

Ejemplo.

1 Rango|A)=1
[ 1 2 J(é]:( j , ( ) = no hay solucion

1 2 )& 0 Rango(Ac) =2
1 2 51 1 Rango(A) =1 ) )

= , A — nxn = 3 solucién pero no es Unica.
1 2 )& 1 Rango(Ac) =1

12



Posgrado de Ingenieria Eléctrica Propedéutico de Matematicas, Marzo 2016

4. VALORES Y VECTORES PROPIOS

Consideremos la multiplicacion de una matriz por un vector:

y = AX ; en 2-D esto es: g :( 2 1 jé
n, 1 2 ¢

A transforma x en y, esto es, un punto en 2-D a otro punto en 2-D (equivalentemente,
podemos verlo como un mapeo de R’ en R?). Graficamente:

T —@ > 4’

Si en vez de puntos consideramos radio vectores, podemos representar la transformacion
como:

. >

De acuerdo a las operaciones basicas entre vectores, podemos ver que el vector x gira y se

alarga: el giro estd dado por tan'(%4), mientras que la magnitud es ahora Hy”zx/g HXH

13
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Podemos decir entonces que una matriz de nxn toma un radio-vector en R" y lo transforma
en otro vector de R" que esta girado y alargado.

SHRRG

Noétese que el vector no gira, s6lo se hace 3 veces mas largo. El problema de eigenvalores
y eigenvectores (valores propios y vectores propios) consiste en encontrar los vectores que
no giran bajo una transformacion (esto es, multiplicacion por una matriz). El eigenvalor
nos da el cambio de longitud (notese que si el eigenvalor es negativo se puede pensar en un
giro de 7z radianes o en una inversion).

Consideremos ahora el caso:

y=Ax=Ax, x#0 (0—0 ,pues A0O=0)
Buscamos entonces x tal que Ax = Ax = AIX , 0 equivalentemente: (A — M)x =0 (*)

) -1, -1
Para resolver esto, notamos que si (A—ZI) existe :>x=(A—/II) 0=0 , esto es,

-1 .
obtenemos la solucién trivial al problema. Por lo tanto, para que (A— M) no exista

:>\A—/11\=0.

2-1 1

=0
L

Ejemplo. Az[? ;], ‘A—M‘ =

Del determinante obtenemos el polinomio caracteristico:

(2-2) —1=4-42+ 2> -1=2>—42+3=(2-3)(2-1)=0

= A =3,1 son los eigenvalores (o valores propios).

Para encontrar el eigenvector asociado a A utilizamos (*)

1o (320 () 0-(7 )0

o : : .,
==( =x= ( ] , esto es, cualquier escalar o satisface esta condicion.
o

Es conveniente construir eigenvectores cuya longitud sea 1, esto es, es conveniente
normalizarlos:

14
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HXH=\/052+052=\/506=1:>06= ! , ~.para A=3, e

JE)

2-1 1

Similarmente, para A =1: ( -~

eigenvector e, = (Notese que también es eigenvector)

V2 V2

Con los eigenvectores normalizados podemos construir la matriz modal si los acomodamos
por columnas, esto es:

1
V2
I

-1
V2 30
= Pt A =
ool ¥ |7
NG
Eigenvector Eigenvector
para A =3 para A=1

Graficamente podemos representar esto como:

[ ¥ ]
AN -, N\
\ . N ,
AN e . AN 4
AN ,-'no gira 'y se hace 3 AN

veces mas largo

’ \

N\
AY

no gira y mantiene

™ \/ su longitud

N\
Y
N\
Y
N\

15
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TEOREMAS SOBRE OPERADORES AUTOADJUNTOS.
I Si un operador L es autoadjunto, entonces:

a) los eigenvalores A; son reales
b) los eigenvectores e; correspondientes a distintos eigenvalores son ortogonales.

II Para cualquier operador L autoadjunto en un espacio con dimensiones finitas, se pueden
encontrar k eigenvectores ortogonales para un eigenvalor con multiplicidad £.

Notese que esto implica que no importa si los eigenvalores son distintos o no, de
cualquier manera los eigenvectores son ortogonales.

IT Los eigenvectores de cualquier operador autoadjunto L en un espacio con dimensiones
finitas forman base.

. Construir eigenvectores es equivalente a construir una base para el espacio con
dimensiones finitas.

MAS EJEMPLOS Y DEFINICIONES CON OPERADORES MATRICIALES.

Ejemplo. Se puede demostrar mediante el problema general de eigenvalores que si:

Az[ Z b J, —A,=axh
4 :

Ejemplo. Consideremos ahora Ax=Ax,con A=

S O N
—_— O
_— = O

Notese que A estd separada por bloques; para este tipo de matrices podemos reconocer la
forma de los eigenvectores y eigenvalores. En particular, en este caso podemos esperar que

uno de los eigenvectores sea A=2. Los bloques pueden visualizarse de la siguiente manera:

0 0 1
A= 0 |_1 1—| , A1=2, con eigenvector asociado | 0 |.
0 [1 1 0

Para verificar esto podemos utilizar la metodologia usual:

16



Posgrado de Ingenieria Eléctrica Propedéutico de Matematicas, Marzo 2016

2-1 0 0
Ecuacidn caracteristica: ‘A - M‘ =0= 0 1-A 1
0 1 1-1

= (2-2)((1-A) -1)= (2= 2)(# ~22) =-A(2-2) =0

A =0,4,=2,1,=2 <« valores repetidos.

Eigenvectores:
Para A,=0:
0
20 0 o0 & 26 =0  £=0
(A-AD)x=0—| 0o 1-0 1 |[&|=|0 ErE =0 E=f
0 1 1-0)lg) |0 e o
0 0 0
X = e = : ——1 a |= L
T Uxkx V2o V2
- -
-1
V2
2-2 0 0 &) (0 P
Para A=2: 0 1-2 1 & |=|0|— —52"'53:0’ 52253% X=7
o 1 1-2 ) &) (o Y

Notese que se pueden encontrar 2 eigenvectores ortogonales y ademds ambos son
ortogonales a e; . Podemos tomar:

-5l ©

17
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Por lo tanto, para A = tenemos A =0, e = , 0 bien

1

S O N
—_— e O
_— e O

SIL &= °
S-Sl T

3

1
A,=2, e,=|0| ,yfinalmente A, =2, e, =
0

-5l

En este ejemplo puede verse la utilidad de reconocer o agrupar bloques dentro de una
matriz para obtener los eigenvalores. El bloque de un solo elemento da automaticamente el
eigenvalor (en este caso 2) y en este caso en particular, es facil reconocer la forma que debe
tener el eigenvector asociado. El bloque de 2x2 es una matriz simétrica, y de acuerdo al
ejemplo3, los eigenvalores son 0 y 2.

Los eigenvalores de un matriz nos dan informacion sobre el determinante. En particular, en
el ejemplo 4 encontramos que 4 =0. Esto implica que A" no existe dado
que‘A‘: AAA, =0. Para matrices de 3x3, la ecuacion caracteristica puede escribirse

comao:
3 2
A —=IA+LA-1.=0,

endonde /,7,,1, son los invariantes de la matriz, dados por:

I =tr(A) (traza =a, +a,+ a33)

1=l((ﬁ’A)2—trA2)— 4y 4y, I Bt T U e A
L= =
2

a21 a22 a31 a33 a32 a33

18
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Si I5=0 se puede ver que A’ —IA*+ A= /1(/12 -1+ 12) =0, lo cual implica que uno de

los eigenvalores es cero.

Ejemplo. Del ejemplo anterior podemos ver que para A = [ i 1 j obtenemos:

1 1
2 2
)‘1:0’ 1~ 1 > )‘2:2’ 2 1

Con este resultado y agrupando por bloques podemos obtener también:

1 A A
0 |= tenemos 2 bloques I:I
1 A A

>

Il
—_ O =
S NN O

bloque 1x1=(2), =2, e=(1)

-

5= 51

bloque 2x2%[i 1}:1:0,2 e=

Los eigenvectores son entonces:

! il
2 0 N
A=0, e =0 ; A=2, e,=|1]|; A=2, e,=|0
Bl 0 il
NG NG

Similarmente, si A = obtenemos:

S O =
S O = =
—_——_= O O
—_—_— O O

19
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S5

~
Il
=
o
Il
|
~
Il
=
o
Il
e B

OOQI
(@)
[\)
[\ ]
o

B
B
Sl- &— o

8

Los bloques pueden también encontrarse intercalados; por ejemplo, si:

, tenemos 2 bloques intercalados de ( i i j

S~ O
—_— O = O
S = O =
—_— o = O

DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ, POTENCIAS, INVERSAS,
EXPONENCIALES, ETC.

—T
Considerando operadores matriciales autoadjuntos ( 4*= 4 ), el problema de eigenvalores
tiene la forma:

Ae=1e = A,A,.,A  coneigenvectores e,e,,...e

De acuerdo a los teoremas vistos anteriormente, los A’s son reales y los eigenvectores son
ortogonales, o inclusive, pueden hacerse ortonormales:

e le, HeiH:I = (ei,ej) =0,

y
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Ademas, los eigenvectores {el,ez,...,en}forman base para R". Analicemos ahora la matriz

modal y la matriz diagonal de eigenvalores asociada, ambas definidas por:

A0 0
0= (e) () = () | as| 7 =
0 0

Se puede ver que la matriz modal es una matriz ortogonal, esto es: Q' = Q" pues:

il €€ €-°¢ €€, 1 0 --- 0
Q0= (e fe)=| = T L 0
e e -e e -e e -e 0 0 1

~n

Algunas propiedades ttiles de una matriz ortogonal:

(1)  Eldeterminantees t1 —Q'Q=1, ‘QTQ‘ = ‘Q‘z =1, ‘Q‘ =+] .

(2)  No cambia la longitud de vectores. Supongamos que

y=0x, [y[=4(y"y) =Vx’QQx=vx'x=||

Con esto vemos entonces que la matriz modal Q sélo gira vectores.

La matriz modal se puede utilizar para escribir en forma candnica la matriz A.
Consideremos el caso general:

Q'a0=: [(A)(fe)-e))=| ¢ [((ac)-(1e,)
in ~11 0 0

= A ((llel)...(lnen)): 0 4 0 |=A
e, 0 A,

Pre-multiplicando por Q obtenemos:
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QQ'AQ=QA
AQ=QA

Post-multiplicando por Q”:
AQQ" =QAQ" = A=QAQ", y también: Q"AQ=A

Expresar la matriz A en términos del producto de la matriz modal, la matriz diagonal de
eigenvalores y la matriz modal transpuesta es 1til para realizar varias operaciones
matriciales de interés. Observemos que:

Ae=le, A’e=A(Ae)=AAe=1"e

En general: A"e = A"e. Notese también que

Ae, =(QAQ")e, =QA| 1 |=Q| 4, |=Ae,

Si expresamos la matriz en términos de la matriz modal y la matriz diagonal de
eigenvalores:

A=QAQ", — A”=(QAQ")QAQ")=QAQ’

A" = QA"Q’

ll’” 0 0
Donde: A" = 0 /12 0
0 O 0
0 O A"

Algunos casos particulares interesantes:
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1 -1 1 e
A =(oae) ' =(@7) A0 =one, AT A ol

\/Z()...()

! ! 1
Si: A2=QA2Q" con A’= 0 ‘//TZ 0

1 1

2
1 1 1
Notese que A2-A2 =QA2Q"QA2Q" = Q(AZ) Q' =QAQ" =A

En general, esta descomposicion de la matriz A permite realizar cualquier operacion
matricial manipulando inicamente la matriz diagonal de eigenvalores. Supongamos, por

ejemplo, que queremos evaluar 2A* —3A. Utilizando la descomposicion se obtiene:

22-34 0
2A% —3A =2QAQ" —3QAQ" = Q(2A>-3A)Q" =Q :

De igual forma, podemos evaluar la matriz exponencial:
2

A
Ci=I+A+—+...
2!

Utilizando la descomposicion matricial:

e :QIQT+QAQT+QA7QT+--- :Q(I+A+A7+...j Q’
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A

e 0 0

N eA:QeAQT er = 0 e 0
: : 0
0 0 e’

APLICACIONES.

Consideremos Ax=c, A= [ ? ; ) . Para resolver este problema podemos:

1) Despejar x = A 'c (esto es, utilizar dlgebra matricial).
pe) g

2) Utilizar una “eigen-expansion”. Sabemos que Ae = Ae, y por la forma de la
matriz obtenemos:

1 1
A=1 e= \/15 , A, =3, e = \/15

+_ —_—

N N
Notese que la matriz es autoadjunta y, por lo tanto, los eigenvectores son base ortonormal
(ON) para el espacio vectorial. Esto implica que podemos expresar cualquier otro vector
como una combinacidn lineal de ellos. Consideremos, por ejemplo:

c=(c,e1)e1 +(c,e2)e2, x =oe, + fBe,

Si encontramos los coeficientes oy S del vector x podremos encontrar la solucion del
problema. Expresando todo en términos de los eigenvectores obtenemos:

Ax = A(ocel + ﬁez) = aAe, + Ae, =ole + BAe,

()

A A

1

SO =

=
Il
—_
N
(¢
[
~—

)

gl

+

-

S

Supongamos que ¢ = G],: (c,el) =0, (

L
(¢
LS}
SN—
Il
-

1 1

Por lo tanto: o =0, ﬂ:ﬁ = X:Q V2 =|3
3 S N I

J2 3

[\
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